Evaluacion integradora de fecha 13/08/2014

Analisis Numérico | (75.12-95.04)

Ejercicio nro. 1
Sea el método multipaso explicito genérico dado por:

Wy =dg W, +a-w,, +a, W, , +h'[bo 'f(tn;wn)+b1 'f(tn—l;wi1—l)+b2 'f(tn—z;wn—z)]
Se pide encontrar la relacion entre los parametros a,,4a,,a,,b,,b,,b, que aseguren que

el método tenga orden de consistencia 4.
Mostrar uno de dichos métodos. ¢ Es unico?

Respuesta:
Calculemos el tau con estos valores genéricos:

w(t+h)—a,-wlt)—a, - w(t—h)—a, -w(t—2h)
3h

) %-[bo S (Ew(e)+b, - fe=hwle =)+ b, - £t —2h;w(t —2h))
w(t+h)—a,-wlt)—a,-w(t—h)-a, -w(t—Zh)_
L= 3h

L) e b -20)

¢ Por qué dividimos por 3h? Porque es la distancia entre w(t+h) y w(t-2h) (estimacion de la
derivada).
Desarrollamos ahora por Taylor alrededor de "t" los valores de w.

e+ 1) = () + 7w () )+ o)+ ()4 w9 ()4 o)
- 2 6 24 120

e =)= (0 = how (1) 1w ()= () ()= L)+ 0l
- 2 6 24 120

2 3 4 5
w(t=2) = wlt)=2h- wp% . W"(t)_% (1) + O e -2 00 o)

h’ /N ht
wi(t=h)=w(t)—h-w'(t)+ ER w"(t)- o w®(r)+ o wO (1) + O(hs)

2 3 4
Wwi(e=2h)= w’(t)—2h-w”(t)+%-w”'(t)—%-w(4)(t)+%-w(s)(t)+0(h5)
Notar que como solo estamos buscando que el método sea de orden de consistencia 4

realizamos desarrollo Taylor hasta orden 5 en los w y orden 4 en los w'.
Ahora reemplazamos en el Tau, pero lo haremos en orden:



w(t+h)-a, -w(t)—al3-hw(t—h)—a2 -w(t —2h) _ w(t)-%-(l—ao —a-a,)+
h? h
+W'(t)-%-(l+al +2a, )+ w"(t)~ﬁ~(l—a1 —4a, )+ w"'(z‘)~%-(l+al +8a,)+

A n
+w(4)(t)-%-(l—al ~16a,)+w(r): 132h0 (1+a, +32a,)+ O(hs)

w(t+h)—a0 -w(t)—a1 w(t—h)-a, -w(t—2h)
3h

1
zw(t)-ﬁ-(l—ao —-a, —a2)+
2

(1+a1 +2a2)+w (t) -(l—a1 4a2)+ W"'(t) 2 -(1+a1 +8a2)+

oxlw

+w(4)(t)-£-(l—a ~16a )+w(5)(t)-£-(l+a +32a,)+O(h°)
7 LT TI0 360~ T

%-[bo W)+ b, -t = h)+ b, -t —20)] = W'(t)é.(bo b +b2)+w”(t)-§~(—bl _2b,)+
3 4

w0 440, )y 8,) 4 w01 (5, 168,) O

Y ahora que hemos obtenido las aproximaciones las colocamos en el célculo del Tau:

1 1
w(l)-g-(l—ao—a1 a2)+w() 3 (1+011+2a2 (b0+b1+b2))+

2

£ = lw(e)- ’; (1—a, —4a, —2- (-5, —2b2))+w”’(t)-il—8-(l+al +8a, =3 (b, +4b, )+

3 4
W(0). ’;2 (—a, - 16a2_4.(_b1_8b2))+w<5>(z).3%.(1+a1+3za2_s.(b1+16b2))+o(h5

Ahora en el Tau planteamos que posea orden de consistencia 4, con lo cual obtenemos 5
ecuaciones con 6 incognitas que seran los siguientes:

l-a,-a,—a, =0
1+a,+2a,—(b, +b, +b,)=
1—a,—4a,—2-(=b, Zb)
1+a1+8a2 —3.(b, +4b ):0
1-a, —16a, —4-(~b,—8b,)=0

Notar que obtuvimos 5 ecuaciones igualadas a cero a partir de pedir que queden solo los
términos de orden cuarta en h en el tau.




1-1-9
o 1+9+2-(-9)-
:A =4 1-9-4-(- 9)—% (22+20)=0
1 22-40)=
blz_z% +9+8-(-9)- (4 0)=0
. 1-9-16-(- 9)—— (22+80)=0
b, =-104

Obtuvimos uno de los infinitos métodos de 4to. orden de consistencia.
Uno de los métodos propuestos es

ntl = Wn +9'Wn—] [8 f( n’ )_22'f(tn—l;wn—l)_lo'f(tn—Z;Wn—2)]

(-9)=0
(8-22-10)=0

w

Ejercicio nro. 2
Dada la ecuacion diferencial y"(t)+4-y'(t)+13- y(t)=40-cos(t) con >0, y los
valores iniciales »(0)=3, y'(0)=4.
Discretizarla usando el método directo de Nystrom:

Wn+1 B 2 ) Zvn + Wn—l — f tn : an Wn+l B Wn—l

h 2-h

Dicho método sirve para aproximar el problema matematico de una ecuacién diferencial
de segundo orden de la forma c.

2
Tomar como valor auxiliar de calculo w, = y(0)+ /- y'(0)+ % -y"(0)+ O(h3).

Siendo w, = y(0)+h- y'(0)+%-y"(0)= wo +h-y'(0)+ h?'f(O;y(O)W'(O))'

a) Utilizar h=0.1 y avanzar 3 pasos de tiempo.

Respuesta:
Discretizaremos la ecuacion a resolver mediante el método de Nystrém:

y'(O)=fEy:y)=
y"(£)+4-y'(£)+13-y(t)=40-cos(t)= y"(t)=—4- y'(t)—13- y(t)+ 40-cos(t) = f(t; ;")
Ahora que ya la hemos discretizado aplicamos el método teniendo en cuenta que este

que es un método implicito (corrector) lo usaremos en la forma directa (como predictor)
despejando el valor en el paso t+h.

w.o=2w +w W =W
n+l n n]=f(fn,W,,, n+l nlj:>

B2 2-h
-2. -
Wi V;}n T Wt :_4.M—13-wn +40-COS(tn)
h 2-h

Ahora de esta ultima ecuacidn despejamos el valor al paso n+17.




-2. + —
Dot T2 W T Wt g Bt Z Wt 4305 4 40-cos(r, )
h 2.4
W =2ew tw = p? D T e 132 4052 cos(t,)

W =2w, +w,_ ==2-h-(w,  —w_)=13-h*-w, +40-h*-cos(t,)

Wy (L4 2h)=w, -(2=13-h* )+ w, , -(=1+2-h)+40-h> -cos(z, )
2-13- 1 “1+2- h 40-

Wn+1 :Wn'—-l_wn—l OS(t )
1+2-h 1+2-h 1+2 h

Ahora utilizamos h=0.1, los valores iniciales y avanzamos 3 pasos de tiempo.
Antes de hacerlo debemos calcular el valor a t=h:

=30y (0)+ 10 0=

2

W, :3+h-4+%-(—4-y’(0)—13-y(0)+40-cos(0))+0(h3):>

2

w1:3+h-4+h7 (~4-4-13:3+40-1)+0(h*)=3+4- h+— (~16-39+40)+0(r*)
5.0,

1 1?

15-h*

+0(1*)=3+4-0.1- =3.325

w,=34+4-h—

Ahora calculamos los valores con 3 pasos de tiempo:

w, =3
w, =3.325
2-13-0.1° —1+2:0.1 40-0.1°
— W, -cos(0.1)
1+2-0.1 14201 142-0.1
2-13-0.1> _ —1+2-0.1 40-0.1°
w, =3.325. 3017 5 Z1+2:01 400 .cos(0.1)=3.513126
1+2-0.1 1+2-0.1  1+2-0.1
2-13-0.1° —~1+2-0.1 40-0.1°
— W, +
1+2-0.1 142-0.1  1+2-0.1
2 2
w3:3.513126-m+3.325. 1+2-0.1 40-0.1 -c0s(0.2) = 3.58464
1+2-0.1 1+2:0.1 1+2-0.1
2-13-0.1° ~1+2-0.1 40-0.1°
— W, +
1+2-0.1 1+2-0.1  1+2-0.1
2-13-0.1° ~1+2-0.1 40-0.1°

w; =3.58464-=———— +3.513126- —_ -c0s(0.3) = 3.56243
1+2-0.1 1+2-0.1  1+2-0.1

W, =W, -

W, =W, - -cos(0.2)

-cos(0.3)

W, =Wy

b) Plantear el estudio de la estabilidad.



Respuesta:
Utilizamos la funcion discretizada.

2-13-1° ~1+2-h  40-K’

bt =W, W, + -cos(t,)
1+2-h 1+2-h  14+2-h

Ahora planteamos las perturbaciones para analizar el estudio de la estabilidad.

vn+1 = Wn

2-13-4° ~14+2-h  40-K°
w = . .

n+l Wn —+vn + ‘COS(fn)
1+2-h 1+2-h 1+2-h

Vn+l +5n+1 = wn t+é&
2-13-h°
1+2-h

n+l

+ (vn+1 + 5n+1 ) ’

v, >V, +0,
—1+2-h  40-h*
+ os(t,)

-C
1+2-h 1+2-h

Wn - Wn + 8;1 wn+1 + 8n+1 = (wn + gn+1 )

0 1 - 1
M{1+2-h 213-h2]:det(M—A-Id)det{1+2-h 213'h2—l]0:>
1+2-h 1+2-h 1+2-h 1+2-h

— . 2 —_— . —_— . 2 _— . 2 2 —_— .
p(a)e g 2TV L U2 o 2-13 (21300 120
1+2-h 1+2-h 2+4-h 2+4-h 1+2-h
Lo2=13n 213 T (-2+44-h)-(2+4-h)
2+4-h ~\\ 2+4-h (2+4-n)
2-13-4° 1 >
A= + 2-13-1°) —(-2+4-h)-(2+4-h) =
2+4-h 2+4-h\/( ) ( )( )
R . 2 —_ . 2 —_ . 2 . 4
o L e b 16 e - A3 VBB 169 AT
2+4-h  2+4-h 2+4-h 2+4-h
L 2-130  V8—68-h +169-h*
2+4-h 2+4-h

El método resulta inestable pero para ello debemos realizar mas calculos. Lo hacemos
para h=0.

_2-13-h  8-68-h7 +169- "

2+4-h 2+4-h
h=0= A =—-041421, =2.4142 = p(h=0)=2.4>1

Ejercicio nro. 3

4 X
e
Dada la integral: [ = I— -dx . Se pide estimar su valor mediante:
oV 1+ X2
a) Trapecios con n=4.

Respuesta:
Utilizamos el método compuesto de trapecios:



(FO)+ @)+ 2-(f)+ f(2)+ £3))=
{JHOZ e +2.[\/1+12 TN U:
T(h=1)=1 ( ¢ ¢ +2-( ¢ ¢ ¢ J]=18.69920

—- + + +
2 (V1402 1442 Vi+12 V1422 V1432

b) Simpson con n=4.

Respuesta:
Utilizamos el método compuesto de Simpson:

h /-1 -1
()= E-{f<xo>+ EMAEEI WICAEEE WIEH )] =

0 4 2 1 3

1 e e e e e
S(h=1)=~- + +2- +4- + =17.98195
2 (\/1+02 Jiear 1422 (\/1+12 J1+32 D

c) Gauss-Legendre con 3 puntos (n=3). En este ultimo caso la tabla de datos es:

2 0 ¥
3+\/%%

Respuesta:
Utilizamos el método de Gauss-Legendre:



HaC|endo el cambio de vanables podemos calcular la integral por este método:

=] g E =2 B 1)

1=2-(¢,- f(x)+c,- f( )+c3 1(xy))=

1;2.3 7l J_+1))+— (20+1)+> = ((+\/_+1)))

=22 e e e }:17.94630
9 \/1+[2(_m+1)]2 w/1+ 200+1)F \/1+[(+J_+1)]Z

Con lo cual la integral nos queda I, =17.94630
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