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CAPITULO 1

Punto flotante y redondeo

El objeto de este capitulo es analizar la representacién de los nimeros en una computadora y la
propagacion de los errores de redondeo al realizar calculos.

Como la cantidad de informacion que puede guardarse en una computadora es finita, la maquina
trabajard sélo con un conjunto finito de ntimeros. A éstos los llamaremos ndmeros de mdquina.
En consecuencia, toda vez que de nuestros datos o calculos surja un nimero que no pertenece a
este conjunto finito, éste deberd ser reemplazado por una aproximacién (el nimero de méquina
maés cercano). Este reemplazo da lugar a lo que llamamos errores de redondeo.

Al realizar cédlculos estos errores de redondeo se propagan y esto puede llevar a resultados
totalmente incorrectos como veremos en algunos ejemplos simples.

En las aplicaciones del cdlculo numérico es practicamente imposible determinar exactamente la
magnitud de los errores de redondeo. Lo que si puede hacerse, y es de fundamental importancia,
es identificar las posibles causas de que los errores se propaguen mas de lo admisible. Esto
permite mejorar los algoritmos o determinar que método es més conveniente para resolver un
problema. Un claro ejemplo de esto, que veremos mas adelante, aparece cuando se utiliza el
método de eliminacién de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones lineales. En este caso,
el andlisis de la propagacién de errores permite determinar la forma més eficiente de aplicar el
método.

Por otra parte, es fundamental distinguir cuando la propagacién excesiva de errores se debe a
que el algoritmo utilizado es “malo” o inestable o a que el problema en si mismo esta “mal
condicionado”. En el primer caso se puede (se debe!) tratar de mejorar el método de resolucién
mientras que en el segundo caso el problema es mas esencial. Los ejemplos que presentaremos
ilustraran estos dos casos.

1. Punto flotante

En lo que sigue supondremos que los nimeros de mdquina son los que aparecen en la pantalla.
Esto no es exacto pues en realidad la computadora opera internamente con los niimeros desarro-
llados en base 2 y no en base 10. Este abuso de lenguaje es sélo para mayor claridad (el lector
podré observar que todo nuestro analisis puede repetirse trabajando en base 2).

Observemos primero que un ntimero real cualquiera, z € R, x > 0, puede escribirse como
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1
z=0,a1az...a;...10"' = r x 10, E§r<1 (es decir,ay # 0)

Pero en una computadora no se pueden poner infinitos digitos. Por lo tanto, se trabaja sélo
con numeros de desarrollo finito y de una longitud dada. De la misma forma, el exponente [
(es decir el orden del niimero) estard limitado a cierto rango. En consecuencia los nimeros de
mdquina seran de la forma

x:O,alag....amlol:qx 10* — M <1< M, ,a1#0
mas los correspondientes negativos y el cero. Los niimeros m, My y Ms dependen de la maquina.
Esta representacién de los nimeros es la que se llama de punto flotante.

Los numeros de mdquina forman un conjunto finito de numeros racionales. La cantidad de
ntimeros de méquina que hay entre 1/10 y 1 es,

#{x/1/10<z <1} =9 x10m L.

En general, la cantidad que hay entre 10 y 10! es también 9 x 10™~!. Esto nos dice que
los numeros de mdquina no estan uniformemente distribuidos. Si lo esta el subconjunto que
estd entre 10! y 104! para cada I. En particular, los niimeros mas grandes estdn mas separa-
dos. Resulta 1til para la comprension hacer un dibujo de los ntimeros de maquina en la recta
numérica (Ejercicio). Al analizar la propagacién de errores de redondeo se aclarard por qué esta
distribucién de los ntimeros es mas razonable que una uniforme.

Sea z € IR. Para simplificar notacién supondremos = > 0 (claramente todas las consideraciones
que haremos se aplican andlogamente a los nimeros negativos). Hay dos posibilidades: que x
esté o no en el rango de los numeros de mdquina. Si al hacer cdlculos aparece un nimero en
la segunda situacién, por ser muy grande o muy chico, la computadora nos dard un mensaje
indicdndolo.
Supongamos entonces que = esta en el rango de la maquina, o sea,

CCZO,alCLQ....CLm ....... 10l M1 Sl SMQ, ai 7é0
Este x estd entre dos nimeros de maquina,

/ !
r<zx<czx

Supongamos, para simplificar, que a,, # 9 (analice el lector el caso contrario). Entonces tenemos

2 = 0,a1a2....am10l

2" = 0,a1as....(ay, + 1)10"
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2. Redondeo

Hay dos formas de aproximar a x. Una es por truncamiento: se elige siempre z’ es decir el
mayor de los nimeros de maquina que son menores que z. La otra forma es tomar el mas
préximo a z entre ' y . A esta forma de aproximar se la conoce por redondeo y es la que
usan habitualmente las computadoras.

Veamos que error cometemos al aproximar un nimero por redondeo. Usaremos la notacién

¥ =z redondeado

El error absoluto serd

|z —a*| 1 10t-m
|| 2 0,a1a9....ap,....10!
y como
1
0,a1as....am.... > 0
se tiene que
_ *
e T
|z|

Es decir que el error relativo es del orden de 10" si nuestra méaquina trabaja con m digitos.

Es importante observar que, si bien el error absoluto que introduce el redondeo depende de la
magnitud del nimero, el relativo, que es el més significativo, es independiente de ésta, esta con-
trolado en términos de la cantidad de digitos con la que trabaja nuestra computadora (Ejercicio:
meditar que tiene que ver esto con la distribucién no uniforme de los nimeros de mdaquina).

Si tenemos

¥ =0,a1as....am 10", a1 #0

decimos que conocemos a x con m digitos significativos, lo que equivale, segtin vimos, a conocerlo
con un error relativo del orden de 10~"™. Observar la importancia de la condicién a; # 0: de lo
contrario los digitos dejan de ser significativos.
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Observemos que

¥ =z(l+9)

con

0] <e=5x10""

Este € es el error de redondeo unitario, es decir, que el error que se comete al aproximar = por
x* es x0 con |d] < g, de esta forma el error |x — x*| serd menor o igual que ¢|z|.

Este valor, €, depende de la maquina y se lo llama el € de la mdquina. Recordemos que, segiin lo
comentado antes, el verdadero € de maquina no es exactamente éste debido a que la computadora
trabaja en base 2. Pero desde el punto de vista practico sélo interesa el orden de € (y éste si es
correcto!).

Ejercicio: calcular el € exacto suponiendo que la maquina trabaja en base 2 con k digitos.

Otra forma de interpretar el significado del € de la méquina es la siguiente: € nos dice cudl es el
menor numero tal que, en la maquina,

1+e#1

O sea, si se le suma a 1 algo menor que ¢, “desaparece” debido al redondeo. En efecto, segin la
méquina tendremos

144x107™ =1,0....04 = 0,10....00 x 10 =1

en cambio,

14+e=1,0....06 =0,10....01 x 10 # 1

Si sumamos exactamente € el resultado dependera de como redondee la méquina en el caso en
que z equidista de dos numeros de mdquina, es decir, cuando la cifra m + 1 es justo 5.

Ma3s en general, el orden del menor niimero que sumado a un x da, en la maquina, un resultado
distinto de x es e|x|.

Es fundamental observar que € no es el menor ntimero que se puede representar en la maquina
(v estd muy lejos de éste!). Este ltimo depende de M; y no de m.

Veamos ahora algunos de los problemas que surgen debido al redondeo.

Empecemos por sumar dos nimeros. Como vimos, si sumamos dos nimeros de ordenes muy
distintos, el méas chico puede “desaparecer”. Por ejemplo, sim =5y
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x = 78473000; y=24

tenemos

¥ =0,78473 x 10%; y* = 0,24 x 10°

es decir que z e y son numeros de madquina. Entonces,

x4y = 78473024

y por lo tanto,

(x+y) =078473 x 108 = 2% =z

En particular, esto nos dice que si tenemos que sumar varios nimeros xi,xs,.....Lxy conviene
hacerlo de menor a mayor (;Por qué?).

En el ejemplo anterior el problema no es muy importante ya que no se pierden digitos significa-
tivos, es decir, el orden del error relativo no se agranda (se estd perdiendo la informacién de un
numero que es despreciable respecto del otro sumando).

El problema es mucho més serio cuando deben restarse dos nimeros parecidos. En este caso,
debido a lo que se conoce como “cancelacion catastréfica”, pueden perderse digitos significativos
0, en otras palabras, agrandarse mucho el error relativo.

Consideremos como antes m = 5 y tomemos

x = 0,372154876; y = 0,372023264

entonces,

z* = 0,37215; y* = 0,37202

y por lo tanto,

z —y=0,000131612

mientras que

z* —y* =0,00013 = 0,13 x 1073

Observemos qué sucedid: x e y estaban representados con 5 digitos significativos pero al restarlos
quedaron sélo 2 del resultado. En consecuencia el error relativo crecié de manera tal que si bien
el error relativo en x e y era del orden de 1072 el del resultado es del orden de 1072,
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Como conclusiéon observamos que hay que tratar de evitar restar nimeros “casi iguales”. Por
ejemplo, supongamos que queremos calcular

y=vVar:+1-1

para valores de x pequenos. Si lo hacemos directamente, estamos en la situaciéon anterior. En
cambio podemos proceder de la siguiente manera:

yeVE o1 VI D(Val+141) 2

(Va2 +1+1) (Va2 +1+1)

y utilizar la ultima expresién para calcular y. Si los calculos fueran exactos ambas féormulas
darian el mismo resultado pero, debido al redondeo, dan resultados distintos. Por ejemplo,
trabajando con 5 digitos, si x = 0,0312 obtenemos con la primera férmula y = 0,0004 (un
solo digito significativo si bien conociamos x exactamente). Mientras que con la segunda, y =
0,00048662 (que tiene cuatro digitos significativos correctos).

El mismo problema surge al calcular y = x — sinx para x pequeno. En este caso se puede usar
el desarrollo de Taylor,

. . _373 .’135
y—x—SHlx—g—ﬁ—l—ﬁ .....

y calcular y sumando los primeros términos de la serie.

Otro caso en el que la cancelacién de digitos significativos puede presentarse es en la resolucién
de una ecuacién cuadratica

ax’ +br+c=0

si utilizamos la formula habitual

B —b+ Vb% — 4ac —b— Vb? —4dac

2a Y 2= 2a

I

Consideremos por ejemplo,

22 —10°241=0

Los primeros digitos exactos de las raices son

1 = 99999.99999

2 = 0.000010000000001
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Usando la férmula para xo tenemos

10° — V1010 — 4
2

Si trabajamos con ocho digitos el 4 desaparece y o resulta igual a cero. Otra vez hemos restado
dos nimeros parecidos!

To =

Esto se puede solucionar calculando primero z; y luego obtener x2 usando que x3 = ﬁ

En general, la forma correcta de encontrar las raices en el caso en que ac sea despreciable respecto
de b, es calculando primero

_ —b— sign(b)vb? — dac
= 2a
y luego la otra raiz como hicimos en el ejemplo. De esta forma se evita la pérdida de digitos
significativos.

Un problema fundamental del calculo numérico es la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
Veamos como los errores de redondeo pueden afectar la soluciéon atn en problemas de dos
ecuaciones con dos incognitas. Tratemos de resolver el siguiente sistema utilizando el método

de eliminaciéon de Gauss,
e 1 z\ (1
11 y )\ 2

Pongamos, a modo de ejemplo, ¢ = 10~% y supongamos que la maquina trabaja con cinco digitos.

Multiplicando la primera fila por % = 10% y restandosela a la segunda obtenemos

(5710 ) (5)= (o )

pero, con el redondeo a cinco cifras nos queda

1076 1 z\ 1
0 —108 y )\ —106
(perdimos la informacién de la segunda ecuacién!).

Mientras que el resultado exacto es

1076 1 z ) 1
0 —999999 y )\ —999998
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Hasta aqui el error no parece grave. Pero veamos: si utilizamos la matriz obtenida con la maquina
y despejamos de la segunda ecuacién obtenemos la solucién ¢y = 1 y luego, reemplazando en la
primera, =’ = 0.

Pero la solucion verdadera es

1-2x107° L—
YT 1100 -
1 /
TS TR R
Observemos que z — 2’ = z = ﬁ es aproximadamente 1. Ademads el error relativo es 1

(catastréfico!).

Analicemos qué sucedié. Al hacer las restas 1 — é, 2 — % se introduce un pequeno error en
la matriz triangulada que se propaga a la solucion. Este error, al perder la sexta cifra, no es
significativo respecto de y pero al reemplazar en la primera ecuacién queda,

ex' =114, y entonces r=~-(1-19)
€
Esto implica que el error y* — y se amplifica por un factor % dando lugar a un error grande en x.

Veamos ahora que pasa si hacemos el mismo proceso de eliminaciéon de Gauss pero intercam-

biando las filas de lugar. Queda
11 z\ (2
1076 1 y )\ 1

Operando (fila 2 - ¢ fila 1), obtenemos

(o vmmoe ) (5)= (1o )

y con el redondeo a cinco cifras nos queda
2
1

1 1 T\

0 1 y ]
que tiene como solucién 3/ =1, 2’ = 1.
L, Qué pasé? El intercambio de filas permitié obtener un resultado correcto evitando la propaga-
cién catastrofica del error que se daba en el otro caso. Veremos més adelante que esto es algo
general: conviene elegir como “pivote” (elemento por el que se divide) para la eliminacién de
Gauss el que tenga mayor valor absoluto.

En este ejemplo, la primera forma de resolver era un algoritmo “malo” o inestable en el sentido
de que amplificaba los errores llevando a resultados absolutamente erréneos. Sin embargo, esto
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se solucioné intercambiando el orden de las filas, o sea, modificando el algoritmo. Esto muestra
que el error en el primer caso se debia a la forma de resolver y no a algo inherente al problema
en si mismo.

Hay casos de naturaleza esencialmente diferente en los cuales el problema que se quiere resolver
estd “mal condicionado”. Esto significa que pequenos cambios en los datos implican grandes
cambios en la solucion. Esto hace que los errores de redondeo puedan amplificarse mucho
independientemente del método que usemos para resolverlo.

Veamos un ejemplo de esto. Supongamos que nuestra maquina trabaja con 3 digitos y trunca.

Resolvamos el sistema
0.780 0.563 x\ ([ 0217
0.913 0.659 y J  \ 0.254

La solucién exactaes x =1, y = —1.

Teniendo en cuenta lo visto antes, intercambiamos filas antes de hacer la eliminacién de Gauss.

Obtenemos
0.913 0.659 z \ [ 0.254
0 0.001 y )\ 0.001
y en consecuencia 3y = 1y 2’ = —0.443 que no tiene nada que ver con la solucién exacta. En

particular, el error es mayor que la solucién mismal

Lo que sucede en este ejemplo es que la matriz estd “mal condicionada” (més adelante precisare-
mos lo que esto significa) y habrd problemas independientemente del algoritmo que utilicemos.

Otro ejemplo de problema “mal condicionado” es el siguiente. Las raices de

(x—2)?=10"°
Son
T =2+1073 zo=2—-1073

en cambio, las raices de

(x—2)*=0
son ri1 = x9 = 2.
Este ejemplo trivial muestra que un pequeno cambio en un coeficiente de la ecuaciéon polinomial

puede dar lugar a un cambio de otro orden en las raices. En este caso, un cambio de 1076 en el
término independiente origina un cambio de 1072 en las raices.

Un ejemplo mas interesante es el estudiado por Wilkinson en 1963. Se trata de calcular las
raices de
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p(z) = (x —1)(z —2).....(x — 19)(z — 20) = 2%° — 2102 + ...

Wilkinson demostré que al cambiar el coeficiente —210 por —210 — 2723 las raices 16 y 17 se
transforman en el par complejo

16.73... +12.812... 16.73... —12.812...

Para finalizar, veamos otro ejemplo de algoritmo inestable. El problema consiste en calcular

1
E, = / 2" b dx n=12,..
0

Integrando por partes se obtiene

1 1
E, :/ 2"e® 1 dr = gt |} —/ nx" te* ! dx
0 0
es decir
En =1- nEn_l
y es facil ver que
E1 =1 / e
con lo que tenemos definida la sucesién F,, en forma recursiva.

Usando esta relacién recursiva para calcular con una méaquina que trabaje con seis digitos se
obtiene,

E ~ 0.367879
Ey ~ 0.264242
E3 ~ 0.207274

Ey ~ —0.0684800

cuando en realidad

Eq9 ~ 0.0916
con lo que el resultado computacional es pésimo.

En este caso lo que sucede es que el error de F,,_1 se amplifica multiplicandose por n. Entonces
en nueve pasos se multiplica por 9!, obteniéndose un error de

9! x error inicial = 9! x 4.412 x 10~ ~ 0.1601

que resulta mayor que el verdadero Fy.
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Como conclusién el algoritmo es malo. Pero observemos que no lo es el problema en si mismo.
Como alternativas podemos calcular F,, por integraciéon numérica o bien hacer el siguiente truco.
Observemos que

y como

1

podemos empezar de Foy ~ 0 e ir hacia atrds usando F,, 1 =
(el error en cada paso se multiplica por algo menor que uno).

l_nE". Este algoritmo es estable

Como conclusién, los ejemplos analizados en esta seccion muestran la diferencia entre el caso
en el cual la amplificacién de los errores de redondeo se debe a que el problema esta “mal
condicionado” o “mal planteado” y el caso en el que dicha amplificacién se debe al uso de un
“algoritmo inestable”. Es fundamental distinguir entre ambos casos y, por otra parte, encontrar
las causas de la propagacion indebida de errores con el objeto de mejorar los algoritmos.

3. Ejercicios

(1) Utilizando el método de redondeo:
(a) Hallar el nimero de maquina mas préximo a 125.6 y a= 126 si trabaja con
e Base 10 y mantisa de 2 digitos.
e Base 2 y mantisa de 8 digitos.
(b) Verificar para x = 125.6, la conocida cota para el error relativo
x
si e = 1/26' donde 3 es la base y d la longitud de la mantisa.
(c) (Cudles, en cada caso, el valor que da la maquina como resultado de las operaciones
126 + 125.6 y 126 — 125.67 ;Cual es el error relativo de estos resultados?
(2) Utilizando el método de truncamiento:
(a) Rehacer el Ejercicio 1, con el e correspondiente, es decir: € = 374! donde 3y d
son como antes.
(b) Demostrar que, en este caso, € es el menor nimero de méquina tal que 1 + € # 1.
. Cuanto da 3 + €?
(3) Mostrar que fl(x) tiene (para ambos métodos) una escritura de la forma

fl(z) =x(1 4+ 0)

donde [d,| < e. (Usar la cota para el error relativo).
(4) Pérdida de digitos significativos:
(a) Si xz,y > 0 demostrar que

z+y— fl(fl(z) + fU(y))

< 2¢ + €.
Tty
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Observar que en la expresién 2e + €2 el valor de €2 es despreciable dado que € es
pequeno.

(b) Si z e y no poseen el mismo signo, ;puede repetir la misma cuenta? (Sugerencia:
recordar el error relativo de 126 — 125.6 en el ejercicio 1, item (c), utilizando la
computadora binaria con mantisa de 8 digitos.)

(5) Un ejemplo que muestra que algunas de las reglas de la aritmética no son vélidas para
operaciones de punto flotante.

(a) Intentar anticipar el resultado de los siguientes célculos:

H @T+5+5 1) 1+ (5+%)
(i) (1+5)+5) -1 (iv) (1+(5+%) -1
(b) Efectuar estos célculos usando Matlab y comprobar las predicciones hechas.
(6) Hallar la raiz menor en médulo de la ecuacién

22 — 40z 4 0.25 = 0,

utilizando aritmética de 4 digitos y comparar con el resultado obtenido utilizando arit-
mética exacta. Calcular el error relativo y asegurarse de comprender de donde viene la
pérdida de digitos significativos. ;Se le ocurre como calcular con mayor precisién dicha
rafz? ;Cudl es el error relativo con el nuevo método?
(7) Hallar una forma de calcular sin pérdida de digitos significativos las siguientes cantida-
des, para x ~ 0:
(a) (a+z)" —a"
(b) a—-vVat-z
(c) cosz — 1
(d)  sin(a+z) — sin(w)
(8) Se pretende calcular las sumas Sy = chvzl ar con N € IN. Llamemos Sy al valor
calculado que se logra de hacer fl(Sy—_1+ an).

N
(a) Sy = Z i Mostrar que Sy se estaciona a partir de algin N suficientemente
k=1
grande. Deducir que a partir de entonces Sy # Sn.
N o—k+100 4 q

(b) Idem (a) para la suma Sy =
k=1 o
en Matlab, el valor de N para el cual Sy se estaciona.

(9) El desarrollo de Taylor de la funcién e* proporciona una forma muy inestable de cal-
cular este valor cuando z es negativo. Hacer un programa en Matlab que estime e~ '2
evaluando el desarrollo de Taylor hasta grado n de la funcién e* en ©z = —12, para
n =1,...,100. Comparar con el valor exacto: 0.000006144212353328210... ;Cuales
son las principales fuentes de error? Realizar otra estimacién= de e~'? con algin
otro método que evite los problemas del método anterior (Sugerencia: Considerar
et =1/e").

(10) Calcular en Matlab los valores: sen(w/2 + 27107) c=on 1 < j < 18. ;Cudnto deberia
dar? ;Qué esta pasando?
(11) Aproximacién de la derivada de una funcién.

Encontrar, haciendo un programa

k
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(a) Llamamos derivada discreta de f en z =1 al valor

IO (RIS (U)

Utilizando el desarrollo de Taylor, demostrar que

F0) ~df )] < |5 +olh) (b= 0)

siempre que f sea suficientemente derivable.

(b) Considerar la funcién f(z) = x?. Hacer un programa en Matlab que calcule
los valores de dj f(1) para aproximar f’(1), déndole a h los valores 10718, 107179,
107178, .., 107! y grafique los resultados obtenidos. Decidir si éstos se contradicen
con el resultado del {tem anterior. Hacer un analisis de los calculos efectuados para
calcular dp, f(1), teniendo en cuenta que la maquina utiliza aritmética de punto
flotante.

(c¢) Repetir el item anterior, ddandole otros valores a h, de modo que el resultado resulte
més confiable.

(12) Las funciones de Bessel J,, se pueden definir del siguiente modo:

In(z) = / cos(z sinf — n#)do.
T Jo
y verifican que |J,(x)] < 1. Se sabe ademds que J,4+1(z) = 2n/xJ,(x) — Ju—1(x).
Con los valores estimados Jy(1) ~ 0.7651976865, J1(1) ~ 0.4400505857 y la recurrencia
dada, hacer un programa en Matlab para calcular Ja(1), J3(1), ..., Jio(1). Decidir si
la condicién |J,(x)] < 1 deja de satisfacerse. ;Qué esta sucediendo?
(13) Dada la funcién @ : R — IR definida por

= 1
x)_;k(km)’

consideramos las siguiente dos maneras de estimar numéricamente el valor de ®(x) para
un z fijo:
e sumar los primeros n términos de la serie ®(z),
e teniendo en cuenta que ®(1) = 1, definir
[e o]
¥(a) = 2(x) — 2(1) = 3 (5

k=1

1 _ 1—z
k+ x) k‘+1 k:k:+1 (k+x)’

luego expresar ®(x) = 14+ ¥(z) y, de este modo, estimar ®(x) como 1 més la suma
de los primeros n términos de la serie ¥(z).

Predecir cual de las dos maneras converge mas rapidamente. Luego, hacer un
programa que calcule y grafique el resultado obtenido con los dos métodos propuestos
para calcular ®(0), con n =1,...,100. Comparar con el resultado exacto, que es %2.

(14) Algoritmo para calcular 7.

Comenzar inicializando las variables a, b, ¢, d y e del siguiente modo: a = 0, b = 1,
c=1/v2,d = 1/4, e = 1. Luego, iterar n veces en el orden dado las siguientes
férmulas:

b+c

a=b b= 5

c=+ca, d=d—elb—a)® e=2e.
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Finalmente, el valor de 7 puede estimarse como f = b?/d, o como g = (b + ¢)?/(4d).

Hacer un programa que calcule los valores de 7 estimados por f y g cuando n =
1,2,...,10. ;Qué estimacién converge mas rapido? ;Cudn precisos son sus resultados?
El valor de 7 correcto hasta 36 digitos es

m = 3.14159265358979323846264 338327950288



CAPI{TULO 2

Normas y condicionamiento de una matriz.

Consideramos el sistema de n ecuaciones con n incégnitas
Ar =b

con A € R"™" z € R" y b € IR"® y nos preguntamos cudnto afectard a la solucién un error
en el dato b. Para poder dar una respuesta debemos decidir primero como medir el error. Es
decir, necesitamos dar alguna forma de medir vectores de IR”. Una forma posible es utilizar la
longitud o norma euclidea del vector, o sea,

|z]l2 = /22 + ... + 22

Pero ésta no es la inica medida razonable y en muchos casos es conveniente trabajar con otras.
Por ejemplo, podemos decir que un vector es “chico” si lo son todas sus componentes y tomar
entonces como medida de z la siguiente, llamada “norma infinito”,

[#][oc = max |z
1<i<n

Otra eleccién natural es la “norma uno”,

lz|l = |z1] + s + |20

o0 mas en general la “norma p”,

1
[2llp = (2”4 oo £ [2a|P) 7

con 1 <p < 0.

Todas estas formas de medir resultan equivalentes en el sentido de que, si z es “chico” en una de
las normas entonces lo es en cualquier otra, puesto que una norma mayora a la otra salvo una
constante que depende sélo de n. Por ejemplo, utilizando la desigualdad de Schwartz se obtiene

lzlly < valz]2

y por otra parte, es facil ver que,

[ll2 < [zl
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También se verifica facilmente que

2]l < {2l < 7|00

M34s en general, decimos que una norma en IR™ es una manera de asignar a cada x un nimero ||z||
de tal forma que se verifiquen las siguientes propiedades, andlogas a las que cumple la longitud
usual,

1) ||z >0 Vo € R"

2) |lz|| = 0 siy solo si x = 0.

3) [[Az]| = |\|||z| VA e R, Vz € R"

4) Nz +yll < [zl + [yl Vo € R", Vy € R™ (desigualdad triangular)

Una vez que sabemos como medir vectores podemos hablar también de la distancia entre dos
vectores z e y la cual estd dada por ||z —y||. En particular, esto permite hablar de convergencia
de sucesiones: z, — x si ||z — x,|| — 0.

Tanto para medir el error como para analizar la convergencia de una sucesién elegiremos la
norma que nos resulte mas conveniente en cada caso. Esto estd justificado por el hecho de
que todas las normas son equivalentes: convergencia en una de ellas implica convergencia en
cualquier otra. Mds atn, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 2.1. Dadas dos normas en R™, || || y || ||, existen constantes Cy y Co que dependen
s6lo de n y de las normas consideradas (en particular, son independientes de x) tales que
Cillz|| < [lzl” < Collz]] Vo e R”

Demostracion. Basta ver que una norma cualquiera || || es equivalente a la norma euclidea usual,
| [|2. Sea {e;} la base canénica de IR" y definamos la constante C' = (31, [le;]|?)'/2, la cual
depende sélo de n y de || ||. Utilizando las propiedades de la norma y la desigualdad de Schwartz
obtenemos

lzll = 1) wieall < D laillledl < Q)2 lleill*)!/? = Cllz]l2 (2.1)
i=1 i=1 i=1 i=1

Queremos ver ahora que existe una constante K tal que

[zlls < Kljzf} Vo eR" (2.2)

Supongamos que una tal K no existe y veamos que se llega a una contradiccién. En efecto, si
(2.2) no se cumple para ningin K tenemos, en particular, que dado m € IN, existe y,,, € R™ tal
que
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[Yymll2 = m[|ym|l
y llamando =, = Ym/||ym||2 obtenemos ||z,]2 =1y

1
A< = 2.
lmll < — (23)

pero, toda sucesion acotada en la norma euclidea tiene una subsucesién convergente. Entonces
existe una subsucesién de (x,,), (z],) tal que

|27, — z[2 — 0

para cierto x € IR™. Pero entonces por (2.1), también vale que

Iz — 2l — 0
Por otra parte, por (2.3) tenemos que ||z/, || — 0 y en consecuencia, por unicidad del limite,
resulta x = 0. Pero observemos finalmente que, por la desigualdad triangular,

lrll2 = llzll2| < ll2, — 22

y entonces se llega a la contradicciéon 1 = ||z),||2 — ||z|l2 = 0, finalizando la demostracién. m

Ahora si, estamos en condiciones de abordar el problema de cémo afecta el error en los datos a
la solucién de un sistema lineal cuya matriz A es inversible. Si se reemplaza el dato b por b+ Ab,
la solucién z del sistema serd modificada de tal forma que tendremos

A(x + Ax) = (b+ Ab)
0 equivalentemente,

AAz = Ab

y nos preguntamos que relacion hay entre

(] I
] 2]

Veamos primero el siguiente ejemplo simple,
4.1 2.8 xr ) _ [ 41
9.7 6.6 xe )\ 9.7
S 1
~\ 0

La solucién es
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Observemos que

bl =13.8  flzfli =1

- (41
v=vem=( )

x,:$+M:<o.34>

Si modificamos b poniendo

entonces la solucién es

0.97

y se obtiene en consecuencia

1Ab[; =0.01  [|Az|; = 1.63

con lo que el error relativo se amplific6 mucho, en efecto,

A1
1611

=0.7246 x 1073

mientras que

|Az[x

[E4 [Pt
Nuestro objetivo es tratar de entender a qué se debe este comportamiento y poder predecir,
dada una matriz A, cudl serd el factor de amplificacién del error relativo o, al menos, dar una
cota de éste en términos de A.

=1.63

Analicemos primero el caso de una matriz diagonal.

(v ) (m)=(n)

La solucién es (si A1, A2 # 0)

by bo
T = — To = —
1 " 2 e

Por ejemplo, si
A ( 1000 (1) >

0 100
entonces,
b
1 ! zo = 100bs
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Si ponemos b’ = b+ Ab con

entonces,

b1

= Azo = 100Ab
T 1000 T 00Aby

obteniéndose

[b]]2 [[z]]2
es decir que el error relativo se multiplicé por 10°.

105180z _ [[Az]l

Si en cambio elegimos
[ Ab A
»=(5) e=(0)

1
~ 1000

tenemos entonces,

Aml Abl Tro — ]_OObQ

y en consecuencia,

1 [Abll2 _ [[Azl;
10° ol l=ll2

19

o0 sea que en este caso el error relativo se redujo en un factor 10°. En general, para una matriz

diagonal
(M0
(% 0)
con |A1| > |Ag|, el error relativo puede multiplicarse por

en el peor de los casos y por

en el mejor de los casos.
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En general, el error tendra componentes en cualquier direccién por lo que es de esperar que si

A . .
% es grande los errores relativos se amplifiquen.

El mismo andlisis puede hacerse en IR". Si A es una matriz diagonal

AN - 0
A=
0 - Ay
el error relativo se puede amplificar, a lo sumo, por un factor

|>\max|

|)\min|
siendo Amax ¥ Amin l0s de maximo y minimo valor absoluto entre los A; (observemos que Ayin 7# 0
pues estamos suponiendo que A es inversible). Este cociente se llama ntimero de condicién o de
condicionamiento de A en la norma || ||z y lo denotaremos Condy(A).

Ahora veamos como definir el niimero de condicién para una matriz A arbitraria. Comencemos
por el caso en que A sea simétrica, es decir a;; = aj. En este caso A se puede diagonalizar,
es decir, existe una base de autovectores {vy,....,v,}. Ademds, por ser A simétrica podemos
considerar que la base es ortonormal. Entonces, si Az =b, A(x + Az) =b+ Aby

n n
T = Z Q;U; Az = Zﬁivi
i=1 i=1
tenemos,

n n
Izl =)o  lAz|z=)_ g7
i=1 i=1

y ademds, si llamamos \; al autovalor correspondiente a v;,

=1 =1

Yy en consecuencia,

n n
1BI3=S"a2X2  [Ab3 =3 a2N
i=1 i=1
Entonces, si Apax ¥ Amin Son los autovalores de maximo y minimo valor absoluto respectivamente,
obtenemos

1Az|3 35, 6 < 1/[Amin|? [|AD]I3
HxH% Z?:l 0%2 = 1/]Amax/? ||bH§

O sea
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[Azlla _ [Amax| [[AD]|2
2l = [Amin| b2

— ‘)\max|
. 7 7 . |>\mlﬂ| . . . .
relativo. Més atln, esta cota es la mejor posible pues la desigualdad se convierte en una igualdad

para cierta eleccion de b y Ab (b en la direccién correspondiente al maximo autovalor y Ab en
la correspondiente al minimo).

es decir que el nimero Condy(A) es una cota para el factor de amplificacién del error

Para generalizar el niimero de condiciéon a cualquier matriz observemos que, en el caso de una
simétrica, la direccién correspondiente al autovalor de méximo valor absoluto nos da la direccién
de “méaxima expansion”, es decir, si miramos el cociente entre la longitud de Az y la de x

[ Az]l2

[zll2
éste serd maximo entre todos los = cuando x estd en la direccion correspondiente a Apax. En
efecto, si escribimos z en la base de autovectores {vy, ..., v, }

n
T = E Q;v;
=1

entonces,

n
Az = E 041')\1‘1}1‘
i=1

y de acd resulta que

[Az]l2 < [Amax][|2]|2

y tomando x = v; con \j = A\pax Se ve que se verifica la igualdad.

Andlogamente, la direccién de “minima expansion” corresponde a la asociada a Amin, la cual
corresponde también a la de “maxima expansién” de la inversa de A.

El analisis realizado para matrices simétricas nos muestra que el factor de amplificacién del error
relativo esta relacionado con los méximos factores de expansion de A y de su inversa. Teniendo
en cuenta esto, definimos para una matriz arbitraria A € IR"*" y una norma de vectores || ||
cualquiera, la norma matricial asociada como

| Az|
0#£z€IR™ Ha;”

1Al =

Es decir, la norma de A nos da lo méximo que “agranda” el multiplicar por A medido en la
norma de vectores dada. Es facil ver que
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[A]l = max [l Az|]
Jel=1

y en particular, esto muestra que el maximo existe, o sea que la norma esta bien definida (|| Az||
es una funcién continua de x y por lo tanto, alcanza su maximo en el conjunto de vectores de
norma igual a uno pues éste es cerrado y acotado).

De la definicion se desprende la siguiente desigualdad que usaremos frecuentemente,

[Az| < [[All[l«]] vz e R"

valiendo la igualdad para algun x. También es facil ver que

|AB] < || A||||B|| VA e R"" VB e R™" (2.4)

Por otra parte puede verificarse que || A|| es la menor entre todas las constantes C' para las cuales
vale la desigualdad

|Az|| < C||z| Vo e R"

siendo ésta otra forma usual de definir la norma matricial.

Como ejemplo tenemos que, por lo visto antes, si A es simétrica entonces

HAHZ = |>‘maX|

donde el subindice 2 nos indica cual es la norma de vectores correspondiente.

Andlogamente tenemos que para A inversible y simétrica

1

Ay = ——
H HQ ’Amin’

y por lo tanto,

_ |)\max|
[All2[| A2 =
‘)\min‘

En general introducimos entonces la siguiente

DEFINICION 2.2. Sea A € R™ ™ una matriz inversible y sea || || una norma en R™ definimos el
numero de condicion de A como

Cond(A) = [ A][[|A7|
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Es claro que Cond(A) depende de la norma de vectores elegida.

Es facil ver que valen las siguientes propiedades,

Cond(A) = Cond(A™)

y
Cond(A)>1 VAeR™"

En efecto, la primera es obvia mientras que, para ver la segunda, utilizamos la propiedad (2.4)
y obtenemos

L= 1] = [AA~Y] < JA|[A7"] = Cond(A)

Podemos ahora probar el siguiente resultado fundamental

TEOREMA 2.3. Si A € R™"™ es inversible, b, Ab € R", Az = b y A(x+ Ax) = b+ Ab entonces,

[Az] 1AD]
< Cond(A)~—— (2.5)
[l ]
valiendo la igualdad para alguna eleccion de b y Ab.
Ademas,
1 [|as]] _ [[Ax]]
< (2.6)
Cond(A) [b]| ]
y nuevamente, vale la igualdad para ciertos b y Ab.
Demostracion. Se tiene que
A(Az) = Ab
y entonces,
1Azl _ [AHIIAD] _ JAZHAB] Bl _ HA”HHAbHHAH
el = [l ol Al = [l
donde para la ultima desigualdad hemos usado que ||b|| = ||Az| < ||A||||z|. Por lo tanto (2.5)
vale.
Observemos ademds que si elegimos Ab tal que ||Az| = ||A71Ab| = ||A7L|||Ab||, = tal que
|Az|| = ||A||||z]] (lo que siempre se puede por la definicién de la norma matricial) y b = Ax

resulta la igualdad en (2.5).

Ahora, para ver la desigualdad (2.6) observemos que ésta puede escribirse como
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Ab A
A8 _ gy 12
161l ]
la cual, teniendo en cuenta que Cond(A) = Cond(A™!), es exactamente la desigualdad (2.5)
aplicada a A~! con lo que el teorema esta demostrado. O

Veamos ahora que el nimero de condicién también tiene que ver con la propagacion del error
que se cometa en los coeficientes del sistema. Como veremos mas adelante, el teorema siguiente
es también de suma importancia en el andlisis del error de redondeo en la eliminacion de Gauss.

TEOREMA 2.4. Si A € R™" es inversible, E € R"™", be R", Av=by (A+ E)(z+Az)=1b

entonces, llamando T = x + Ax tenemos

Az £l
— < Cond(A) ——- 2.7
H Wi &7
Y St
£l
Cond(A)— <d<1
IA]
entonces,
| Az 1 1E|l
< ——Cond(A)—- 2.8
el = T=s (23)

Demostracion. Tenemos

y entonces,

—FE7 = AAx
por lo que concluimos que
Azl| < [AIENF] < Cond(4)1E] 15
[Az]| < AT ENZ] < Cond( )HAH 1]l
lo que prueba (2.7).
Ahora observemos que
Nzl _ Jlw+ Axll - Jlzll + A2l _ ) [lA]

el =l T [l ]
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lo cual, junto con la desigualdad anterior implica que

[Az| 1E] ( HA«’EH) 1E] | (1A
—— < Cond(A) 1+ < Cond(A)i— + 0
] 1Al ] AL ]
lo que concluye la demostracién de (2.8). m

Veamos ahora como calcular algunas normas matriciales. Dada A € IR™*™ se llama radio
espectral de A a

p(A) = [Amax|
siendo Apmax €l de maximo valor absoluto entre todos los autovalores de A, incluyendo los com-
plejos.

Ya vimos que si A es simétrica entonces,

[All2 = p(A)

En general, para A € IR™*" arbitraria se tiene

[All2 = 1/ p(ATA)

donde AT es la matriz traspuesta de A. En efecto, como AT A es simétrica, existe una base
ortonormal de autovectores {v;}. Llamando 1, a los autovalores correspondientes tenemos

T :
A" Av; = pjv; ji=1...,n
; — n . ; ) 2 _ n 2
y si ¢ = > | a;u; entonces, por la ortonormalidad de los v; resulta ||z||5 = > 7, oj y en
. . T _ n . . . . n
consecuencia, teniendo en cuenta que A" Ax = Y " | ojp1;v;, se tiene que para todo z € IR

Azl _ aTATAe T3 gy
EE |13 Sl

es decir que

[All2 < 1/ p(ATA)
y tomando x = v; con p; = pmax se ve que vale la igualdad.
El calculo de la norma 2 de una matriz involucra el calculo de autovalores, el cual es un problema

complicado. Sin embargo, otras normas son mucho més faciles de calcular. Por ejemplo, se tiene
que
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[A]loc = max Z |aij]

1<i<n

Para ver esto observemos primero que, para todo x € IR" vale

1<i<n

N N
[Az]loo = max | Zlaz‘jffj < ||fﬂ||<>o11?1&5“Z1 |aij|
J= J=

y entonces,

n
< e 3o
14]loc < max . 1 |aij]
J:

Para ver que vale la otra desigualdad, sea k tal que Z?Zl lak;| es méxima y tomemos

Sg(akn)
donde sg(a) =1sia >0y sg(a) = —1si a <0. Entonces,

(Az) =Y lagj]
j=1

y en particular, ||Az|le > 377 |ak;| y como ||lz]lc = 1 obtenemos

20

Ax -
j=1

y concluimos que

[Alloc > max Z |aij]

De manera similar puede verse, aunque no lo haremos aqui, que

|Allx = max Z‘aw‘
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Hemos visto que el nimero Cond(A) nos da una medida de cudn mala es una matriz en cuanto
a la propagacién de los errores relativos. Si este nimero es grande se dice que la matriz estd
“mal condicionada”.

Si A es una matriz singular y, para cierto b, el sistema Az = b tiene alguna solucién, entonces
tendra infinitas y éstas formaran una variedad lineal de IR™. Es decir que sin cambiar nada
b se pueden obtener soluciones tan distantes como se quiera. En otras palabras, en este caso
tendriamos Ab = 0 mientras que Ax seria arbitrariamente grande.

En consecuencia, es natural esperar que el nimero Cond(A) nos de una medida de cudn cerca
estd A de ser singular. Esto es efectivamente asi y lo formalizaremos en el préximo teorema.
Pero antes veamos algunos ejemplos. Sea & ~ 0 entonces la matriz

B 1 1+¢
A_(l—a 1 >

esta cerca de la matriz singular
y en este caso

entonces,

Illo =2+ A7 oo = (2+ €)™

y en consecuencia,

2
Condo(A) = <2+€) > 1

5 g2
Es importante recalcar que esta “distancia a las matrices singulares” debe entenderse en forma
relativa al tamafio de A. En este ejemplo tenemos no sélo que || A — B||« es chica sino que lo es
en relacién con || Al|«. En efecto,

|A-Blo _ ¢ _c¢
| All oo 24+¢e¢ 2

En particular, estar “cerca” de ser singular no tiene nada que ver con el tamano del determinante.
Para aclarar esto veamos algunos casos simples. Por ejemplo, si € ~ 0, la matriz
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e 0
A =
tiene determinante muy pequeno pero es una matriz buenisima en cuanto a la propagacién de
errores relativos pues Cond(A) = 1.

En cambio,

1 0
AZ(oi)

tiene determinante grande pero, en las normas 2, 1 o co, Cond(A) = 1/¢

Damos ahora el resultado que relaciona el niimero de condicién de una matriz con su distancia
relativa a las matrices singulares.

TEOREMA 2.5. Dadas A € R™ ™ inversible y una norma de vectores cualquiera se tiene

o _ inf M
Cond(A) B singular || All

Demostracion. Sea B € IR™*™ una matriz singular y tomemos x # 0 tal que Bx = 0. Entonces,

lz]| = |A7H(A = B)a|| < [|AT[|A = Bl |l

y en consecuencia,

1< A7lA- B

lo cual muestra que

1 1A - B
< VB € R™" singular 2.9
Cond(A) =~ [A] & (29)
Entonces, para concluir el teorema, falta ver que hay una B singular para la cual vale la igualdad
en (2.9). Para esto, sean y tal que ||[A~y|| = [|[A7Y||ly]| y = tal que Az = y. Como y puede
tomarse con norma arbitraria, lo elegimos de tal forma que |y|| = 1/|[A™!| y en consecuencia
]l = 1.

Sea ahora z un vector tal que

zix=1 (2.10)

du <1 Vu e R" tal que |lu| =1 (2.11)
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La existencia de un tal z es la parte mas técnica de la demostracion y omitiremos la escri-
tura formal. Sin embargo, observemos que es intuitivamente claro si analizamos el significado
geométrico: los u que verifican la ecuacién 27w = 1 forman un hiperplano (es decir, una variedad
lineal de dimensién n — 1). Por lo tanto, que haya un z verificando (2.10) y (2.11) significa que
hay un hiperplano que pasa por x y que deja a la bola unitaria By = {u € R" : ||u]| < 1} de un
lado. La existencia de tal hiperplano es clara si se tiene en cuenta que, para toda norma, B es
un conjunto convexo y que x esta en el borde de éste. Observemos también que, en el caso de
la norma || [|2, se tiene que z = x.

Definamos ahora B = A — yz! y veamos que esta matriz es singular y cumple con la igualdad
que queriamos. En efecto,

Br=Ar—yzla=y—y=0
y por lo tanto, B es singular.

7|, pero por (2.11) tenemos que |z7u| < 1 para todo u tal que

Por otra parte, ||[A — B| = |jyz
|lu|| = 1 puesto que, si z7u < 0 entonces, |z7u| = —2Tu = 27 (—u) < 1 ya que || —ul| = 1.

Entonces,

ly="ull = llyll|="ul < VueR" tal que [jul| =1

b
1A=

y por lo tanto,

1
1A=

lo que concluye la demostracién. |

IA-B| <

1. Ejercicios

(1) Calcular la norma 2 de la matriz A = < i g > .

(2) Se quiere estimar la norma 2 de una matriz A € IR3*3 como el maximo del valor
| Az||2/||z||2 entre varios vectores x € IR3 no nulos generados al azar. Hacer un progra-
ma que pida el ingreso de una matriz A y luego

e genere los primeros 100 términos de la siguiente sucesion:
s1 =0, Spy1 =max {sk, M}
]2
donde los z;, € IR? son vectores no nulos generados al azar cuyas coordenadas
estén el intervalo [—1,1].
e grafique la sucesion calculada, junto con el valor exacto de la norma de la matriz.
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Recordar que tanto la norma de un vector como de una matriz se calculan en Matlab
con el comando norm. Tener en cuenta que los vectores generados al azar (comando
rand) tienen coordenadas en el intervalo [0,1]. Chequear, ademds, que estos vectores
generados resulten no nulos.

3
Sea A= | 0 3

0 14
Probar que si A € IR™*™ es una matriz inversible y || || es una norma matricial, la
condicién de A verifica la desigualdad:

1 . I|A — B .
S < _
cond(A) = mf{ T4 B es singular

Nota: M3és aun, vale la igualdad, pero la otra desigualdad es un poco méas compli-
cada de probar. De dicha igualdad se puede concluir que cond(A) mide la distancia
relativa de A a la matriz singular mas préxima.

(a) Mostrar que conds(A) — oo cuando € — 0 para

[an

. Calcular condz(A) y conds(A).

Bkt O

11 1 1 0 l+e¢
i) A= 1 ¢ & |, (ii) B= 2 3 4
100 - 0 1

(b) Concluir que la condicién de las matrices A y B del item anterior tienden a infinito,
cualquiera sea la norma considerada.

Sea A la matriz del ejercicio 3. Se quiere resolver el sistema Az = b para un valor

de b # 0 que se conoce con una precisién mayor que 1073; es decir, se conoce el valor

1882 s

16112

(a) Estimar el error relativo de la solucién hallada & = x + Az.

(b) Encuentre un ejemplo para b y Ab # 0 de modo que ||”A:C:ﬁ!2 sea exactamente

Ab
conda(A) ”Hb||!2 .

Sea x la solucién exacta al sistema Ax = by Z la solucién obtenida numéricamente. Se
llama “vector residual” a r:=b— AZ. Si e =z — 7 se tiene Ae = r. Mostrar que:

L el _ flell 7]
——— i < o < cond(A) -
cond(A) [[bl] — []] bl
Concluir que para una matriz mal condicionada los métodos numéricos no aseguran
buena aproximacion.

conjunto de b+ Ab y se sabe que el error relativo

1 2

2 4+ 5

el sistema A, x = b,,. Utilizando cierto método numérico se obtiene como resultado el

vector (1,0).

(a) Calcular el vector residual producido por esta solucién tentativa. ;Puede decirse
que para n grande la solucion es razonablemente confiable?

(b) Resolver A,x = by, en forma exacta, calcular conds(Ay,) y verificar la cota de error
del ejercicio 7.

Sea D,, la matriz diagonal de n x n con elementos diagonales iguales a 1/10. Calcular

el determinante de D,, y ver que det(D,,) — 0 si n — oo. ;D,, estd mal condicionada?

Para cada n € IN, se definen A,, = ), b, = (1,2 — #) y se quiere resolver
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(10) (a) Escribir un programa en Matlab que resuelva un sistema Ax = b, A € IR™*"
usando eliminacién gaussiana sin pivoteo.
(b) Adaptar el programa del ftem anterior para que calcule la matriz A1,
(11) Para cada n € IN, se quiere calcular la solucién del sistema lineal:

107"z +2y = 8
z+y = 2
utilizando eliminacién gaussiana sin pivoteo, con aritmética de punto flotante de 3
digitos y sistema de redondeo.
(a) Paran = 2y n = 3, analizar si el resultado difiere significativamente de la solucién
real.

(b) Para n = 3, repetir el método de eliminacién gaussiana eligiendo el pivote més
conveniente.
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2 4 -1 0
(12) Obtener la descomposicién LU de la matriz g 18 :; _11 de las siguientes dos
0 2 1 =2

maneras:

(a) mediante el algoritmo de eliminacién gaussiana,

(b) despejando los coeficientes de L y U ordenadamente.

(13) Sea A € R™*™ una matriz que admite descomposicién LU.

(a) Estimar cudntas operaciones se necesitan para calcular esta descomposicién de A,
despejando los coeficientes de L y U.

(b) Se quiere calcular el determinante de A. Para n > 2, mostrar que si esto se hace
mediante el desarrollo sucesivo por alguna fila o columna, entonces se requieren
mas de n! operaciones. Estimar cudntas operaciones se necesitan para calcularlo
si se utiliza la descomposicion LU.

(14) Demostrar que si todos los menores principales de una matriz A € IR™*" son no singu-
lares, entonces ésta admite descomposicion LU.

(15) Probar que la matriz no singular:

001
1 00
010
no tiene una descomposicién LU, mientras que la matriz singular A — I si la tiene. Dar
la matriz de permutaciones P tal que PA tenga una factorizacién LU.

(16) Considerar el algoritmo de eliminacién gaussiana sin pivoteo aplicado a un sistema
Ax = b donde A € R™ "™ es una matriz tridiagonal. Demostrar que si A es ademaés
estrictamente diagonal dominante, entonces durante la ejecuciéon del algoritmo no se
encuentra ningin pivote nulo. (Ayuda: demostrar que si A es estrictamente diagonal
dominante, entonces luego de hacer cada etapa de la eliminacién la matriz resultante
también lo es.)

(17) Sea A € R™ ™ una matriz tridiagonal tal que en el proceso de eliminacién gaussiana
no se encuentra ningin pivote nulo. Demostrar que A admite descomposicion LU con
L y U también tridiagonales.

(18) Adaptar el programa del ejercicio 10 para que resuelva un sistema de ecuaciones Ax = b,
donde A € IR™ ™ es una matriz tridiagonal. Utilizar el comando flops de Matlab para
conocer la cantidad de operaciones efectuadas y comparar con las que se requieren al
resolver el mismo sistema utilizando los comandos inv y \, que no estén especialmente
pensados para matrices tridiagonales.
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La n-ésima matriz de Hilbert H,, € IR™"*", se define de la siguiente manera
1
H)ji=——.
( n)"a] Z+j -1

Estas matrices son un ejemplo de matrices mal condicionadas y por tal motivo se las
utiliza habitualmente para testear rutinas numeéricas.

(a) Demostrar que conds(H,) > n?.

(b) Utilizar su programa del ejercicio 10 para calcular la inversa de la matriz de Hilbert
Hy. Verificar su resultado calculando los productos HgHgy Ly Hy ! Hy. Comparar
con el resultado obtenido mediante el comando inv.

Nota: En realidad, conds.(H,) es mucho mayor que n?. Estas matrices pueden ob-
tenerse en Matlab mediante el comando hilb(n) y su condicién infinito puede calcularse
con el comando cond.

Considerar el sistema de ecuaciones lineales Az = b, con
123456 7 89 10
210000000 0
301 000O0O0O0 O
4001 00O0O0O0 O

A 500010000 O
6 00001 00O0O0 O
7000O0O0O1O0O0 O
8 0000 O0O0O1O0 O
9000 00001 0

10 0 0000000 1

Utilizando el comando lu de Matlab, verificar que la eliminaciéon gaussiana puede crear
elementos no nulos en lugares donde inicialmente habia ceros (es decir, se produce una
matriz densa a pesar de partir de una matriz rala). En muchas aplicaciones, uno debe
resolver un sistema de ecuaciones lineales del orden de 10* x 10* donde hay a lo sumo
5 elementos no nulos por fila. Es decir, hay a lo sumo 5 x 10* elementos no nulos en la
matriz, cifra bastante inferior a la cantidad total de elementos. Calcular qué cantidad
de bytes (2 bytes por elemento) ocuparia una matriz densa de esas dimensiones. Este
tipo de situacién motiva el estudio de métodos de resolucion de sistemas con matrices
ralas que no involucren un llenado excesivo.
Utilizar el Teorema de Cholesky para demostrar que las siguientes propiedades de una
matriz son equivalentes:

e A es simétrica y definida positiva

e hay un conjunto de vectores linealmente independientes ', 22, - - - , 2™ de IR™, tales

que a;; = (x%)tzl.

4 2 =2
Considerar la matriz 2 5 5
-2 5 11

Mostrar que es definida positiva y calcular su descomposiciéon de Cholesky.
Estimar cuantas operaciones se requieren para hallar la descomposicién de Cholesky de
una matriz simétrica y definida positiva A € R"*".






CAPiTULO 3

Resolucion de sistemas lineales.

El objetivo de este capitulo es estudiar diferentes formas de resolver un sistema lineal de n
ecuaciones con n incognitas. Para dar soilucion a este problema se pueden emplear dos grandes
subclases de métodos; los directos y los iterados. Dentro de los métodos de calculo directo se en-
cuentran el de triangulacién de Gauss, el de descomposiciéon LU y el método de Cholesky. Entre
los métodos iterativos mas usuales encontramos el de Jacobi, Gauss-Seidel y el de relajacion.

1. Métodos directos

1.1. Triangulacién de Gauss y descomposicion LU. El proceso de triangulacion de
Gauss puede verse como el resultado que se obtiene de multiplicar por matrices de la siguiente
forma,

PRIMER PASO: Multiplicar por

1 0 0
moq 1 0
Ly = )
mni 0 1
con
a4
mip = ———
ail
Entonces L1 A tendré la forma
ail a2 - QIN
0 aky --- ab
22 2N
L1A = .
1 1
0 ayy aNN

SEGUNDO PASO: Multiplicar por
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1 0 0

0 1 0

Ly=| 0 ma 0

0 mpyo - 1

y nos queda
ai a%2 e Q%N
a/ o .. a/

Lol A— 22 2.N
0 O a%y

Asi sucesivamente hasta llegar a una matriz triangular suprior

Uil U2t UIN
0 w2 -+ wN
Ly 1Ln_o---Lel1A=U =
0 0 - unn
Es facil ver que la inversa de Ly viene dada por
1 0 --- 0
_m21 1 c e 0
(L)™' =
_le O ... 1

y, en general, Lj_1 es como L; pero cambiando los signos de los m;.

Entonces podemos escribir A como sigue,
—17—1 -1
A:Ll L2 "'LN71U7

ademads, observemos que la matriz L = L1_1L2_ L. L;,{l es de la forma

1 0 )
Mg 1 e 0
L=L7'Lyt Ly =
—-my1 —mynz - 1

Asi hemos demostrado el siguiente teorema,
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TEOREMA 3.1. Si no hace falta intercambiar filas en la eliminacion de Gauss se obtiene
A=LU

donde U es triangular superior y L es triangular inferior con 1 en la diagonal.

Ademads tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 3.2.
det(A) = det(U).

En el caso general, si hace falta cambiar filas, se tiene

PA=LU

con P una matriz de permutaciones.

1.2. Descomposicién de Cholesky. En el caso en que A € RY*¥ es definida positiva y
simétrica una descomposiciéon L —U (con U = LT) puede obtenerse més eficientemente mediante
el método de Cholesky.

DEFINICION 3.3. A € RYXN se dice definida positiva si

(x,Az) >0 Vo # 0

Observemos que si A = LLT con L una matriz inversible, entonces

(1) A es simétrica.
(2) A es definida positiva pues (r, Ar) = ||[LTz|% > 0, YV # 0.

En consecuencia, para que A pueda escribirse como LL” con L inversible es necesario que A sea
simétrica y definida positiva.

Ahora, para lograr una descomposicién de la forma LL”, analicemos primero el caso simple,
A € IR3*3. Planteamos A = LLT y nos queda

i 0 0 lin lor 31
A= log log O 0 oo 39
l31 32 33 0 0 I3

Entonces, despejando los coeficientes, se obtiene

2
a1 = U1 l11 = an

a2
a1z = li1la1 log = —
11

etc.
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Ahora veamos algunas propiedades que nos serdn muy ttiles. En el caso general en que A €
IRV*N sea simétrica (i.e. A = AT) y definida positiva se tienen las siguientes propiedades,

(1) aj; > 0 para cualquier i = 1,..., N, pues

0< <6i,A€Z’> = a;;

(2) Los menores principales s; son positivos (esto fue demostrado en algebra lineal).

Ahora observamos que lo que hicimos en 3 x 3 se puede hacer en N x N, es decir,

A=LL"

si y solo si
k
Al — Zlmlk]
j=1

Es decir,

k—1

ai = > lijlij + Linlik-
j=1

Entonces, despejando,

(aik - Z?;l lijlkj)

Uik

lix = 1> k.

Adems3s

k k—1

2 2 | 2

akk = E li; = E Ui + ik
Jj=1 Jj=1

y entonces

k—1
lkk = Al — 12.

Z kj

Jj=1

Obtenemos, de esta manera, una forma recursiva para el calculo de los elementos /;;.
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Para k =1,2,...., N hacemos

lor - In1
lza -+ N2

li1

-
l2o —

INciN—1 — Inn—1
InNN

Para que el algoritmo de Cholesky esté bien definido necesitamos ver que el argumento de la
raiz cuadrada involucrada en el calculo de I sea positivo; es decir,

k—1
2
Al — Z lkj > 0.
J=1

Veamos que ésto es una consecuencia de ser A definida positiva. Argumentemos por induccién.

El a1; es positivo, entonces existe l11 positivo tal que I3, = a1;. Supongamos que llegamos hasta
el paso k, es decir

hiylog, oy lg—1k—1
son todos ntmeros reales positivos y supongamos que

k—1
2
ALl — Zlkj S 0.
J=1

Entonces

k—1
lpp = apk — E l,%j =0 6 es un numero en C.
=1

Pero si llamamos Ay al menor principal de A y L al menor principal de L, las matrices que se
obtienen son de tamano k x k

air - aik Lin - g
A = oo y Ly,

ag1 - Gkk b - gk

y resulta facil ver que

Ay, = LiLL.
Entonces
0 < det(Ag) = (det(Lg))® = 171 -+ [f_ 15117k
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como los primeros factores son positivos el ultimo, l,%k debe también ser positivo, absurdo.

Para terminar, hagamos las siguientes observaciones, el algoritmo de Cholesky es mas conve-
niente que el de Gauss (L — U) porque,

(1) El nimero de operaciones es O(N3/6) (en lugar de O(N3/3)).
(2) Es estable, sin necesidad de “pivoteo”. Los l;; no crecen respecto de A pues

k

2

awe = 1
=1

implica que

ki < Vo

2. Métodos iterativos

Estos métodos convienen en general para matrices ralas (i.e. con muchos ceros). Este tipo de
matrices aparecen, por ejemplo, cuando se discretizan ecuaciones diferenciales.

Como antes el objetivo es resolver
con A una matriz inversible.

Los métodos iterativos generan una sucesion

rg — L1 —> Xy — -

donde x4 se calcula a partir de x.

2.1. Método de Jacobi. Empecemos con un ejemplo para ver como funciona el método
de Jacobi,

dx1 4+ 29 =5
T, +4x9 =5
La solucién es
(1
A1

y llamaremos

-~

k

)

e la siguiente forma

o, ot Lt

El método de Jacobi calcula zF+1 a partir de =
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Es decir

@)
| ot
[
sz

T = — T = — ¢ = — e

ot
Ju—
=}

Convergencia y estimacién del error

En forma matricial la iteracién de Jacobi se escribe como
2"t = Bk + ¢

Por otro lado la solucién exacta, x, cumple que

xr = Bx+c,
entonces el error e* = z¥ — x verifica

eFtl = Bek
y entonces, iterando esta ultima igualdad,

e = BFeD.
En nuestro ejemplo observamos que

1

1Bl = 5

y entonces
1
k k k
1B oo < [1Bllse < ()" =0k — 0.

De ésto concluimos que

k
1
e < () 1690 =0

es decir la iteracién converge cualquiera sea el dato inicial 2°.

Por supuesto, esto no es cierto en general. La convergencia depende de como sea la matriz B.
Si ||B|| < 1 para alguna norma asociada a una norma de vectores entonces el método convergerd
cualquiera sea la condicién inicial y si no no.

En el caso general, A € RV*Y supongamos a;; # 0, Vi (si A es inversible esto se puede obtener
reordenando). Despejamos z; de la i—ésima ecuacién, para i = 1,..., N tenemos

il gk SNk
(bz — D=1 0T~ 2jmig azﬂj)

Qi

k+1 _
x; =
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Resulta natural utilizar las componentes ya calculadas x’f“, e ,xffll para calcular la nueva

k+1

aproximacion z;" ", resultando el método de Gauss-Seidel.

2.2. Método de Gauss-Seidel. Parai=1,...,N;

) i—1 k41 N ok
(bl = 2o Gty = ) i “w%‘)

o =
@i
Escritura matricial de la iteracion Escribimos
A=D+L+U
ap; - 0 0 - an 0O --- 0
A= +1 S I :
0 - ann 0 --- 0 ani -+ 0
Entonces
Axr=10>
si y solo si

Dx=—(L+U)x+0b
Tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel pueden escribirse en la forma

2Pt = Bk +c.

(1) Jacobi
ZCk+1 — 7D—1(L+ U)l'k +D_1b
(2) Gauss-Seidel
= (D+ L) UF+(D+ L)
k = zF — 2 y usamos que la solucién exacta z cumple

r=-DYL+U)x+D '

Si escribimos e

y
r=—(D+L)'Wx+(D+L) "

respectivamente, tenemos
€k+1 — _D—I(L+ U)ek‘ — Bjek‘

Ml = (D + L)"'Ue* = Bgge®
En general, si la iteracién estd dada por una matriz B, o sea,

6k+1 _ Bek

tenemos
ek — Bkeo



2. METODOS ITERATIVOS 43

Entonces si queremos que e — 0 para todo dato inicial, es necesario que B*¥ — 0. El siguiente
objetivo es dar una caracterizacion de las matrices con esta propiedad.

En el ejemplo dedujimos que B* — 0 del hecho de que || B|| < 1. Sin embargo || B||o podria ser
grande y B*¥ — 0. Por ejemplo
1
B ( 3 1000 )
0 2

Observemos que ||B|loo = 1000.5. Sin embargo B¥ — 0. En efecto B = 3 <

En general las matrices de la forma C' = < (1) Cll ) verifican que C* = < (1) kla )

Entonces )
1 k2000
k_ Ik
y se tiene que (B¥);; — 0, Vi,j y esto implica que B* — 0.

Vale destacar que para que B¥ — 0 basta que exista alguna norma tal que || B < 1.

El segundo ejemplo trata el caso en que A es simétrica. En este caso se puede diagonalizar, es
decir, existe S tal que

M - 0
SAS™! =
0 AN
con \; los autovalores de A. En este caso
)\/f e 0
AF =571 S
0 pLé
y se tiene que
AF =0

si y solo si
max |\;| = p(4A) < 1
1

Esto es cierto en general, pero si A no es diagonalizable es mas dificil de probar.

En el caso en que A es simétrica se tiene
p(A) = [|A]l2
entonces, si p(A4) < 1 se tiene que ||A|z < 1 y entonces A¥ — 0.

En general vale que,
p(A) < || A para cualquier norma
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y aunque p(A) no es una norma, se tiene

TEOREMA 3.4.

p(A) = inf 1Al

O sea Ve > 0 existe una norma tal que

p(A) < [|A] < p(A) +&.

Demostracion. Primero veamos que

p(A) < [|A]l

Observamos que || A|| en IR es igual a ||A]| en C (ejercicio).

Sea x tal que
Ax = Apax x#0
entonces
[ Amax|[z]| = [[Az]] < [[A]l[|]|
v asi
[Amax| = p(A4) < [|A]

Ahora veamos que dado € > 0 existe una norma con
Al < p(A) +e.

Queremos definir ||z||, para = € IRY. Recordemos la forma de Jordan de una matriz. En alguna
base {v;}, una matriz B se transforma en

J - 0
0 Jr
donde los J; son los ”bloques de Jordan”,
A1 0
0 N 0
Ji =
0 0 Ai

Esta es la forma normal usual. Sin embargo, puede obtenerse una nueva base en la cual la
transformacion lineal toma la forma andloga pero con los

)\1' e 0
- 0 X -~ 0
Ji =

0 0 -+ N\
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donde € es positivo y arbitrario. Esto se logra re-escalando la base. Miremos, por ejemplo, el
bloque 1,

M 1 -+ 0
0 N\ -+ O
J1 =
0 0 - M\
en la base vy, ...,vy. Si T es la transformacién lineal asociada a B tenemos
Tvy = Mnp
T’U2 = v+ )\11)2
Tvs = w9+ A\vg
Ty, = Um_1+ AU
Ahora definamos 91 = vy, Uy = €vg, U3 = €203, ...... , Um = €™ 1v,,. Tenemos entonces
T, = M1
Tf]g = E’L~)1 + )\17.72
T1~13 = E’Dz + )\1{13
TUnm = EUm—1+ ANOm
Por lo tanto en la base v, ....., 0,, queda el bloque
M e - 0
- 0 X -+ 0
1= )
0 0 - X\

Hecho esto, definamos la norma de la siguiente manera, dado x lo escribimos en la base v;,

y definimos

]| = max |a|
es decir la norma || ||« en esa base.
Entonces, es facil ver que,
[All = p(A) +¢
pues [[A[| es el maximo de }_; |a;| si [|A[| es la norma asociada a ||z||. m

COROLARIO 3.5.
B* — 0 si y solo si p(B) < 1.
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Demostracion. Veamos primero la vuelta. Si p(B) < 1 por el teorema anterior existe una norma
tal que ||B]| < 1, entonces

k k
1B < |IB]I* =0
. Ahora para la ida, supongamos que p(B) > 1, entonces existe z € OV, 2 #0, tal que
Bz = Apaxz
y entonces
k k
Bz = Al .x?
Esto implica que
k k
1B%z|| = p(B)"||=||

no tiende a cero.

Tomando parte real e imaginaria se ve que hay algtin « € RN tal que B*z no tiende a cero. O

Ahora veamos otra forma de probar estos resultados.

TEOREMA 3.6.
B* — 0 si y solo si p(B) < 1

Demostracion. B es semejante a una matriz triangular (forma de Jordan), o sea, existe una
matriz C' tal que

CBC '=17J

con J la forma de Jordan de B.

Ahora dado € > 0 multiplicamos por la matriz diagonal

el 0 0
0 &2 0
D:
0 0 e N
y su inversa para obtener
e~ 0 0 e 0 0 A € 0
0 2 ... 0 0 ¢ ... 0 0 N 0
DJD™! = , J ‘ =

0 0 e N 0 0 eN 0 0 A

En general la matriz J = (oy;) tiene coeficientes no nulos solo en la diagonal y en los lugares
(i,i 4+ 1). Y al multiplicar por D y D! quedan £ y 0 en lugar de 1 y 0 en la forma de Jordan.
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En conclusion, queda

)\1 g 0
0 X -+ 0
DCBC'D7! = , = A
0 0 - M\
Para simplificar llamemos S = DC y nos queda
SBS™1=A

Ahora observamos que
[Alloe = p(B) + €

pues
|Alloo = mj&XZ |ai;|
Pero,
BF = g-'AFs
Entonces,
1B loo < 157 oo 1A% oo 1Sl
— Cond(9)|4*]oc <
< Cond(9)|I A%
< Cond(S)(p(B) +¢)k —0
si € es tal que p(B) +¢ < 1.
Observemos que Cond(S) ~ eN%l O

COROLARIO 3.7.
|B¥||V* — p(B)

Demostracion. Basta probarlo para la norma || ||« pues todas las normas son equivalentes. Ya
vimos que Ve,

IB* e < Cond(S)(p(B) +¢)* < 8]€1 (p(B) +e)*

Por otro lado se ve facil que
p(B)* < p(B*) < | B0

Entonces

C
p(B)F < [|B"loo < ~=1 (P(B) +e)k.
Luego,
C
p(B) < ||B*|[F < (gNi_l)l/’“(p(B) +¢) = (p(B) +e)
O sea, Ve existe k a partir del cual
p(B) < | B¥|LF < (p(B) + 2¢)

es decir
IB*1 3k — p(B)
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Ahora observemos lo siguiente, para B simétrica ya sabfamos que || B¥|| = p(B)*. En general esto
no es cierto pero, para k grande vale que ||B*|| ~ p(B)*. Esto da una manera de comparar dos
métodos iterativos (por ejemplo Jacobi y Gauss-Seidel). Supongamos que el método i (i = 1,2)
tiene la matriz de iteracién B;. Si

p(Br) < p(B2)
entonces

I1BY || < [I1B5]
para k grande. O sea el método 1 es mejor asintéticamente (aunque para un nimero dado de
iteraciones podria ser mejor el 2).

2.3. Analisis de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel.

DEFINICION 3.8. Una matriz A € RN*N es estrictamente diagonal dominante si

|CLZ'Z'| > Z ]aij\ Vi

i#j

Si A es estrictamente diagonal dominante entonces tanto Jacobi como Gauss-Seidel convergen.

TEOREMA 3.9. Si A es estrictamente diagonal dominante el método de Jacobi converge.

Demostracion. Recordemos que
A=D+L+U By=-DYL+U)
En este caso es facil ver que
HBJHOO <1
En efecto, By = (bi;) con
by=-Li#j  bi=0

Qi
entonces
||BJHoo _ HlaXZ |az]| <1
b lal
pues A es estrictamente diagonal dominante. ]

TEOREMA 3.10. Si A es estrictamente diagonal dominante el método de Gauss-Seidel converge.

Demostracion. Como antes recordemos que
A=D+L+U  Bgs=-(L+D) U
Hay que ver que p(B) < 1. Sea A un autovalor de B y x un autovector con ||z] = 1. Entonces

tenemos,
—(L+ D) 'Uz =Xz
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y esto es equivalente a
—Uz =ML+ D)z

N 7
- E aijxj = E aijxj.
j=i+1 j=1
O bien,
7 N
)\aiixi ==X E az-jzvj — E aijxj
j=1 j=i+1

Sea i tal que ||z||cc = |x;| > |z}, entonces

1—1 N
Mlais| < A laigl+ D ).
j=1

j=i+1

De esta forma obtuvimos

N
A < Ej:i—i—l |aij| <1
> i—1
|az| — 7521 laij]
pues A es estrictamente diagonal dominante. |

2.4. Matrices simétricas definidas positivas. Un caso importante es el de A simétrica
y definida positiva. En este caso veremos,

(1) Jacobi no es necesariamente convergente.
(2) Gauss-Seidel es convergente.

Empecemos con un ejemplo. Sea a tal que 0 < a < 1y tomemos

1 a a
A= a 1l a
a a 1

Esta matriz A es simétrica y definida positiva. Para ver que es definida positiva hay que ver
que los menores principales son positivos.

A= (1)

A2:<clz T) det(A)=1-a*>0

y ademds

1 1
det(A):1+2a3—3a2:(a—1)2(a—|—§)>0 sia>—§

Analicemos el método de Jacobi en este caso,

0 —a —a
Byj=-D Y L+U)=| —a 0 —a
—a —a 0



50 3. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES.

Calculemos los autovalores de B, el polinomio caracteristico es
a
a

A

A a
p(A)=det | a A =3+ 243 — 32
a a

Observemos que p(a) = 0 entonces A\; = a y como p'(a) = 0, \; = a es una raiz doble de p.
Dividiendo p por (A — a)? se obtiene que la tercer raiz es A3 = —2a. Entonces si

N

1>a>

se tiene que
p(B) =2a>1

y con esto no se puede asegurar que el método de Jacobi converja para cualquier dato inicial.

CONCLUSION: A simétrica definida positiva no implica que el método de Jacobi sea necesaria-
mente convergente.

OBSERVACION 3.11. Tomando

11
L3 3
_ 1 1
11
3 3 1
tenemos que p(By) = 1, con lo cual Jacobi no converge. Entonces la condicién estricta es

necesaria en el teorema que muestra la convergencia para A estrictamente diagonal dominante.

OBSERVACION 3.12.
A=D+L+L"

Puede demostrarse que si D — (L + LT) es definida positiva, entonces
p(By) <1
si y sélo si A es definida positiva . En particular, si
A=D+L+L" y A=D-(L+1L"

son definidas positivas, se tiene que
p(By) <1

o sea Jacobi converge para A y para A (la matriz By = —By, sélo cambia de signo). Para una
demostracién de este hecho ver Isaacson-Keller (pag 72).

EJEMPLO 3.13. Para la matriz

1 a a
A= a 1l a
a a 1
con % < a < 1 se tiene
1 —a —a
A= —a 1 -—a
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Y resulta que A no es definida positiva.

Ahora analicemos que pasa con el método de Gauss-Seidel en este mismo ejemplo.

1 a a
A= a 1 a
a a 1
y entonces
1 0 0 0 a a
L+D=1]1a 1 0 y U=10 0 a
a a 1 0 0 O
Calculando obtenemos
1 0 O
(L+D)™! = —a 1 0
a?—a —a 1

Entonces B = Bgs = —(L + D)71U es

0 —a —a
B=| 0 a? a’—a
0 a?—a® 2d°-a°
Veamos los autovalores de B,
A a a
M—-B=|0 XX-d a— a?

0 —a’+a® N—2d®+a?

Tenemos A\; = 0. Para simplificar, ahora consideremos el caso particular a = %, para este valor
de a se obtiene

0
S W B
0 5§ &
Y entonces,
0 —4 —4 A 4 4
8B=| 0 2 -2 y AM—-8B=| 0 A-2 2
0 1 3 0 -1 X-=-3

Con lo cual,
det(AI —8B) = A(A—2)(A—3) +2).

Las rafces de (A — 2)(\ — 3) + 2 son
5+ /=7 5——=7
= — )\3 = —
2 2
Como éstos son los autovalores de 8 B los autovalores de B son

54 /=7 5—+-=7
M=0 do=—ar— A=

A2
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Observemos que
A = A = =
ol = Dol = 2
Entonces el método de Gauss-Seidel converge.

Maés adelante veremos que si A es simétrica y definida positiva entonces Gauss-Seigel converge.

En particular este ejemplo nos da un caso donde el método de Gauss-Seigel converge pero Jacobi
no, o sea p(Bgg) < 1y p(By) > 1.

Ahora veremos un ejemplo “al revés”’, es decir donde Jacobi converge pero Gauss-Seigel no.

EJEmMpPLO 3.14. (Collatz 1942, ver Varga, pag 74). Sea

1 2 -2
A= 1 1 1
2 2 1
Para el método de Jacobi nos queda
0o -2 2
By=| -1 0 -1
-2 =2 0
A2 =2
M-By=[1 X 1
2 2 A

entonces

y los autovalores resultan ser
AMl=X=A3=0
Entonces By es nilpotente, p(B;) = 0 y el método converge en tres pasos.
e =B3" =0

Ahora analicemos el método de Gauss-Seidel para este ejemplo.

100 0 —2 2 1 0 0
L+D=|110]; -U=|l0 0 -1 y (L+D)'=[ -1 1 o0
2 21 0 0 0 0 -2 1
En consecuencia,
0 -2 2
Bgs=—(L+D)'U=|0 2 -3
0 0 2
y
A2 —2
M-Bgs=|0 x-2 3
0 0 A—2

Los autovalores resultan ser
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entonces p(Bggs) = 2 y el método de Gauss-Seidel no converge.

Concluimos que en este ejemplo el método de Jacobi converge en tres pasos pero Gauss-Seidel
no converge (existen datos iniciales para los cuales no converge).

Modificando trivialmente este ejemplo puede obtenerse un ejemplo en que ambos métodos con-
vergen y se tiene p(By) < p(Bgs) < 1. Sea

5 2 =2
A=11 5 1
2 2 5

que es estrictamente diagonal dominante y entonces Jacobi y Gauss-Seidel ambos convergen.

Veamos un ejemplo mas.

EJjempLoO 3.15. Este es un ejemplo para el cual ninguno de los dos métodos converge.

2 1 -1
A= -2 2 =2
1 1 2
Aplicando Jacobi resulta
o -1 1
2 2
By = 1 1
1 1
-3 —3 0
1 1
Ay T3
AM—-By=| -1 X2 -1
101
3 2 A
con lo cual,
3 5
v los autovalores de B resultan
5 5
A =0 AQ—i‘g Ag——i\g.

Entonces,

y en consecuencia Jacobi no converge.

Para Gauss-Seidel se tiene

1
10 0
2 00
L+D=| -2 2 0 |; L+D)'=| 5 % o0 y
1 1 2
1 _1 1
2 4 2
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L [0 =2 2
—(L+D)’1U:Z 0 -2 6
0 2 —4

de donde p(A) = A3+ 2X2 — L\ y calculando las raices de p(A) obtenemos con aproximacién los
autovalores Ay = 0, A9 = 0.1514 y A3 = —1.6514 y por tanto

p(Bas) = [As[ > 1
y entonces el método de Gauss-Seigel no converge.

EJEMPLO 3.16. CASO IR? En este caso es facil analizar el método de Jacobi y el de Gauss-Seidel.

a a
A= 11 12
a21 Q22

entonces
—1 O — a2
B;=-D (L+U):<_a21 811>
a2
y
0 —a2
Bgs = _(D+L)_1U = < 0 012%1211 > .
ailaz2
Entonces,
a12a21
p(By) = Jonzom|
lai1ags]
a12a2
p(Bas) = Jmpaz1]
lai1azs|
Es decir,

p(Bas) = p(By)*.
Como conclusién en IR? Jacobi converge si y solo si Gauss-Seidel converge. Y si convergen (o
sea p < 1) es mejor asintéticamente Gauss-Seidel, pues en este caso p(Bgg) < p(By).

Por ejemplo, si A es estrictamente diagonal dominante, entonces convergen los dos métodos. Y
esto en IR? es decir |aja| < |a11]| v |a21| < |agzl-

Si A es simétrica y definida positiva entonces convergen ambos métodos en IR?, pues

a1 >0 a1 = a21 det A = a11a99 — G%Q >0

entonces
2
ai11ag2 > ajs

2

a
—12_ = p(Bgs) = p(By)* < 1.
a11a22

El ejemplo anterior se generaliza para el método de Gauss-Seidel en IR pero no para el método
de Jacobi.

Veamos ahora el dltimo ejemplo de esta serie.
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EJEMPLO 3.17. Sea A € IR® una matriz tridiagonal entonces,
2
p(Bas) = p(By)
a;py aiz 0 0o -2 0
Si ponemos A = | ag ax a3 | entonces By = —D YL +U) = —% 0 Z—g;’
0 a3z ass -2 0
y
a12a a923a
da@I—Bﬂzxi—A<”21+23”>.
411022 422033
Y entonces
a12a21 023032
p(By) = + :
411022 422033
Para el método de Gauss-Seidel se tiene
a1 0 O 0 a2 O
L+D= as1 92 0 y U= 0 0 a3
0 asy ass 0 0 0
Entonces
0 —Zﬁ 0
-1
Bes=—(L+D)"U=[ 0 222 ~un
(0 — 2021032 023033
a11a22a33 a22a33
a12a a923a,
det()\I—BGS)—)\S—)\2< 12021 23 32>.
411022 22033
Y los autovalores resultan ser
a12a as3a
A=Ay =0 )\3:<1221+2332>'
11022 22033
Entonces,
a12a21  A23G32
p(Bgs) = + = p(By)?
11022 422033
Los autovalores de Jacobi son los autovalores de By = —D~ (L 4 U) y resultan ser las raices
de

det(ul + D~YL+U)) =

det(D~1(uD + L+ U))

= det(D 1) det(uD + L+ U)

y como por hipétesis det(D 1) # 0 (asumimos a;; # 0), i son las raices de

det(uD + L+ U).
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Anslogamente, los autovalores A de Bgg = —(L + D)~'U son las raices de

det(pul + (L + D)~'U) = det((L+ D)~ Yu(L+ D)+ 1U))
= det((L+ D) Y det(u(L + D) +U)

y como det((L + D)~1) # 0, X son las raices de
det(u(L + D) +U).
LEMA 3.18. Sea A € RN*N tridiagonal entonces, para todo o # 0 se tiene que

det(D + L+ U) = det(D + oL + a~'U)

Demostracion. Basta ver que las matrices A = D + L+ U y D + oL + o~ 'U son semejantes.
Pongamos

di a1 O e 0
bQ d2 a9 e 0
A= 0 b3 ds :
' C.oan—1
0 bv-1  dn
y consideremos
1 0 0
0 « 0
C= :
0 a]\}fl
Entonces,
di o lay 0 e 0
aby do oz_lag s 0
CAC™'=1] 0 abs d3 : =D+al+a U
. atan_q
0 e OébN_l dN

TEOREMA 3.19. Sea A € RV*N wna matriz tridiagonal y sean X los autovalores no nulos de
Bgs, 1 los autovalores no nulos de By, entonces A y pu se relacionan de la siguiente manera

= .

En particular,
p(Bas) = p(By)*.
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Demostracion. Los A son autovalores de Bgg y por lo anterior son raices de

det(M(L+D)+U)=0
pero A(L + D) + U es tridiagonal y por el lema anterior
det(AD + aAL +a~'U) =0
Si A # 0 sea o tal que o? = % Entonces,
0=a Ndet(A\aD + L+U)
y como los autovalores de By son las raices p de det(puD + L + U) = 0 resulta que
0= A

Pero como a2% se tiene que

p? =\

Ahora observemos que en lo anterior, dado A\ # 0 autovalor de Bgg encontramos p autovalor de
By con p? = A, pero en realidad es un si y solo si. Es decir, dado p autovalor de By, A = p?
resulta ser un autovalor de Bgg,

det(uD+L+U)=0
si y solo si
det(u?D 4+ u(L+U)) =0
si y solo si (por el lema previo)
det(u?D + apL +a tplU) =0

y tomando o = u se tiene
det(u*(D + L) +U)) = 0.

Entonces 2 es autovalor de Bgsg. O

Convergencia del método de Gauss-Seidel para A € RY*N simétrica

Como los autovalores de A € IRY*N pueden ser complejos, trabajaremos directamente con

A e OVXN,

Recordemos algunas definiciones

DEFINICION 3.20. Si A € VN de define A* = AT 0 sea A* es la matriz que en el lugar i, j

tiene al elemento a;‘j

= @i
DEFINICION 3.21. A € OV*N es Hermitiana si

A" = A
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Observemos que si A € RV*N | A* = AT y Hermitiana significa simétrica.

Si z € OV y A es Hermitiana entonces
2*Az € R.

En general para A cualquiera z*Az = z*A*z. Veamos esto,
Z¥Az = ZZ-aUZj
]
y entonces
¥ Az = Z 202 = 2" A%z
]
TEOREMA 3.22. Sea A € OV*N Hermitiana y definida positiva (o sea z*Az > 0 Yz # 0),
entonces el método de Gauss-Seidel es convergente.

Demostracion.
A=L+D+ L*
con
0 0 0
asy 0 0
I —
ani - 0

Hay que ver que p(Bgs) < 1 donde Bgs = —(L + D)~1L*.

Observemos que Bgg puede escribirse como

Bgs=1—-(L+ D)flA
Sea A € C un autovalor de Bgs y z € OV, z # 0, un autovector correspondiente a \, es decir

(I —(L+D)'A)z =Xz
o bien

(L+D)z—Az= XL+ D)z

y esto es equivalente a

Az=(1-N)(L+ D)z
Como Az # 0 se deduce que X # 1. Multiplicando por z* se obtiene

1 2*(L+ D)z
T—x Z*Az

tomando conjugado y recordando que z*Az € IR y que D es real se tiene
1 2(L+D)z 2z(L*+ D)z

1—A z*Az z*Az
Y sumando estas dos igualdades se obtiene

2Re(

)=1+

1-A
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pues z*Az >0y z*Dz > 0 (a;; > 0 si A es definida positiva).

Entonces si A = a + i, tenemos
I 1 l—a+if  1—-a+if
1-A l-a—-ifl—a+if (1—-a)2+(8)?

Y de esta forma
1 11—«

U (S Rk

Re(

y por lo anterior
1l-«
>

1
(1-a)?+(5)? " 2

es decir
2(1—a)>1—2a+a?+ 3
y esto es equivalente a
1>a?+ 3%
Hemos conseguido ver que
Al < 1.
Se puede probar que si A € CV*N es Hermitiana y con a;; > 0 entonces el método de Gauss-
Seigel converge si y solo si A es definida positiva (ver Isaacson-Keller pag. 71). ]

2.5. Método SOR. La idea del método SOR (succesive overrrelaxation / sobre relajacion
sucesiva) es tomar un “promedio” entre el z¥ y el xf“ de Gauss-Seidel (promedio entre comillas
pues los pesos no son necesariamente menores o iguales que 1).

Dado w un pardametro se define

i—1 N
1
pt = (-l +w | b= Y agai ™ = Y agay | —
— Ny Qi
7j=1 Jj=i+1
En forma matricial escribimos como antes A = L + D + U queda
(D +wL)z"* = (1 — w)D — wU)2* + wb
entonces
2" = B ¥ + (D + wL) " twb
con
B, = (D +wL) ™ ((1 —w)D —wl)
Observemos que By = Bgs.

En principio, w es arbitrario. Sin embargo el siguiente teorema nos dice que es necesario que
|w — 1] < 1 para que haya convergencia (o sea para que p(B,) < 1). Si w € IR entonces hace
falta que 0 < w < 2.
TEOREMA 3.23. (Kahan) Sea A € CV*N, con ay; # 0, entonces

p(By) = [1 - wl
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Demostracion. Si L es triangular inferior con ceros en la diagonal entonces det(D~1) = det((D+

wL)™!

). En consecuencia,

det(B,) = det((D+wL) 1) det((1—w)D —wU)
= det(D )det((l —w)D —wU)

= det((1 —w)I —wD™U)

= det((1 —w)I) = (1 —w)V

Pero como det(B,,) =[], Ai se tiene que

p(By) 2 [1 - w|

Siw € IR, una condicién necesaria para que el método converja es que 0 < w < 2. Esta condicion
es también suficiente si A es simétrica definida positiva.

El problema consiste en encontrar el pardmetro 6ptimo (o cercano al 6ptimo) para acelerar la
convergencia. Para ciertas clases de matrices esto puede hacerse (ver libro Varga, Ortega o
Smith). O

3. Ejercicios

(1) Escribir un programa que implemente el método de Jacobi y otro el de Gauss-Seidel
con las siguientes condiciones:
e que incluya una restriccién al niimero de iteraciones
e que finalice si el método se estaciona
(2) Decidir para cada uno de los siguientes sistemas, si los métodos de Jacobi y de Gauss-
Seidel son convergentes (sugerencia: utilizar los comandos tril, diag y eig de Matlab).
En caso afirmativo usarlos para resolver el sistema. Si ambos métodos convergen,
determinar cudl converge mas rapido. ;Es la matriz del sistema diagonal dominante?
Ly simétrica y definida positiva?

5 7 6 5 1 923
31 1 1 5

B 710 8 7 z || 32

(a) f (15 i iQ - 2 > ™6 s 10 9 s | 7| 33

3 5 7 9 10 T4 31

(3) Dar ejemplos donde converja el método de Jacobi y no lo haga el de Gauss-Seidel y
viceversa.

(4) Considerar el sistema Az = b para A = ( 21

3 6
de Jacobi converge; hacer un programa que lo modele y a la vez grafique en el plano la
sucesion de aproximaciones obtenidas empezando en cada uno de lo siguientes valores

y b= (8,21). Mostrar que el método

iniciales
(a) zo=(1,4) (b) zp=(1,0) (¢) xo=1(5,2)
(5) Considerar el sistema i _T_ z i 8 . Estudiar autovalores y autovectores de la matriz

de iteracién asociada al método de Gauss-Seidel, decidir si el método es convergente o
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no y, sin hacer calculos, predecir el comportamiento de las sucesiones que se obtienen
con los siguientes valores iniciales.

(a) =z =(2,0) (b) xp = (-0.03,0.03) (¢) xo=1(0,1)
Decidir si en este caso el método de Jacobi resulta convergente.
(6) (a) Mostrar que toda matriz A € IR"*"™ con det(A) > 1 tiene un autovalor A, real o
complejo, con |A| > 1.
(b) Decidir si el método de Jacobi converge o no para un sistema dado por la matriz

-1 1 2
A= 4 -1 3
5 6 -1
(7) Sean A, B € IR**3 las matrices
a ¢ 0 06 0
A=\ ¢ a ¢ |; B=| b 0 b
0 ¢ a 06 0

(a) Probar que lim,, .o, B" = 0 si y sélo si |b] < v/2/2.
(b) Dar condiciones necesarias y suficientes sobre a, ¢ € IR para la convergencia de los
métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel aplicados a la resolucion de Ax = v.
(8) (a) Probar que si A tiene una base de autovectores v;, con autovalores \;, la matriz

B=1+4+s4A, s€IR

tiene los mismos autovectores, con autovalores v; = 1 + s\;.

(b) Sabiendo que los autovalores de la matriz A € R(?—Dx(n=1)
-2 1 0 0
1 -2 1 0 0
A= ‘
0 1 -2 1
0 0o 1 =2
son \j = —4sin ;%’ 7 =1,...,n— 1, decidir si el método de Jacobi aplicado a

Ax = b es convergente 0 no.
(c¢) Decidir si el método de Gauss-Seidel resulta convergente. En caso afirmativo, jqué
método converge mas rapido?
Comentario: FEste problema es interesante por sus aplicaciones, pues
corresponde a la discretizacion de la ecuacion de Poisson en una di-
mension espacial:

2U
=@, eep)
u(0) =u(1) =0.

(9) Sea By la matriz asociada al método de Jacobi de un sistema dado. Estimar
(a) cudntas multiplicaciones y divisiones se requieren para calcular Bj.
(b) cuédntas multiplicaciones y divisiones se requieren para para realizar una iteracién
con el método de Jacobi.
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(c) si p(By) < 1, cudntas iteraciones se necesitan para reducir el error del método en
més de 107" (en funcién de p(By)).

(d) cudntas multiplicaciones y divisiones se requieren para calcular la solucién del
sistema por el método de eliminacién gaussiana.

(e) cuédntas iteraciones del método de Jacobi podrian realizarse antes de igualar la
cantidad de operaciones necesarias al usar el método de eliminacién gaussiana.

(10) Sean By y Bgs las matrices asociadas al método de Jacobi y de Gauss-Seidel respec-
tivamente del sistema Ax = b.

(a) Mostrar que si A(i, k) = 0 entonces, el elemento B;(i,k) = 0. Notar que si A es
una matriz rala (con muchos ceros) entonces B; también lo es. Luego, en cada
iteracién se requieren pocas multiplicaciones.

(b) Mostrar que A = 0 siempre es un autovalor de Bgg. ;De qué autovector?

(11) Dada una matriz
a1 a2 a13
A= | a2 ax az
azy asz2 as3
y un vector b € IR3, se quiere resolver el sistema de ecuaciones Az = b; para lo cual
se considera el siguiente método iterativo, que es un caso particular de los métodos
llamados Jacobi por bloques:

-1 -1
a1 ajz 0 0 0 a3 a1 a2 0O

Tpy1=— | a1 az O . 0 0 ag | -zp+ | an ax O - b,
0 0 a3z ag; aza O 0 0 as3

Este método resulta convergente para los siguientes datos:

8 2 -3 —20
A= -3 9 14 y b= 62
3 -1 7 0

Hacer un programa que calcule la sucesién de aproximaciones generada con valor inicial
el vector nulo y que se detenga cuando ||zpy1 — Tx|jeoc < 107* (es decir, cuando la
iteracién “se estabiliza”).

(12) Sea A € R™ ™. Probar que A = 1 es autovalor de la matriz de Jacobi (o Gauss-Seidel)
de A si y solo si A es no inversible.

(13) Para resolver el sistema Az = b, se utiliza un método iterativo cuya matriz de iteracién
J es diagonalizable y satisface p(J) < 1. Sea e el vector error en el k-ésimo paso.
(a) Demostrar que |lex||oo = O(p(J)¥).
(b) Probar que si eg # 0 para todo k € IN y p(J) # 0, la sucesién (||ex||oo)ken tiende

a 0 linealmente.
(14) Utilizar la iteracién de Gauss-Seidel para resolver el sistema A,z = b, para

1 2 1
An:<24+n12) yoob= (12— ).

,Cémo es la convergencia? ;Tiene ésto que ver con el mal condicionamiento de A? Dar
un ejemplo de una matriz mal condicionada para la cual la convergencia sea rapida.
(15) Hacer un programa que pida el ingreso de una matriz A y un vector b y luego
e calcule las matrices de iteraciéon de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel.



3. EJERCICIOS 63

e calcule el menor de los radios espectrales de las dos matrices anteriores y, si este
valor resulta menor a 1, entonces realice las primeras 10 iteraciones del método
correspondiente (o de cualquiera de los dos métodos en caso de que los radios
espectrales resulten coincidentes), con valor inicial el vector nulo.

(16) Considerar el sistema Ax = b para A = ( 664 :(1; > y b=(1,2).
(a) Demostrar que el método de Jacobi converge para todo dato inicial. Verificar, sin
embargo, que la matriz no es diagonal dominante.
(b) Sea J la matriz de iteracién. Hallar las normas 1, co y 2 de J. Hallar una norma
|| || en la cual ||J]| sea < 1.






CAPITULO 4

Resolucion de ecuaciones no lineales.

En muchos problemas, aparece en forma natural, la necesidad de calcular el valor de x donde
una funcién f se anula, es decir, una raiz de f. En general, con las herramientas analiticas que
se usan para estudiar y graficar funciones suaves (derivables) sélo podemos analizar si hay un
intervalo [a, b] donde el gréfico de f cruza el eje x.

En este capitulo, veremos distintos métodos que nos permitiran aproximar el valor de una raiz,
éste valor suele hallarse por aproximaciones sucesivas y por ende los métodos a utilizar son
iterativos. En muchas ocasiones, sélo tiene sentido encontrar una solucién aproximada. A veces,
el calculo exacto no es posible ya sea porque se trata de una raiz irracional (f(z) = 22 —2) o
porque la funcién viene dada por coeficientes cuyos valores se conocen sélo en forma aproximada.
Lo importante al utilizar métodos que estimen el valor deseado es, como venimos remarcando
en estas notas, poder controlar el error que se comete al utilizar un valor aproximado en lugar
del exacto.

El problema se plantea de la siguiente manera: Dada f : IR — IR (o bien f : [a,b] — R) se
quiere encontrar r tal que

f(r)y=0.

El céalculo aproximado de raices puede dividirse en dos etapas. En la primera, se separan las
raices. Es decir, se busca un subintervalo de [a,b] que contenga una y sélo una raiz de f. Para
asegurar la existencia de al menos una raiz en el intervalo propuesto se utiliza el teorema de
Bolzano. Para asegurar que no hay mas de una raiz se usa el teorema de Rolle, es decir, se
verifica que la derivada primera no cambie de signo en dicho intervalo. En la segunda etapa, se
aplica un método para aproximar la raiz aislada.

Antes de describir el primer método de estas notas, el de biseccién, recordamos el teorema de
Bolzano.

TEOREMA 4.1. Bolzano Sea f : [a,b] — IR continua en [a,b]. Si f(a)f(b) <0 (o sea f(a) y
f(b) tienen distinto signo) entonces existe alguna raiz de f en el intervalo [a, ).

1. Método de biseccion.

Este método, que se apoya en la idea geométrica del teorema de Bolzano, permite construir una
sucesion (z,)pen que converge a la solucién de f(z) = 0 de la siguiente manera.
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Supongamos que f(a)f(b) < 0. Calculemos ¢ =
f(b) <0, entonces

“TH’. Supongamos, por ejemplo, que f(a) >0y

(1) Si f(c) = 0 listo.
(2) Si f(c) <0, habra una raiz en [a, c].
(3) Si f(c) > 0, habra una raiz en [c, b].

Ahora se elige el subintervalo, cuya longitud es la mitad de [a,b] y que contiene a la raiz. Este
proceso se sigue sucesivamente.

Asf se genera una sucesién r, = “TH’ € [a1,b1], x2 € [ag, ba], x3 € [ag, bs] ...donde cada intervalo
[an, by] mide la mitad del anterior,
b—a
bl —ay = 9
b b —a b—a
—a —
9 — a2 5 1
b—a
b, —a, = =
Ademis,
a<a; <ag < <b
b>by > by > >a

Entonces a,, y b, son sucesiones mondtonas y acotadas y en consecuencia convergen, es decir,
existen los limites

lim a, y lim b,.
n—oo n—oo
Y como
b—a
|br, — an| < —0

se tiene que

lim a, = lim b, =r.
n—oo n—oo

En cada paso se verifica f(ay,)f(b,) < 0y tomando limite (usando que f es continua) resulta

f(r)? <o.

Entonces 7 es la raiz buscada pues cumple, f(r) = 0.
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Por otra parte el error puede acotarse de la siguiente forma. Tenemos que

_ Qp-1+ brn—1
Ty = — 5
entonces

1 b—a
’T - $n| < i(bn—l - an—l) < on -
Resumiendo, hemos demostrado,
TEOREMA 4.2. Si f : [a,b] — IR es continua y f(a)f(b) < 0 entonces, el método de biseccion
genera una sucesion T, tal que,
(1) &y, — 1 con f(r) =0,

—a
(2) Ir— ol <

Una de las ventajas que tiene el método de biseccién es que converge para cualquier f continua,
es decir no hace falta derivabilidad como en otros métodos que veremos mas adelante.

EJEMPLO 4.3. Calculemos v/2.

Tomemos f(x) = 2% — 2y [a,b] = [1,3]. Se tiene f(1) = —1 < 0 < f(3) = 7 y con un gréafico de
f podemos asegurar que no hay otra raiz positiva. La suecsién que produce el método es:

x] =2 f(z1) =2 [a1,b1] = [1, 2]

x9 =15 f(z2) =0.25 [ag, bo] = [1,1.5]

z3 = 1.25 f(xs) = —0.4375 [az, bs] = [1.25,1.5]

x4 = 1.375 F(z4) = —0.109375 a4, ba] = [1.375, 1.5]

w5 = 14375 F(x5) = 0.06640625 [as, bs] = [1.375, 1.4375]
26 = 1.40625 F(xg) = —0.022. .. [ag, bg] = [1.40625, 1.4375]

z7 = 1.421875 flz7) =0.02... [a7, b7] = [1.40625,1.421875]

zg = 1.4140625

Para xg, vemos que la aproximacion lograda tiene 4 cifras exactas. Fue necesario hacer ocho
pasos para obtener cuatro cifras exactas (v/2 = 1.4142...).

Del analisis hecho en general sabiamos que,
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b—a 2 1
2 — <—— = —= = —,
V2—wsl < = = 5 = 35
Entonces el error relativo es
V2~ s <1 o005~ 2
V2 128+v/2 1000

La desventaja del método de biseccién es que converge muy lentamente, por ejemplo en compa-
racién con el método de Newton-Raphson que veremos mas adelante.

En cada paso la cota del error, (b — a)/2", se reduce a la mitad,
b—a
271

leny1] <

En consecuencia se reduce 1—10 en tres o cuatro pasos (se gana una cifra en tres o cuatro pasos).

2. Método regula falsi

Este método llamado “regula falsi” o de falsa posiciéon puede verse tanto como una variante del
método de biseccién como del método Newton-Raphson, que veremos en la préxima seccion.

Supongamos, nuevamente, que tenemos una funcién f : [a,b] — IR continua que verifica
f(a)f(b) < 0 (entonces existe una raiz, r, en [a, b], por el teorema de Bolzano) y supongamos
que la raiz es Unica en ese intervalo.

Definimos x1 como la interseccién de la recta secante L con el eje x (en lugar de tomar el
promedio IFT“, como se hace con el método de biseccién).

La recta L, que une los puntos (a, f(a)) con (b, f(b)) tiene ecuacién:

y— )= Ty

Como z1 es el valor de x que cumple y = 0, se tiene,

xlza—&(b_a):M

f(6) = f(a) f(0) = f(a)

Si f(z1) # 0 entonces f(a)f(z1) < 0 o bien f(b)f(x1) < 0. Supongamos f(b)f(z1) < 0, defini-
mos xo con el mismo procedimiento anterior con el intervalo [z1,b] = I1, y asi sucesivamente.

Observemos que puede suceder que |I,,| no tienda a cero, pero sin embargo x,, — r para toda f
continua.
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Método de Regula Falsi: tres iteraciones

Solucion exacta

Ficura 4.1.

3. Método de Newton-Raphson.

La idea del método es “ir por la tangente” como se describe a continuacién.

Se empieza con zg. Se traza la tangente en xq y se define x1 como la interseccién de la tangente
con el eje z. Luego se traza la tangente por x1 y se toma zo la interseccion de la tangente con
el eje x, y asi sucesivamente. Esto genera una sucesion x,, como muestra la Figura 4.2.

Observemos que hace falta que f sea derivable. Ademds, puede ocurrir que la sucesién que
produce este método no sea convergente. Esto ultimo se puede ver graficamente con el ejemplo
que muestra la Figura 4.3.

Sin embargo veremos que el método converge muy rapidamente si g estd “suficientemente cerca”
de una raiz, bajo condiciones bastante generales sobre la funcién f.

Descripcion analitica de método de Newton-Raphson.

Sea f :[a,b] — IR derivable, xy € [a, b], se toma x; tal que

f(zo) + (21— 20) f'(z0) = 0
Y en general, se toma x,4+1 tal que

f(@n) + (Tny1 — x0) f'(2n) = 0
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Método de Newton—-Raphson

Figura 4.2.

f(x)

FiGgura 4.3.

o sea,

Ip+1 = Tn — f/(ZL‘ )
n

Observemos que para que esto tenga sentido, hay que suponer f’(x,) # 0, esto es obvio
graficamente como muestra la figura 4.3.
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Ahora analicemos la convergencia del método. Sea r una raiz simple de f, es decir, f(r) = 0,
f(r) # 0 y supongamos que f” es acotada.

Debemos estimar el error que se comete al usar x,, en lugar de la solucién exacta (y desconocida)
r. Esto es, estudiamos la expresién e, = z,, — r y vemos si e,, — 0.

e

Recta tangente a fen X

Ficura 4.4.

Para analizar la convergencia del error miramos la sucesion recursiva

f(@n) f(@n)

€n+1:l‘n+1—’l“:$n—f/(xn) —T:@n—f/(xn)

entonces

enf'(wn) = f(2n)

T T Plaw)

(4.1)

Observemos que si f'(r) # 0 entonces f’(z,) # 0 para x, cercano a r (esto lo justificaremos con
mas precisién después).

Usando el desarrollo de Taylor de orden 2 centrado en la raiz r se tiene,

1

0= f(r) = flen) = (@n =) (xn) + 520 — )2 f"(€)

donde £ es un valor intermedio entre x, y r. Entonces
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en'(en) — fan) = 5 £(€)62

Reemplazando en la igualdad 4.1 queda

1 f"(€) »

§f’(93n)e (4.2)

En+1 =

Con todo esto podemos demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 4.4. (de convergencia) Si r es un cero simple de f (i.e. f'(r) #0) y sea I =
[r — a,r + ] un intervalo tal que |f'(z)| >0 >0 y |f"(x)] < M en I. Entonces,

Eziste € > 0 tal que I, = [r —e,r+¢| C I y se tiene que |e,| — 0 y
1M
lensil < 5 lenl?, (4.3)

stempre que xqg € I..

Demostracién. Como las cotas para f’y f” siguen siendo ciertas para cualquier subintervalo de
I, podemos elegir € > 0 tal que

1M
s—e=A<L
29
Entonces, si xg € I. tenemos que |eg| = |xg — 7| < € y usando (4.2) obtenemos
le1| = [z1 — | < Aleol.

En particular, z1 € I.. Anédlogamente,

le2] = |w2 — 7| < Alex] < N[eq|

y x2 € I.. Continuando de esta manera, obtenemos una sucesion (z,)nenv C I tal que
len| < A"|egl.

Como 0 < A < 1 se tiene que |e,| — 0 si n — oco. Finalmente, la desigualdad (4.3) se obtiene de
(4.2). m

COROLARIO 4.5. Si f' es continua y f" es acotada en [a,b] y r € [a,b] es una raiz simple de
f, entonces existe un € > 0 tal que si xg € I = [r —e,7 +¢] C [a,b], el método de Newton
empezando en Ty converge a .



3. METODO DE NEWTON-RAPHSON. 73

Demostracién. Como f'(r) # 0y f' es continua, existen o > 0y § > 0 tales que I =
[r—a,7+a] C [a,b] y |f'(x)] > 0 para todo z € I. Ahora estamos en las condiciones del
teorema 4.4. O

OBSERVACION 4.6. Un caso particular del corolario 4.5 es una funcion C%([a,b]) que tiene a
r € [a,b] como raiz simple.

Ahora, queremos estudiar la rapidez con la que una sucesion generada por un método, converge
a la solucién exacta. Para eso necesitamos la siguiente

DEFINICION 4.7. En general podemos definir que un método es de orden p si

hm ‘en+1| _ t

hm |en+1| — 0
n—00 |en|P*€

Y

n—oo |e,|P

Observemos primero que cuanto mas grande sea p mejor. Ahora, veamos que significa ésto
geométricamente. Para valores grandes de n, es decir, asintéticamente, se puede considerar que
el comportamiento de las sucesiones |e,11| y |en|P son equivalentes, lo que se expresa como

|ent1] ~ Clen|”.

Por otra parte, si se obtiene una desigualdad de la forma
lent1] < Clenl?

podemos asegurar que el orden de convergencia es por lo menos p.

La convergencia para el método de Newton-Raphson es cuadratica, es decir, p = 2. Si bien, con
la desigualdad (4.3) podemos asegurar que existe C' > 0 tal que

leny1] < C|€n|2

de la igualdad (4.2) se deduce que el método, en general, converge cuadraticamente. Esto es, en
cada paso el error se reduce cuadraticamente (o sea es menor o igual que el cuadrado del error
del paso anterior).

Esta es la gran ventaja del método de Newton. El nimero de cifras correctas se duplica (esen-
cialmente) en un paso.

Este resultado de convergencia es “local”, o sea, el teorema garantiza la convergencia si se
empieza “suficientemente cerca” de r. En la préictica es un tema dificil determinar lo que es
“suficientemente cerca”. Muchas veces, se combinan unos pasos del método de biseccién para
encontrar un intervalo en el que se aplique el Teorema 4.4. Sin embargo, el método de Newton
funciona en forma excelente (incluso en N variables) y es de los mas usados.
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EJEMPLO 4.8. Calculemos, aplicando el método de Newton una aproximacién de v/2. Compa-
remos el resultado con el que se obtuvo al aplicar el método de biseccién. Como antes la funciéon
es f(x) = 22 — 2 y elegimos ¢ = 3. Tenemos

fxn) 22-2 x, 1
=Ty, — =xp — =—4 — 4.4
ot o fl(xn) o 2z 2 * Tn ( )
Y aplicando esto obtenemos
x0=3 xg = 1.41499843 ...
x1 =1.833... xq = 1.41421378...
xo = 1.4621212. .. x5 = 1.414213562. ..

Observemos que

V2 = 1.414213562.. ..

Es decir, con cinco pasos del método tenemos mas de diez cifras exactas, mientras que con
biseccién en ocho pasos tenfamos cuatro cifras exactas.

Comentario. Hacia el ano 2000 a.C. los Babilonios usaban el siguiente método para “calcular”
el numero /p si p € IN. Si a > /p se tiene que P < /p. Luego /p es un ntimero entre P Vv a.
a a

) 1 P . . ., , .
Entonces, consideraban el promedio 5(& + =) como primera aproximacién, asi sucesivamente.
a

Esto coincide con el método de Newton, de 1669 d.C., aplicado a la funcién z? — p. Comparar
con (4.4).

EJEMPLO 4.9. Como segundo ejemplo veamos que sucede con f(z) = 23, r = 0. Es claro que la

Unica raiz es r = 0. Lo que se pretende con este ejemplo es mostrar alguna de las dificultades a
tener en cuenta cuando se aplica el método de Newton. La sucesion que produce este método
es:

_ 1:% _ 2
Tn+l = Tp — ﬁ gxn
Entonces
2
’en+1| = §’€n|
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En este caso, observamos que la convergencia es lineal y no es cuadratica. Lo que sucede es que
no se verifica la hipétesis de que r sea una rafz simple (f/(r) = 0 en este caso).

EJEMPLO 4.10. Este es un ejemplo donde el método de Newton-Raphson no converge. En este
caso, la hipotesis que no se cumple es la derivabilidad de f. Consideremos la funcién

NZ x>0
—/—x x <0,

conr =0.

Un calculo sencillo permite ver que f no es derivable en la raiz. En cualquier otro valor se tiene

1 1
5T 2 x>0
/() = 1
F(—x)72 z < 0.
Es decir,
1
J(@) =l ™2,

La suecion que produce el método se escribe como

Tptl =Ty — — = Ty — 2Ty, = —Tp.

Ahora, salvo que comencemos en la raiz (con lo cual no necesitariamos de un método para
hallarla) se tiene que z,, es positivo o negativo.

Supongamos que x, > 0, entonces Tp11 = —xp < 0y Tpio = —Tpt1 > 0.

Si seguimos el proceso que genera x, desde un x( inicial vemos que la sucesion es:

i) — —X0 — i) — —X0 — ...

Concluimos que, en este ejemplo, el método de Newton no converge para ningin xg por mas
cerca de r = 0 que esté.

Ahora veamos un teorema de convergencia global para el método de Newton que se aplica a
funciones convexas. Una funcién se dice convexa en (a,b) si la recta tangente al grafico de f
esta por debajo de éste para todo los z en el intervalo. Si la funcién es dos veces derivable esto
corresponde con la condicién f” > 0. En este caso, f puede tener un valor minimo. Digamos, si
existe, que lo alcanza en x*.
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TEOREMA 4.11. Sea f dos veces derivable en [a,b] tal que f” > 0 (f es convera), entonces el
método de Newton-Raphson converge para todo xg # x*. Es decir, en este caso no hace falta
pedir que xq esté cerca de r.

Demostracion. Si pérdida de generalidad podemos suponer que f es “mondtona” (si estamos a
la derecha de z*, la iteraciéon de Newton nunca ird a la izquierda, ver figura 4.2).

Si zg > r entonces r < 1 < xg y en general

To>T1>x2> 000>y > 0o >T

y entonces la sucesiéon z,, converge pues es monétona. Veamos que converge a una raiz de f.

Supongamos que x, — «, luego tomando limite en la expresion z,11 = x, — ]{,(é’;)) y usando

que f’ es continua queda

@
f'(@)
de dénde f(a) =0y o = r pues supusimos f monétona. ]

Si bien este teorema es bastante claro geométricamente para funciones definidas en IR, su interés
radica en su extensién a IRY.

4. Método de punto fijo

El método de Newton puede verse como un caso particular del método de punto fijo.

La idea es reemplazar la ecuacién f(x) = 0 por otra de la forma = = g(x) de manera que la
solucion de ésta sea la solucién del problema original.

Esto puede hacerse de diversas maneras, por ejemplo, si

f(z)=2® — 13z + 18

podemos tomar g(z) como cualquiera de las siguientes funciones

v’ +18 L 132 — 18
g1 (z) = 13 g2(z) = (132 — 18)3, g3(x) = —a

Una vez encontrada ¢ una funcién continua, el problema se reduje a encontrar puntos fijos de
g, es decir, r tales que

r=g(r).

Se define una sucesién por iteracion, se elige un xg y después se toma
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Tni1 = g(Tn). (4.5)

Observemos que si la sucesién generada por (4.5) x,, converge, entonces lo hace a un punto fijo
de g. En efecto, tomando limite y usando que g es continua se tiene que si x,, — 7 entonces

r=g(r).
TEOREMA 4.12. Sea I = [a,b] si g(I) C I entonces g tiene al menos un punto fijo en I.

Demostracion. Como g(I) C I se tiene que a < g(a) < by a < g(b) < b, sia=g(a)ob=g(bh)
listo. Sino, g(a) —a >0y g(b) —b < 0. Entonces la funcién F(z) = g(z) — x cumple, F(a) > 0
y F(b) <0y como F es continua existe un r en I tal que 0 = F(r) = g(r) — r. O

TEOREMA 4.13. Si g es ademds derivable y |¢'(x)] <A< 1Vx €I yg(I) C I entonces g tiene
un unico punto fijo.

Demostracion. Si hay dos puntos fijos, r1, 9 con r1 # ro, tenemos

Ir1 = o] = |g(r1) — g(r2)] = 19" () (r1 — r2)| < Alry — 12| < [r1 — 72
una contradiccion. O

Bajo estas mismas hipdtesis, la sucesion generada iterativamente converge y se puede dar una
cota del error en términos de A.

TEOREMA 4.14. Sea g tal que |¢'(x)] < X< 1Vax €I yg(I) C I entonces la sucesion x,, definida
por

Tnt1 = G(Tn)
converge al unico punto fijo de g y ademds,

(1) [zn = 7] < A|2o — 7|
(2) len] < 25|21 — w0l O sea, se tiene una acotacion en términos de |z1 — xo| que es
conocido.

Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que existe un uinico punto fijo de g que llamamos
r. La hipétesis sobre la derivada de g implica que |g(z) — g(y)| < Az — y|, o sea g es Lipschitz
con constante X\. Entonces

[Zpt1 — 7l = |g(@n) — 9(r)] < Alan —r
y de aqui, como A < 1 se tiene que

|z, — 7| < AN'zg —r| — 0.
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En particular demostramos que x,, — 7.

Por otra parte, intercalando x; y usando desigualdad triangular,

|zg — 7| < |wo — 21| + |21 — 7| < w0 — 21| + A2 — 7.

Entonces
(I =XN)|xog—7| < |z — 20
y como
Ty — 1| < AN xg — 7|
se obtine la estimacién 2). O

La figura 4.5 muestra graficamente como se genera una sucesién por el método de punto fijo.
En dicho grafico 0 < f(z) < 1.

FiGgura 4.5.

Para aplicar el teorema 4.14 hay que garantizar que g(I) C I (o sea primero hay que encontrar
un tal [).

Si r es un punto fijo de g con |¢'(r)| < 1 este intervalo I existe, resultado que probamos en el
siguiente teorema.
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TEOREMA 4.15. ¢’ continua en (a,b), r € (a,b) un punto fijo de g. Si |¢'(r)] < 1, entonces
existe € > 0 tal que la iteracion es convergente siempre que xo € I. = (r —e,r + ).

Demostracion. Como |¢'(r)] < 1, existe una constante K < 1 y un € > 0 tales que |¢'(z)] < K,
Ve € I. = (r —e,r+¢) (por la continuidad de ¢’). Entonces, Vz € I,

lg(z) —r| =lg(z) —g(r)| < K|z —r| < Ke <e¢

o sea, g(I.) C I., y podemos aplicar el teorema anterior en I.. |

5. Método de la secante

En este método tenemos que x,4+; es funcién de z, y de x,—1. La idea es la misma que en
el método “regula falsi”, trazar la secante, pero este método es diferente pues se usan las dos
ultimas aproximaciones x,_1 y T, en lugar de encerrar la raiz como en “regula falsi”. Para
empezar hay que dar dos valores g y ;.

La ecuacién de la secante que une los puntos (z,—1, f(zn—1)) y (zn, f(x,)) es

f(an) — f(on-1)

Tp — Tn-1

y:f(xn)"’_(x_xn)

entonces se define x,41 como la interseccién de esta recta con el eje x, asi, x,41 verifica

f(an) — f(an-1)

Tp — Tp—1

0= f(zn) + (Tnt1 — 2p)
es decir,

Ty — Tp—1

flan) = flan-1)

Tn4+l = Tp — f(xn)
Observemos que esta férmula es andloga a la de Newton reemplazando f’/ por un cociente
incremental.

La ventaja es que no hay que calcular la derivada de f (esto es de gran ayuda en un caso en que
1! sea dificil de calcular).

La desventaja es, segiin veremos, que la convergencia de la sucesion es més lenta que la que
produce el étodo de Newton.

Observemos que la iteracién del método de la secante también puede escribirse como
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€T 1= f(l‘n)xnfl - f($n,1)xn
" F@n) — fany)

Analicemos el orden de convergencia de este método, segin la definicién 4.7. Tenemos

fr)y=0 y e,=r—x,.
Luego,

entl =T —Tpr1 =T — f(mn)xn—l - f($n_1)ajn
n+ n+ f(l'n) — f(xn—l)

_ enflf(xn) - enf(linfl)
f(@n) = flzn-1)

en—1(f(zn) — f(r)) — en(f(r) — f(@n-1))
f(zn) = f(Tn-1)

f()—f(@n_1)

Tp—1—T

f(xn)_f(r) +

Tn—T

f(xn) - f(xn—l)

—€n€n-1 €n€n—1

Es decir,

f(mn—l)*f(T) _ f(’l”)*f(l‘n)

Tp—1—T Tp—T

€n+1 = €n€n—1 f(l'n) — f(xn—l)

Definamos ahora las diferencias.

Primera diferencia :

!/
flo,b) = B0 =1 pe)
Segunda diferencia :
fle)=f) _ f(b)=f(a)
f[a, b, C] _ c—b b—a

c—a

Entonces el error del método de la secante verifica,

f[xnfb T, wn]

€n+l1 = —€En€n—1 f[ﬂj‘ Lz ] .
n—1;ZTn
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LEMA 4.16. .
f[(l,b, C] = §f”(77)

Demostracion.

f(z) = f(a) + fla,bl(x — a) + fla,b,c](x — a)(z — b) + Resto.

Despreciamos el resto y nos quedamos con el polinomio de grado 2:

f(a) + fla, bl(z — a) + fla, b, c|(x — a)(z — b)

Se verda més adelante que este polinomio es el polinomio interpolador de grado dos.

Sea

9(x) = f(z) = f(a) + fla, b)(z — a) + fla, b, c|(x — a)(z — b) (4.7)

g cumple que g(a) =0, g(b) =0y g(c) = 0.

Entonces ¢’ se anula en por lo menos dos puntos y de ahi que existe n con g”(n) = 0. Ahora,
derivando dos veces la expresién (4.7) y evaluando en 7 se obtiene

0= g”(n) = f//(77) - Qf[av b, C]v
es decir,

flabcl = 3 f(n).

Aplicando el lema 4.16 a nuestra expresién de e, 41 dada en (4.6) queda

€n+1 = _f,((g:))enenl

y de acé se puede deducir la convergencia local.

TEOREMA 4.17. Si f'(r) #0, |f”| < K en un entorno de r y xo, x1 estdn suficientemente cerca
de r, es decir existe € > 0 tal que si xo,x1 € I = (r —e,r + ), entonces

e, — 0.
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Demostracion. Existe e > 0 tal que |f’| > 0 en I, entonces si g, x1 € I. tenemos que

ezl < Sslealleo] < 5ce?
e —lex]le —e
2= g5 PHITON= 95
y si ahora pedimos (quizés achicando el ) que

K

—e=A<1

26
nos queda que

le2] < Ae < e

y entonces xo € I.. Ahora bien
K K
les] < %|62H61‘ < %/\52 < A%

K K
leq] < %’63"62‘ < %6)\28)\ < e

Y podemos concluir por inducciéon que

len] < A" le — 0.

Veamos el orden de convergencia del método de la secante, tenfamos

lf”(nn)

|€n+1‘ = | - 9 f’(fn) ||en||enfl| = Cn|en”en71|,

y ademas, si llamamos ¢y, al limite de ¢, tenemos

1/"(r)
2 f'(r)

cn—>coo:‘

Supongamos que f”(r) # 0, de esta forma ¢y # 0.

Buscamos p tal que

lim 1ol _ o g,

nte Jel?

Tenemos
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|ent1] _ 1-p _ leal \®
enl? = cplen| "Plen—1] = cn el )

Sia=1—pyap=—1,0sea

entonces p es solucién de
pP—p—1=0,
y como p > 0,

p=—""—1618..

Con esta eleccion de p tenemos que
_ len+t1]
len P

n
cumple la iteracién de punto fijo (salvo que ¢, es variable pero converge a c¢),

_1
Yn+1 = CnYn .

1
Entonces, y,, converge al punto fijo de la ecuacién x = cx » (esto es cierto porque p > 1y se
1
ve directamente escribiendo la iteracién). El punto fijo es T = ¢&. Entonces nos queda que

1
P

1f7(r)
2 f'(r)

|6n+l‘
len|?

~Y
’ )

para n grande.

Ahora veamos una idea intuitiva de la demostracion directamente.

Si suponemos |en 1| ~ |en|? tenemos |eni1] ~ |en|P ~ |en_1|P" v de la relacién entre e, 41, ey,
y en_1 se tiene |en_1|P° ~ |en_1|Plen—1]. O sea, |en_1|P°"P~! ~ cte. Luego p > 0 tiene que ser
solucién de p?> —p —1 =0 y entonces p = 1+—2‘/5 = 1.618....

6. Ejercicios
(1) Usar el método de biseccién para hallar una raiz positiva de la ecuacién trascendente:
2x = tan(z)

;Cuéntos pasos hay que hacer para garantizar que el error sea menor que 107°?
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(2) Hacer un programa en Matlab que ejecute los primeros 20 pasos de los métodos de
biseccién y Regula-Falsi para hallar una raiz de la ecuacién 223+ —2 = 0 comenzando
con el intervalo [0, 1].

(3) Hacer un programa en Matlab que ejecute los primeros 20 pasos de los métodos de
biseccién y N-R, para calcular /2 comenzando con valores iniciales apropiados.

(4) Demostrar que la ecuacién

f(z) =€e*+5sinz —2=0

tiene una tnica rafz en el intervalo (0, ). Encontrar las cotas necesarias de |f'| y | f”|
para determinar un valor inicial de modo que el método N-R converja a la raiz. Aplicar
el método para hallar una aproximacién de ésta. ;Cudl es el orden de convergencia?

(5) Considerar la funcién f(z) = . Determinar para qué valores de z( la iteracién

14+ |z
N-R es convergente, para cudles es| d|ivergente, y cudndo se obtienen ciclos periddicos.

(6) Se quiere resolver la ecuacién f(z) = 0, donde f(x) = e® — 2. Calcular los 10 primeros
términos de las sucesiones generadas por los métodos N-R y de la secante, comenzando
con los valores iniciales 1 = 3 para el primer método e y; = 3, y2 = 2.3 para el segundo.
Graficar simultaneamente las dos sucesiones obtenidas.

(7) Sea f una funcién C! y sea (z,)nen la sucesién que se obtiene de aplicar el método
N-R a f. Supongamos que x,, converge a ry f'(r) # 0, mostrar que r es raiz de f.

(8) Sea f una funcién suave, y a tal que f(a) =0,y f'(a) # 0.

(a) Suponiendo que en (a,b], f, f’, f” son positivas, probar que la iteracién de N-R
generada a partir de xg € (a,b) converge decrecientemente hacia a.

(b) Con las mismas hipétesis, si 1 € (a,zg), probar que la sucesién generada por el
método de la secante a partir de xg, x1 converge decrecientemente hacia a.

(9) Sea f(x) = x®. Se desea utilizar el método N-R para resolver la ecuacién f(z) = 0,
comenzando con xg > 0. Analizar el comportamiento del método en los casos
(a) a>1 (b) a =3 (c)a=1
(10) (a) Sea f(z) = (x —r1)(x —7r2)...(x —rq) donde r; < r9 < --- < 4. Probar que si
xg > rq la sucesion de N-R converge a ry.

(b) Para un polinomio P € R[z], P(z) = agz? + --- + ag, aq # 0, tal que sus d raices
son reales y distintas, se propone el siguiente método que aproxima los valores de
todas sus raices:

(i) Se comienza con un valor xp mayor que M = max{1, Zf:_g HZ;H} (Dato: M

es una cota para el médulo de todas las raices del polinomio).

(ii) Se genera a partir de xy la sucesién de N-R, que, segin el item anterior,
converge a la raiz mas grande de P, llamémosla r4; obteniéndose de este
modo un valor aproximado 7.

(iii) Se divide P por x — 74 y se desprecia el resto, dado que r4 ~ 74. Se redefine
ahora P como el resultado de esta divisién y se comienza nuevamente desde
el primer item, para hallar las otras raices.

Aplicar este método para aproximar todas las raices del polinomio P(z) = 223 —

4x + 1.
(11) Recordar que una raiz multiple de un polinomio f es una raiz simple del polinomio
f/ ged(f, /), donde ged indica el maximo comuin divisor. Hacer un programa en Matlab
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que aplique el método N-R a f(z) y a f(z)/gcd(f, f') para hallar la raiz miltiple de
f@) = (z = 1)(z - 2)%,

Demostrar que, a pesar que la funcién f no estd en las hipétesis del método N-R,
éste converge (aunque no tan velozmente como cuando la raiz multiple se halla como
solucién de f/ ged(f, f')).

Para f una funcién C? que tiene una raiz de orden 2 en zo:

(a) Demostrar que el método N-R converge sélo linealmente a xy.

(b) {Cuadl es el orden de convergencia de la siguiente modificacién?

Tptl = Ty — 2

Sea f(x) = 42% — 32 + 1 = 0. La ecuacién f(x) = 0 tiene una raiz doble. Aproximarla
calculando las 10 primeras iteraciones de los métodos N-R y N-R con la modificacién
del ejercicio anterior, comenzando con los valores iniciales ;1 = y; = 25. Graficar
simultdneamente las dos sucesiones obtenidas.
Se quiere aplicar el método N-R para dar una tabla de valores de la funcién y(z) definida
implicitamente por la ecuacién G(z,y) = 0 en un intervalo [a, b].
El método consiste en comenzar la tabla en un par de valores xg, g que verifican
xo =ay G(xo,y0) = 0 y proceder por incrementos en x hasta llegar al valor zy = b.
FEn cada paso se obtiene el valor de y,+1 aplicando el método N-R a la funcién
G(xp+1,y) donde y es la variable y x,41 permanece fijo; con valor inicial el valor de
yn obtenido en el paso anterior. Dado que la funcién y(z) se supone continua, esta
eleccién del valor inicial se supone apropiada.

(a) Aplicar el método para la ecuacion G(z,y) = 22 +y> — 1 = 0, comenzando en
xo = 0,y0 = 1 para valores de x en [0, 1]. Graficar junto con la solucién que se
obtiene de despejar analiticamente y comparar. Utilizar distintos valores para el
incremento y para la cantidad de iteraciones del método N-R en cada paso.

(b) Aplicar el método para G(z,y) = 3z” + 2y° — 2% + > — 3. Comenzar la tabla en
xg = 0,90 = 1 y proceder por incrementos en x de 0.2 hasta llegar a x5y = 10.
Dada F : R® — IR"™ el método N-R generalizado consiste en realizar la iteracion

vectorial
2*t =2k — (DF| )7L F (),
k

donde (DF|,x)~! es la inversa de la matriz diferencial de F' evaluada en z*.
Usar la versién generalizada a varias variables del método N-R para para resolver
el sistema de ecuaciones

20 —3y=0, z2—4>-3=0

comenzando con valores iniciales (zo,y0) = (2,1).

Resolver cos(x) = 2x, x > 0 comenzando con zy = 0.5 y utilizando:

(a) La iteracién de punto fijo x,,4+1 = %cos(xn)

(b) El método N-R.

Graficar, usando Matlab, las sucesiones obtenidas y comparar.

Sea g una funcién tal que ¢’ es continua en [s,b], donde s es un punto fijo de g. Si
ademds, se verifica que 0 < ¢'(x) < K < 1 para todo x € [s, b], mostrar que la iteracion,
comenzando con g € [s,b], converge decrecientemente a s.
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8$—1_ex

(18) Sea f :IRsp — IR definida como f(z) =

(a) Dibujar la grafica de f y determinar el nimero de raices de la ecuacién f(x) = 0,
localizando cada raiz entre dos enteros consecutivos.
(b) Para cada una de las siguientes funciones:

filw) = 50+ 2e), @) = o (

consideramos el siguiente método iterativo: dado zg = 1 sea
Tpyl = fl(SEn), n € IN, (Z = 1,2).
Estudiar si estas sucesiones convergen hacia alguna de las raices de f = 0.
(c) Utilizando Matlab, estimar las raices con estos dos métodos.

(19) Sea f(z) = 23 — 2 — 1. Se consideran las dos siguientes iteraciones de método de punto
fijo.

8:1:—1)

g(z) =23 — 1, h(z) = vz + 1.

(a) Determinar cuéles de estas funciones son apropiadas para la iteracién.

(b) Para las que si lo sean:

e Determinar un intervalo inicial I en el cual el método converja.

e Dar un valor inicial zyp € I y la cantidad de iteraciones necesarias para
aproximar la raiz de f con error menor que 10~° comenzando con el
dado.

(20) Dada la funcién f(x) =z +1/x —2, f : IRs¢ — IR, se construye el siguiente algoritmo
para aproximar la raiz r = 1:
Tpt1 =2—1/z,

(a) Verificar que si zyp > 1 entonces la sucesién {z, } es monétona decreciente y acotada
inferiormente por 1. Concluir que x, — 1, aunque esta iteracién no esta en las
hipdtesis del teorema del punto fijo. ;Qué hipdtesis no se cumple?

(b) Dar un algoritmo para aproximar la raiz de f que converja cuadraticamente.

(21) Sea f una funcién C! en las condiciones del método N-R. Sea g(z) = = — ]{,((‘?). Mostrar

que el método N-R es un método de punto fijo.



CAPiTULO 5

Interpolacion

El objetivo de este capitulo es estudiar cémo puede aproximarse una funcién por polinomios.
Una forma de hacer ésto es construir los polinomios de manera que coincidan con la funcién
dada en algunos puntos predeterminados, lo que recibe el nombre de interpolacion polinomial.
Analizaremos distintos métodos para resolver este problema y estudiaremos el error que se
comete al reemplazar una funcién por un polinomio interpolante.

Hay diversos motivos para estudiar este problema. Por un lado, el polinomio interpolante puede
utilizarse para reconstruir una funcién f a partir de una tabla de valores. Por otra parte, es
una herramienta fundamental para integracién y diferenciacién numérica, como veremos mas
adelante.

1. Interpolaciéon de Lagrange

En lo que sigue, si n € INp, llamaremos P,, al conjunto de polinomios de grado menor o igual
que n, incluyendo el polinomio nulo.

Supongamos que se sabe que la tabla de valores

(a:j): To | X1 | T2 | ... | Tp
(i) lwolw (w2 |- [ n

corresponde con datos de una funcién continua que se desconoce. Queremos poder modelizar
dicha funcién a por medio de un polinomio. Es decir, queremos encontrar un polinomio tal que

p(xj) = yj, Vji=0,1,...,n. (5.1)

Nuestro primer paso sera dar un resultado basico que establece que ésto es posible. Mostraremos
una forma concreta de hallar un polinomio p que verifique (5.1) y ademds veremos que si el
polinomio es de grado menor o igual que n, éste es tinico. Vamos a basar nuestra demostraciéon
en la Base de Lagrange que es una base de polinomios que construimos a continuacion.

Base de Lagrange: Para cada punto z;,j5 = 1,...,n, buscamos un polinomio de grado n que
se anule en todos los z; salvo x; donde queremos que valga 1. Por ejemplo, £y serd un polinomio
en P, tal que se anula en x1,...,x, y fo(zo) = 1.
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Como z1,...,x, son raices de {y, {o(xz) = a[[_;(x — z;); donde « es una constante que se elige
de modo que ¢y(xp) = 1. Imponiendo esta condicién obtenemos

=1
bo(z) = 5
[ (@0 — =)
i=1
De manera andloga, para cada j = 1,...,n,, el polinomio ¢; € P, tal que

1 i=j
fj(fvi)z&'j:{ 0 i

estard dado por

H(x — ;)

i7#]
T P R— (5.2)
[T — =)
i#]
Los polinomios {fy,¢1,...,¢,} se conocen como la base de Lagrange. Vale destacar que estos
polinomios sélo dependen de los datos {xg, x1,...,2Tn}-
TEOREMA 5.1. Dados xy,. .. ,r, y valores yg, ..., Y, existe un unico polinomio p, € P, tal que

pn(zj) =y;; Vji=0,...,n.

Demostracion. Usando la base de Lagrange definimos

polx) =Y yili(x). (5.3)
=0

obteniendo un polinomio p,, € P,, que verifica (5.1). Veamos que es tinico. Supongamos que hay
dos polinomios p,,, g, € P, que interpolan la tabla de pares (x;,y;), esto es

(Pn—qn)(z;) =0  Vj=0,...,n.

Entonces p, — ¢, es un polinomio de grado menor o igual que n con n + 1 raices distintas; es
decir, p, — ¢, es el polinomio nulo. O
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(2)
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(1) La escritura (5.3) se llama forma de Lagrange del polinomio inter-
polador.

El polinomio p, puede tener grado estrictamente menor que n. Por ejemplo, si se
considera la tabla de 5 valores

(z): | -4
(y):[9 ][5 [1

21011 |3
-1(-5

El polinomio de grado menor o igual que 4 que interpola la tabla es py(z) = —2z + 1.
Gracias a la unicidad, como se trata de un polinomio de grado 1, es suficiente mostrar
que en cada xj, p4 toma el valor y;; esto es inmediato.

Si los datos corresponden con una funcién f que es un polinomio de grado menor o
igual que n, es decir, f € P, y los valores y; = f(z;); entonces f = p, (la interpolacién
es exacta para polinomios).

El polinomio que interpola en n + 1 puntos distintos es tnico en P,. Si se permite
mayor grado hay infinitos. Por ejemplo, si ¢ es un polinomio cualquiera, el polinomio

p(z) = (—2z+1) +q(z)(z+4)(z+2)z(x — 1)(x — 3),

también interpola la tabla dada arriba.

Otra forma de demostrar la existencia (y de encontrar el polinomio) es por el método de los
coeficientes indeterminados. El polinomio serd de la forma

y se buscan ay, . .

pn(z) = ap + a1z + - + apa”

., ay tales que

pn(xj) = Yj.

Al evaluar, queda formado un sistema (n+ 1) x (n + 1)

1 zo =z g ag 10
1 x x% x ai Y1
1 2 n

Tn T xm an Un

La matriz de la izquierda se llama matriz de Van der Monde y como sélo depende de los datos

{.7}0, ..

Para ver que existe una solucién (ao, . . . , a,) y que es unica hay que ver que la matriz V' (z, . . .
es inversible. Esto equivale a ver que el niicleo es nulo. Ahora, si (a, . . .

*

xy} suele notarse por V(zg,...,zn).
al'n)

yapn) € Nu(V(zo,...,x,))

tendriamos
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ao—l—alxj—l—agx?—i—...—l—anx?:o Vji=0,...,n.

Entonces ap = ... = a, = 0 (pues un polinomio de grado n no nulo no puede tener n + 1 raices
distintas).

2
EJEMPLO 5.3. Se quiere interpolar la funcion f(x) = x3 en el intervalo [—1, 1] por un polinomio.
Si tenemos en cuenta la paridad de la funcién, podemos pensar que un polinomio de grado par
serd una buena elecciéon. La Figura 5.1 muestra el grafico de f junto con el polinomio interpolante
p que se obtiene al considerar 11 puntos equiespaciados. Si consideramos la diferencia maxima
entre f y el polinomio p evaluados en una malla suficientemente fina (puntos equiespaciados con

distancia h = 0.01), el error que se obtiene es grande como puede observarse en el grafico; el
error numérico = 1.4886...

0.8
0.6
04

0.2

-0.6L L L L L L L I I I I

FIGURA 5.1. Interpolacion de f(x) = 25 en [—1,1], (11 puntos equiespaciados)

2. Error de interpolacion

Cuando los datos obtenidos corresponden con datos de una funcién f definida en [a,b] y o,
Z1,..., Tn € [a,b], son n + 1 puntos distintos; el polinomio interpolador a encontrar serd un
polinomio p,, € P, que coincida con f en dichos puntos, es decir p,, verifica que

pn(x;) = f(xj) Vi =0,...,n.

La ventaja de obtener un polinomio que interpole a una funcién f de la cual sélo se conocen
sus valores en los puntos {zg,...,z,} es que, el polinomio, arroja una férmula que permite
sustituir la funciéon f y hacer evaluaciones en puntos diferentes a los conocidos. Para que este
reemplazo tenga alguna validez numérica es importante conocer una estimacion del error que
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se comete. Para ésto sera necesario suponer que la funciéon f verifica algunas condiciones de
suavidad. Llamemos a este error:

En(x) = f(.’L‘) _pn(x)v S [avb]'

Con el siguiente teorema, damos el primer paso para poder estimar el error cometido; es decir,
damos una expresion para E,(x).

Dados los puntos xo, ..., x,, utilizaremos la notacion W,,;; para designar al polinomio ménico
de grado n 4+ 1 que se anula en esos puntos. Es decir,

Wati(z) = (x = xo) -+ (z — @)

TEOREMA 5.4. Sean f € C"a,b] y p, € P, el polinomio interpolador de f en xg,...,Tn
puntos del intervalo [a,b]. Para cada x € [a,b], existe £ € [a,b], & = &(x), tal que

F(e)

E,(x) = f(z) — pp(x) = (n+1)!

Wn+1($).

Demostracion. Notar que Ep(z;) = 0y Wypii(x;) = 0 para todo j. Por lo tanto, podemos
suponer x # z;. Fijado x definimos la siguiente funcién de ¢,

F(t) = f(t) = pn(t) — aWpnpa (1)

f(@)=pn(z)

donde « se elige de modo que F(z) = 0. O sea, a = e

, que esta bien definida pues
Wy+1(x) # 0. Observemos que para todo 7,

F(x;) = f(2;) = pule;) — aWppa (2;) = 0.

Entonces F' se anula en los n+ 2 puntos xg, . .., Z,, . En consecuencia, por el teorema de Rolle,
F' tiene al menos n + 1 ceros, F” al menos n ceros y asi siguiendo se tiene que existe un punto
¢ € (a,b) tal que F"D(€) = 0. Como

FOD (@) = 004 — (n+1)la

Se obtiene,

FE) (@)~ pale)
()l Wan(o)

lo que concluye la demostracién. |

EJEMPLO 5.5. Se quiere interpolar la funcién f(x) = cos(z)® en el intervalo [—3,3] por un
polinomio.
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Si se eligen 10 puntos equiespaciados se obtiene un polinomio como muestra la Figura 5.2.
Si consideramos el error numérico, que es el que se obtiene como diferencia maxima entre f
y el polinomio evaluados en una malla suficientemente fina (puntos equiespaciados con paso
h = 0.01) se tiene un error de 0.4303... Tan sélo al considerar 25 puntos equiespaciados (tomados
a intervalos de longitud 0.25) se obtiene un error numérico menor que 1075, En este caso, en
una figura como la anterior, los graficos del polinomio y la funcién se confunden.

FIGURA 5.2. Interpolacion de f(x) = cos(x)® en [—3,3], (10 puntos equiespaciados)

3. Forma de Newton

La forma de Newton es conveniente para calcular el polinomio, en P,, que interpola a una
funcién f en xzq,...,Tn_1, T, una vez conocido el polinomio interpolador de f en xg,...,x,_1.

La forma de Newton del polinomio interpolador puede verse como una generalizacion del poli-
nomio de Taylor asociado a una funcién. En esta construccién aparecen las diferencias divididas
que presentamos a continuacion.

Primera diferencia dividida

Fla.y] — 10 = Fo)
Tr1 — X0

Segunda diferencia dividida

floo,ar,az) = o022 Lo

Asi sucesivamente se define la diferencia de orden k asociada a los puntos xg, ..., Tk,
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f[x(]’ o 7$k] _ f[afl, e 7$k$]k__f:£f)07 e 7$k71}.

La construccién de la forma de Newton se basa en la siguiente idea. Una vez obtenido pi € Py
que interpola a f en xg, ...,z escribimos pyi1 € Pri1 como

Pr+1(7) = pr(®) + agy1(z — w0) - - - (T — ).

Observemos que como el término agregado no modifica el valor de pg en xg, . .., g, Prr1 también
interpola a f en esos puntos independientemente del valor de apy1. Por otra parte, podemos
elegir

f(@p+1) — pre(@n41)
Tht1 — o) -+ (Ths1 — Ti)

ak+1 = (

de modo que piy1(Tpt1) = f(@pt1)-
Iterando este procedimiento desde k = 1 hasta kK = n — 1 se obtiene la forma de Newton

pn(z) = ap + ar1(x — o) + az(z —xo)(x —21) + ... +an(z —x0) - (. — 2p—1)

En lo que sigue veremos que los a; resultan ser las diferencias divididas y por lo tanto esta
expresion es analoga al polinomio de Taylor.

Por ejemplo sin =1,

p1(x) = ap + a1 (x — x¢)

y €Omo
p1(xo) = f(xo)  pi(z1) = f21)
tenemos
ao = f(zo) ar = flxo, z1].
Sin =2,

p2(x) = ap + ai(x — xg) + ag(z — xo)(x — x1).

Como en el caso n = 1, de las igualdades pi(xo) = f(z0) y p1(x1) = f(z1) queda
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Veamos ahora que

az = f[$07$17$2]-

Sabemos ya que el polinomio pi(z) que interpola a f en xg,x; se escribe como

pi(x) = f(wo) + flzo, 21](x — o).

Andlogamente, si ¢ (z) € P interpola a f en z1,z2 tenemos,

q1(z) = f(z1) + flr1, z2](z — 21).

Entonces, el polinomio

T(l’) _ (:E - xO)Ql(x) — (.T — ZEz)pl(x)
T2 — o
tiene grado menor o igual que 2 y verifica r(z;) = f(z;) para j = 0,1,2. Por lo tanto, coincide
con po.

En consecuencia, igualando los coeficientes de 2% de r y po se obtiene

L flz1, x2] — flwo, 24] = flwo, 1, x2].
T2 — o

El mismo argumento puede aplicarse para demostrar el siguiente teorema.
TEOREMA 5.6. El polinomio p, € Py, que interpola a f en los puntos xg,...,x, estd dado por

pn(z) = f(zo) + flxo, z1](z — xo) + -+ + flxo, ..., zp](x — 20) ... (T — xp_1) (5.4)

No sélo los coeficientes del polinomio interpolador pueden expresarse en términos de las diferen-
cias divididas, sino también el error como lo muestra el siguiente teorema.

TEOREMA 5.7. Si p, € Py, interpola a f en los puntos xq, ..., x,, se tiene la siguiente expresion
del error

En(‘r) = f(x) —pn(l‘) = f[x07 cees xnax]WnJrl(x)'

Demostracion. Agregamos x,1 a la sucesién {zg,...,z,} y consideramos p, y pp+1 como en
(5.4), entonces se tiene
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pn+1(z) = f(xo) + flro, x1](x —x0) + - + flzo, -+, Tnti1](® — x0) -+ (. — xp)
= pn(x) + f[xo, s ,$n+1]Wn+1($).

Por lo tanto

f(@nt1) = Pns1(@ng1) = Pn(@ng1) + fl@os - - s Tppt)]Wig1 (Tn41)-

De aqui se deduce que el error satisface

En(zni1) = f(@ns1) = Pa(@ng1) = f[x()v cee axn+1]Wn+1($n+1)-

Como tomamos z,1 cualquier punto distinto de xg, ..., z, se tiene para todo z,

E.(z) = f(z) — pn(z) = f[zo, ..., Tn, 2] Wpi1(x).

m]
COROLARIO 5.8. Dados xy, . .., T, puntos distintos, existe & intermedio, es decir £ entre xg, . .., Zy
tal que
Fm(g
flzo, .- xn] = '( )
n!

Demostracion. Evaluando en x = x,, la expresién del error E,_1 = f—p,_1, dada por el teorema
anterior tenemos,

En_l(.%'n) = f[l'(), ) wn] (xn - «7»'0) ce (Jf'n - wn—l)
lo que junto con la férmula del error dada en el Teorema 5.4 concluye la demostracién. o

4. Polinomios de Tchebychev - Minimizaciéon del Error

Una pregunta natural es como elegir los puntos de interpolacién para optimizar la aproximacién.
El Teorema 5.4 nos dice que el error depende de f*! en algtin punto del intervalo y de los puntos
xj a través del polinomio Wy, 11(z) = (x — xo)(x — 21) - - (x — x,). Como se pretende obtener
una buena aproximacion sin tener informacion sobre la funcion f, la idea es elegir los puntos de
manera tal que ||W,+1(-)||co sea minima. Este problema, que en principio parece complicado,
fue resuelto por Tchebychev en el siglo XIX introduciendo una sucesiéon de polinomios, que hoy
llevan su nombre.

Para simplificar la presentacion resolveremos el problema para funciones definidas en el intervalo
[—1,1]. M4s adelante veremos que se puede trasladar la construccién a cualquier intervalo [a, b]
mediante un cambio de variables.

Los polinomios de Tchebychev se definen para k =0,1,2,... por
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Ty () = cos(kcos ™ z)
donde cos™! es la inversa de cos : [0, 7] — [-1,1].

En principio no es evidente que T}, sea un polinomio. Pero esto puede verse utilizando identidades
trigonométricas. En efecto,

y como cos(a + ) + cos(a — ) = 2 cos accos 3, si ponemos = = cos 6 resulta

Tit1(z) = cos((k + 1)0) = 2 cos 0 cos(k#) — cos((k — 1)),

es decir,

Tiy1(2) = 22Tk (z) — Th—1 (). (5.5)

Algunos ejemplos que siguen a Ty y 11 cuyos graficos se muestran en la figura 5.1 son

Ty(z) = 222 — 1, Ty(z) = 8x* — 822 +1,
Ts(z) = 423 — 3, Ts(7) = 162° — 2023 + 5z
n=3 n=4
1 1
0.5 0.5
(o) 0
-0.5 -0.5
-1 -1
-1 -0.5 (o) 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
n=5 n=6
1 1
0.5 0.5
(o) 0]
-0.5 -0.5
-1 -1
-1 -0.5 (o) 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

FIGURA 5.3. Polinomios de Tchebychev



4. POLINOMIOS DE TCHEBYCHEV - MINIMIZACION DEL ERROR 97

Los polinomios de Tchebychev tienen las siguientes propiedades.

PROPOSICION 5.9. Sea Ty el polinomio de Tchebychev de grado k.

(1) El coeficiente principal de Ty es 21, para todo k € IN.
(2) Las raices del polinomio Ty, se encuentran en el intervalo [—1,1] y son de la forma

(2i4+ )7
x; = cos | ————
2k

para i =0,1,...,k — 1. En particular, son todas distintas.
(3) |ITk|loo = 1. Ademds, Ty alcanza los valores 1 y -1 en k + 1 puntos, es decir,
s
ITilloo = |Th(yi)l =1 para i = cos(-)
coni=0,...,k.
Demostracion. La primer afirmacién puede verse de la relacién de recurrencia (5.5).
s

Como T (x) = cos(kcos ™t x), Ti(z) = 0 si y sélo si el argumento es miltiplo impar de 5. Es
decir, para i € Z,

kcos™l(z) = (2i+1)%
x = COS((%];H Z)
ambas afirmaciones de 2 quedan probadas. Es decir, las raices pertenecen al intervalo [—1,1] y
variando los valores de ¢ = 0,1,...,k — 1 se obtienen todas.

Para probar 3, basta notar que |Tj(x)| < 1 por ser imagen de la funcién coseno. Ademds, sobre
los puntos y; = cos(7), T toma alternativamente los valores 1, —1 y por lo tanto la norma es
exactamente 1. o

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado que anticipamos. Es decir,
entre todas las posibles elecciones de n + 1 puntos en [—1,1], los ceros de T,4+1 son los puntos
de interpolacién que hay que elegir para minimizar la expresién ||(z — zg) ... (z — z,)|0 que
aparece en la férmula del error.

TEOREMA 5.10. Entre todos los polinomios monicos de grado n + 1,

1

Wi (z) = 27Tn+1($)

minimiza la norma || ||ec en [—1,1]. O sea, si P € Ppi1 y es monico entonces,

Whtilloo < [IPloo-

Demostracion. Como el coeficiente principal de 7,41 es 2™ se tiene que Wy, 1 es monico.

Supongamos que existe un polinomio P € P,,1, monico tal que

[Plloo < [Wntlloo-
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Por la proposicién anterior, |W,41(z)| alcanza su maximo (que es 3-) en los n + 2 puntos
Yi = cos(nljrrl), i =20,...,n+ 1. Esto es, si restringimos Wy4+1 a [y, ¥i+1], Wn41 alcanza la
norma infinito en cada uno de estos subintervalos. Entonces, en cada subintervalo se mantiene

la relacion

1
HP”Loo[yiyyz'+1] < 27 = HW”+1”L°°[yi7yi+1}‘ (5'6>

Por otra parte, Wi,4+1(y:) = —Whp41(yi+1). Supongamos, por ejemplo, que Wy, 11(y;) > 0 (en el
caso contrario se procede de manera andloga). Entonces, de la desigualdad (5.6) se sigue que

P(y;) < Why1(yi) y que P(yiz1) > Wog1(yig1).

Luego, el polinomio Q(z) = P(x) — Wy,41(x) tiene al menos un cero en el intervalo (y;, yi+1) vy
como hay n+ 2 valores de y;, resulta que @ tiene al menos n+ 1 ceros. Pero tanto P como W,
son polinomios de grado n + 1 y ambos son moénicos de donde se deduce que @ tiene grado a
lo sumo n. Esto es una contradiccién pues acabamos de ver que () tiene n + 1 raices distintas.
Luego, un tal P no puede existir. O

OBSERVACION 5.11. Puede demostrarse, aunque no lo haremos aqui, que la desigualdad del
teorema es estricta, o sea, ||Wyt1lloo < ||Plloo i P # Wy41 es un polinomio ménico P € Pp4q.
Es decir el minimizante es tinico.

EJEMPLO 5.12. Se quiere aproximar la funcion f(x) = z5 en el intervalo [—1, 1] por un polinomio
que la interpole en 11 puntos.

FI1cURA 5.4. Interpolacion de f(x) = z3 en los ceros de Ti1

Si se eligen los nodos como los ceros de 177 se obtiene un polinomio como muestra la Figura 5.4
(comparar con Figura 5.1). En este caso el error numérico cometido es menor que 0.1408,
(comparar con Ejemplo 5.3).
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Veamos ahora como se aplica el Teorema 5.7 para acotar el error cuando se usan las raices de
T,+1 como puntos de interpolacién.

TEOREMA 5.13. Sea f € C"1[—1,1]. Sip, € P, es el polinomio que interpola a f en las raices
de Ty, +1 entonces,

£ o

_ <L feo
I = palle < e

Demostracion. Basta observar que W, 11 = Q%Tnﬂ para obtener

) Ft ()
— Pn = 7Wn = 7Tn y
donde ¢ € [—1,1]. Entonces, el resultado se sigue del hecho de que |T},4+1(z)| < 1. o
EJEMPLO 5.14. Sea f : [~1,1] — IR dada por f(x) = €**. Queremos comparar las cotas del

error que se produce al estimar el valor de f(0.8) al usar el polinomio interpolador de grado 4
construido con puntos equiespaciados y con los ceros del polinomio Ts.

Comencemos observando que f©)(z) = 243e3* y por lo tanto

(5) 3
1@ o _ 243¢* _ 4880.79
5! - 5 = Bl
Si interpolamos f en cinco puntos equiespaciados tenemos que
Ws(x) = (z+ 1)(x + 0.5)x(x — 0.5)(z — 1),

entonces |[W5(0.8)| = 0.11232 y usando la férmula del error obtenemos

4880.
|(f —pa)(0.8)] < 885(: 790.11232 ~ 4.57.

Cuando en realidad

|E4(0.8)] = 0.4591 ...

Notar que en este caso, se sobre estima, el error en un factor de 10.

Ahora, interpolamos usando los ceros de Ty. La cota que se obtiene de la férmula de error es

4880.79

|E4(0.8)] < “Eid

= 2.54,

mientras que £4(0.8) = f(0.8) — p4(0.8) = 0.2544.
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Observemos que tanto el error como su estimacién se reducen aproximadamente la mitad que
en el caso de puntos equiespaciados.

OBSERVACION 5.15. Una traslacién lineal del intervalo [a, b] al intervalo [—1, 1] nos permite dar
los polinomios de Tchebychev correspondientes al intervalo [a, b].

2(x —a)

—a

En efecto, es facil ver que el cambio de variables t = — 1 es la transformacion mencio-

nada. Por lo tanto

Tio(x) = Tp(t) = Tj, (2(;”__5) - 1> = cos (k: cos ™! (2(;__;‘) - 1>>

es un polinomio de grado k que tiene propiedades andlogas a T} pero ahora en el intervalo [a, b].
En particular se tiene:

(1) La relacién de recurrencia:

~ 2(x—a ~ ~
Tine) =2 (2= 1) fite) - sl
(2) El coeficiente principal de Ty(z) es 2F=1 (2 )k,

(3) Los ceros de Tj(z) son de la forma

b— 2541 b
;= acos<<]+ >7T>—|— +a Vi=0,....,k—1.

2 2k 2

(4) Interpolando en los ceros de T4y

1 (b—a\"" ~ 1 (b—a\""
Wit () < > Tt () vy o (Wil = 557 ( >

T\ 2 on \ 2
obteniéndose, para x € [a, b], la cota del error

Hf(n+1)”oo <b o a>n+1

|f(z) = pn(2)] < (n+1)2n | 2

Antes de proceder con algunos comentarios finales estudiemos el andlogo al Ejemplo 5.5 consi-
derando como nodos los ceros del correspondiente polinomio de Tchebychev.

EJEMPLO 5.16. Se quiere aproximar la funcion f(x) = cos(z)® en el intervalo [—3,3] por un
polinomio que la interpole en los ceros de Tiy.

Al elegirse como nodos los ceros de Ty se obtiene un polinomio como muestra la Figura 5.5
(comparar con Figura 5.2). En este caso el error numérico cometido es menor que 4 x 1073,
Comparar con Ejemplo 5.5 en el que se interpola la misma funcién en 10 puntos equiespaciados.

Comentarios:
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FIGURA 5.5. Interpolacion de f(x) = cos(t)? en [—3,3], (en los ceros de Tip)

A partir de la féormula del error dada en el Teorema 5.4 puede demostrarse que si f
es una funcion entera, es decir, admite desarrollo de Taylor convergente en todo IR,
entonces

1f = pallLeay — 0  (n— o0).
cualesquiera sean los puntos de interpolacién.
No podemos asegurar convergencia uniforme, es decir, en norma infinito, si se cambia
la hipétesis f entera por f € C*®°(IR). Por ejemplo, si se eligen puntos equidistribuidos
en el intervalo [—1, 1] se sabe que el error no tiende a cero para la funcién de Runge

1
r)=-—""—
f(@) 1+ 2522
El comportamiento de la interpolacién en los puntos de Tchebychev es mucho mejor.
Por ejemplo, puede demostrarse que si la funcién f es derivable

If = Pnllc =0 (n — 00).

La interpolacion en los puntos de Tchebychev no converge para cualquier funciéon con-
tinua. O sea, puede verse que existe f continua tal que || f — pp||co 7 0. Més atin puede
demostrarse el siguiente

Teorema. (Faber) Dados puntos

0

Tg @

w2 ot
x% 33% 1’3 T3
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arbitrarios en [a, b], existe f continua tal que ||f — pp||co 7 0, donde p,, es el polinomio

interpolador en z{j, ..., z}.

5. Interpolacién de Hermite

En algunos casos interesa también considerar junto con los valores de una funcién f datos
relacionados con sus derivadas. Por ejemplo, puede buscarse un polinomio p que interpole a f
en determinados puntos y que ademds p’ coincida con f’ en algunos de esos puntos. Més en
general, se tiene el siguiente teorema que fue probado por Hermite.

TEOREMA 5.17. Dada una funcion f, puntos xq,...,xr y mo,...,mi € INg tales que mo+. ..+
myp =n+ 1, existe un dnico polinomio p € Py, que satisface

p(wo) = f(xo), P(w0) = f'(x0), ... pmo=D(xg) = f0m0=(zy),
p(z1) = f(z1), P(z1) = f(z1), ... p™Y(xy) = fm=U(zy),
plex) = Flex), Plaw) = Flee), o p™D(ag) = FD (zy).

No haremos una demostracién de este teorema pero para dar una idea mostramos la construccion
del polinomio interpolador en un caso particular; donde ademas puede verse como se generaliza
la definicion de diferencias divididas para valores de x; no todos distintos.

Se busca un polinomio p € P3 que cumpla

(4) p(xo) = f(x0), (#4i) p(z1) = f(21),

(#1) p'(wo) = f'(z0), (iv) p'(x1) = f'(21).
Como {1,z — zq, (z — 10)?, (x — 20)?(z — 1)} forman una base de P3 por ser todos de distinto
grado, cualquier polinomio en P3 se puede escribir de la forma

p(z) = ag + a1(x — x0) + as(x — 20)* + az(z — 20)*(z — x1).
Las condiciones (7), (1) se satisfacen si y solo si ag = f(xo) y a1 = f'(x9). Ahora hay que
determinar ao y as para que se cumplan las dos condiciones restantes. Para simplificar la
notacién ponemos h = (x; — xg), entonces se tiene
p(z1) = ag + hay + h*ag = f(xo) + f'(xo)h + azh®

Para que se satisfaga la condicién (iii) debe ser

ay = flz1) — f(iz(;) — ['(xo)h _ <f(9€1) ; f (o) _ f’(iUo))

S| =



5. INTERPOLACION DE HERMITE 103

Observemos que limg, ., flxo,z1] = f'(z¢) por lo que resulta natural generalizar la primer
diferencia dividida poniendo

flzo, zo] = f'(wo).

De esta manera se obtiene, de la definicién de segunda diferencia dividida,

f[x()a Zo, xl] -

flzo,z1] = flxo,x0] [ fz1) = flz0) 1
p—— = ( . —f(iﬂo))h

y por lo tanto, as = f[zo, xo, x1].

Por tltimo, queremos que p'(z1) = f’(x1). Entonces, debemos elegir az para que se cumpla

f(x1) = a1 + 2ash + agh® = f'(z0) + 2f[wo, x0, 21]h + agh?

de dénde,
az = % (f'(z1) = f'(x0) — 2f[wo, o, z1]h)
= % (flx1, z1]) = flwo, xo] — 2f[w0, o, x1]h)
=12 (flz1, z1] = flwo, 1] + flzo, 1] — flzo, o] — 2f[x0, 20, 21]R)
= % (flzo, z1, 21] + flzo, 20, 21] — 2f[20, 20, 21])
_ f[x()axlaxl] - f[$0)x07x1]
N Tr1 — X0 '
O sea

az = flxo, o, 1, 71].

En consecuencia, hemos demostrado que el tnico polinomio en P3 que satisface las condiciones
pedidas es

p3(x) = flzo] + flzo, zol(x — zo) + flzo, xo, z1](x — 20)? + flxo, zo, 21, 21](x — 20)(x — 21).

Esto generaliza la forma de Newton para z; no todos distintos.
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6. Interpolacién por polinomios a trozos

En muchos casos para lograr una mejor aproximacion es conveniente utilizar funciones polino-
miales a trozos como interpolantes. De esta manera se parte el intervalo de manera tal que
en cada subintervalo se elige un polinomio distinto que interpole los datos. Por ejemplo, al
interpolar con polinomios de grado uno a trozos, quedan poligonales.

Aproximacion por poligonales

Figura 5.2

Partimos el intervalo [a,b] en subintervalos [z;,zj41], a = 20 < 21 < 22... < z, = b. Dada
f :]a,b] = IR definimos la funcién interpolante g, (x) tal que

n liz;w541]€ P1-

Consideremos el caso de puntos equiespaciados o sea, x; = a + jh con h = b;—a. Para cualquier
f € C?[a,b] y cualquier x € [x;,z;4+1], usando el Teorema tenemos 5.4

_ (&)

F@) = aale) = 5

(@ — zj)(x — zj41).

Entonces

£l b? _ 1f"lloe (b= a)?
2 4 8 n2

Hf - QnHoo S

cuando n — oo.

1
EJEMPLO 5.18. Sea f : [—1,1] — IR, la funcién de Runge f(x) = T3 2522 Puede verse que
x

Il /”|lcc = 50. En consecuencia, aproximando por poligonales obtenemos
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Hf—%mmg”f”W(Q)?—25

8 n) n2

Luego, en este caso, interpolando por poligonales obtenemos una aproximacién mucho mejor
que la que se obtiene interpolando con un polinoimio, si se utilizan los mismos puntos.

Splines cubicos.

En muchos problemas interesa aproximar por funciones derivables. Esto no puede lograrse
aproximando por poligonales y por lo tanto es necesario aumentar el grado de los aproximantes.
Un método clésico es el corrospondiente a grado tres, splines cubicos. Vamos a ver que, de esta
manera, puede obtenerse un aproximante C?.

Dada f € Cla,bl y a =29 < 1 < x2... < x, = b buscamos S tal que S, S’ y S” sean continuas
en [a,b] y ademds se verifique

S(xj) = f(z;) para 0<j<n y S|, Ps

Tjt1]

Por ejemplo si n = 3, como S§; € P3 tenemos 4 x 3 = 12 coeficientes a determinar. Veamos
cuantas condiciones se tienen que satisfacer. Tenemos que verificar,

es decir, seis condiciones. Si ademés queremos S’ y S” continuas en x1, o tenemos cuatro
condiciones mas. O sea, en total diez condiciones para doce incégnitas. Una cuenta andloga
puede hacerse en el caso general para ver que la cantidad de coeficientes a determinar supera en
dos al ntimero de condiciones.

Luego, si hay solucién habra infinitas pues tenemos dos coeficientes para fijar arbitrariamente.
Lo natural entonces es fijar S'(zg) y S’(xy) o bien S”(zg) y S”(x,). Elegiremos esta tltima
opcién por ser mas simple.

TEOREMA 5.19. Dada f € Cla,b] ya =129 <1 < T2... < T, = b, existe un tnica S € C*[a,b]
tal que

S(aj) = f(x)) 0<j<n

S|[ €Ps

5,25 41]

con §"(a) = S"(b) = 0.



106 5. INTERPOLACION

Demostracion. Para j =0,...,n — 1 usaremos la notacién

Sj =5 ‘[xjjijFI] y hj = xj+1 — l’j.

La funcién S buscada debe cumplir que S” es una poligonal. Por lo tanto, si S”(z;) = yj;, S} se
escribe como
xr — l‘j B
+ Yjt1 0<j<n-1
hj

T4 — X
87 (@) =y =+ —
J

Veremos que es posible encontrar valores y; de tal forma que se cumplan las condiciones reque-
ridas para S. Integrando dos veces obtenemos, para € [r;,2;41], con 0 < j <n —1

Yj Yj
Sj(x) = 67;(%41 — )’ + GJTfl(ﬂf — )’ + ¢j(x — @) + dj(wj41 — @) (5.7)
J J

donde c¢;, d; son constantes a determinar que provienen de la integracién.

Observemos que para cualquier eleccién de y;, ¢; y dj, S” resulta continua por ser poligonal.
Por lo tanto resta ver que esas constantes pueden elegirse de manera que se verifiquen las otras
condiciones requeridas sobre S.

Para que S sea continua e interpole a f tenemos que elegir c;, d; tal que

Si(xj) = f(z;) vy Sjlwjr) = flzj), 0<j<n—1

de lo que, reemplazando en (5.7), obtenemos

f(@jq1)  yjmhy 2. = (@) yih
y j

Cj =

hj 6 hj 6
y por lo tanto, para cada 0 < j <n—1
Yj Yj+1
Si@) = ey -2+ B )
f@jv1)  yjeihy f(xs)  yihy
# (L - ) (o + (L2 - ) (a0 - o)

Derivando, y utilizando la notacién Af; = f(xj11) — f(x;), obtenemos

Sj(x) = —27;(%41 —a)? + ;le(w — ;) + }TJ] = 5 Wit — )

y tenemos que elegir y; para que se cumpla la condicién que falta, es decir, que S’ sea continua,
o0 sea

Si(xj) =Sj_1(x;)  1<j<n-1
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de lo que resulta que las n + 1 incdgnitas y; deben ser solucién del siguiente sistema de n — 1
ecuaciones,

hj—1yj—1 + 2(hj + hj—1)y; + hjyj+1 = b;

con

Af;  Af-
hj hj_l

Como tenemos dos incégnitas mas que ecuaciones, podemos dar valores arbitrarios a yo, Yn ¥,
pasando los términos correspondientes al lado derecho, obtenemos el sistema tridiagonal,

Y1 h1 o --- 0 n by — hoyo
hi ~v2 hy -+ 0 Y2 _ b2
0o --- R A | Yn—1 bn—l — hn_lyn

donde y; = 2(hZ + hifl)‘

Ahora, como A es diagonal estrictamente dominante, entonces es inversible. Por lo tanto existe
solucién unica una vez elegidos yo, Yn.-

Por ejemplo podemos elegir yo = y, = 0 para que se satisfagan las condiciones S”(zg) = 0y
S"(xy,) = 0, lo que concluye la demostracién. |

Observemos que en general S'(x;) # f'(z;) y S"(z;) # f"(z;).

7. Ejercicios

(1) Para cada uno de los conjuntos de datos dados, calcular el polinomio p(x) interpolador
de grado menor o igual que 3, en la forma de Lagrange. Verificar utilizando el comando
polyfit de Matlab. Graficar el polinomio interpolador, usando el comando polyval.

x|-110]2 |3
y|-1[3]|11 |27
x|-1]0 2
y|-3[1]1 |3

(2) Repetir el problema anterior, usando el método de coeficientes indeterminados.
(3) (a) Construir las tablas de diferencias divididas para los datos del Ejercicio 1, y em-
plearlas para construir los polinomios interpoladores.
(b) Agregar a las tablas de datos del Ejercicio 1 el punto z =4, y = 1. Aumentar las
tablas de diferencias divididas y calcular los polinomios interpoladores.
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(4) Considerar la funcién f(z) = 15252 @ el intervalo [-1,1]. Graficar f junto con los
x

polinomios que resultan de interpolar a f en los n + 1 puntos equiespaciados xg =
iy
—1,...,x; :x0+—2,...,$n = 1; para n = 5,10, 15.
n
(5) Repetir el Ejercicio ?? para la funcién f; : [-1,1] — R, fi(z) = |z| y para la funcién
foi[=1,1] = R, fo(x) = sin(rz).
(6) Sea f :[0,5] — R, f(z) = 2*. Sea P, un polinomio de grado n que interpola a f
en n + 1 puntos distintos cualesquiera de dicho intervalo. Demostrar que para todo
x € [0,5],
32.5"+1
P, — < -
1Pala) ~ F(e)] < 2y
(7) Sea f una funcién C*° tal que para todo k € IN y para todo x € [a, b] se tiene:

¥ ()] < CFR!

1
Mostrar que, si 0 < C < b aY P,, en un polinomio de grado n que interpola a f en
—a

n+1 puntos distintos, entonces P,, converge a f uniformemente, es decir, || f —P,|/cc — 0
cuando n tiende a oo.

1
(8) Sea f:[-1,1] = IR, f(z) = ——. Sean (x,),>0 una sucesién arbitraria de puntos en
a+x =
[—1,1] y P,(z) el polinomio que interpola a f(x) en zg,x1,...,o,. Demostrar que si
a > 3 entonces P, converge a f uniformemente.

(9) (a) Dado el intervalo [a, b], sea m el punto medio entre a y by sea h < (b —a)/2. Sea
p=m—hyq=m+ h. Demostrar que para todo x en [a, b],

b—a)?
@) - g < T
(b) Sean zp = a,...,x; = x0 + b*Ta, ..., xp = b, n + 1 puntos equiespaciados en el
intervalo [a, b]. Demostrar que para todo = en |[a, b],
(b _ a)n—H

[(x —20)...(x — )| < St

(10) Sea f : [—m, 7] — R, f(x) = sin(z). Sea P, un polinomio de grado n que interpola a f
en n + 1 puntos equiespaciados en dicho intervalo.
(a) Demostrar que para todo x € [—, 7]
7.‘.n—l-l

|Pa(z) — f(z)] < m

(b) Concluir que P, converge uniformemente a f.

(11) Sea f:[0,1] = R, f(x) = sin(wzx) + e*. Sea P, el polinomio de grado n que interpola
a f en n + 1 puntos equiespaciados.
(a) Usando el ejercicio 9, acotar el error || f — Pp||co-
(b) Sea Cy, la cota hallada en (a). Paran = 1,3, 5 graficar simultdneamente f, f+C,

J—=Cny Pn.

(12) Dado un intervalo [a,b], decidir como tienen que estar distribuidos n + 1 nodos zgy <

x1 < -+ <z, en el intervalo de modo que exista x € [a, b] tal que

|(z —x0) ... (2 —2n)| ~ (b—a)"tL.
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(13) Calcular el grado minimo n que debe tener un polinomio P, que interpola en los ceros
de T4 1 a la funcién f(z) = e?*, x € [~1,1], para que el error ||f — Pp|leo < 1072

(14) Repetir el ejercicio anterior para f(x) = e*, x € [0,4].

(15) Para n = 5,10,15; graficar simultdneamente el polinomio Wy1(z) = [[i-,(z — ),
donde z; = =1+ 2i/n; i =0,...,n y el polinomio de Tchebychev T},;1.

(16) Repetir los Ejercicios 4 y 5 usando los polinomios que interpolan a la funcién f en los
ceros del polinomio de Tchebychev de grado n + 1, para n = 5,10, 15.

(17) Utilizar el método de coeficientes indeterminados para hallar un polinomio p de grado
2 que satisfaga:

p(1) =0, p'(1)=7, p(2)=10
(18) (a) Sea f(z) = cos(mx), hallar un polinomio de grado menor o igual que 3 que verifique

p(=1) = f(=1), p(0) = £(0), p(1) = f(1), p'(1) = f'(1).

(b) Hallar un polinomio de grado menor o igual que 4 que verifique las condiciones del
item anterior, mas la condicién

p'(1) = f"(1).

(19) Sea f : [-1,1] — IR la funcién f(x) = **~1 y sean 79 < 21 < ... < x, los ceros
del polinomio de Tchebychev, T,,+1. Se interpola a f con un polinomio P de grado
< n+ 1 de modo que P(zg) = f(z9), P(z1) = f(z1),...,P(zn) = f(x,) y ademds
P'(xn) = f'(x,,). Probar que si n > 6 entonces, el error cometido en la interpolacién
sobre el intervalo [—1, 1] es menor que 1073,

(20) Para ilustrar qué pasa cuando se desea interpolar no sélo una funcién sino también sus
derivadas, consideramos el problema de hallar p de grado a lo sumo 3 que verifique:

(a) p(0)=1, p'(0)=1, (1) =2, p2)=1;
(b) p-1) =1, P(-1)=1, p(1)=2 p2) =1
(© p-1)=1, P(-1)=—6, p(1)=2, p2)=1.

Usando el método de coeficientes indeterminados, demostrar que el problema (a)
tiene solucién unica, el problema (b) no tiene solucidn, y el problema (c) tiene infinitas
soluciones.

(21) Analizar para que valores de xg, 1, x2, y ap, a1, <o existe un polinomio de grado 2
que satisface:

p(z0) = a0, p(1) = a1, p'(r2) = 2.
(22) Sea f € C?[a,b], y sean xg = a,x1 = a+h,...,x, = b, donde h = (b—a)/n. Considerar
la poligonal I(x)que interpola a f en los puntos z;, i = 0...n. Probar que

(a)

h2 1
(@)~ U@)] < 5 masc [1"(a)
(b)
7'(@) = V(@)| < h max | (a)

z€[a,b]
(23) (a) Determinar valores de «, 5 y v en IR para que S sea una funcién spline cibica,
siendo:

S(z) = aa:3+7:n, 0<z<1
Tl —axd 4+ B2 —bar+1, 1<z<2.
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(b) Con los valores de «, 3y 7 obtenidos en el item anterior, decidir si S interpola a
la funcién f(x) = 2% +0.522 —0.50 — 1,0 < 2 < 2 respecto de la particién {0, 1,2}.
(c) Graficar simultaneamente f y S en el intervalo [0, 2].

(24) Sea f como en el Ejercicio 4. Utilizando Matlab, graficar la funcién f junto con
una spline cibica que la interpole en la red {—1,—0.75,...,0.75,1}, tomando como
condiciones de borde las derivadas de f.

(25) Encontrar una funcién del tipo 207" +bz*+er+d que interpole la siguiente tabla de datos:

z[-1]0] 1 |2
yl1[1]05 4

(26) Utilizando Matlab, encontrar y graficar una funcién del tipo ' Tasz®++a0 que in-
terpole a la funcién f(x) = 1/z en 5 nodos equiespaciados en el intervalo [1, 10].



CAPiTULO 6

Polinomios ortogonales y aproximacién por cuadrados minimos.

En el capitulo anterior hemos discutido como aproximar una funcién por polinomios que in-
terpolan a la funcién misma y/o a sus derivadas en algunos puntos. Hasta ahora, los métodos
analizados nos permiten construir polinomios de grado n a partir de n + 1 datos. Cierto es que,
en un problema a modelizar, cudntos mas datos se conocen es de esperar que se pueda lograr
mayor precisién. Pero, como vimos, muchas veces polinomios de alto grado producen efectos no
deseados como por ejemplo grandes oscilaciones. En este capitulo consideraremos otra forma de
aproximar funciones conocida como el método de cuadrados minimos. Este método nos permi-
tird, cuando se trate de aproximar por polinomios, contemplar una tabla de valores sin sujetar
el grado del polinomio a la cantidad de datos. También serd posible considerar funciones mas
generales que ajusten de manera natural los valores predeterminados.

En general, en esta clase de problemas uno sabe a priori a qué tipo de funcién corresponden
los datos. Una situacion frecuente es la de aproximar una tabla de méas de dos valores por una
recta (como muestra la Figura 6.1). Es decir, se tienen valores (z;,y;), i = 0,...,n y se quiere
encontrar una recta que ajuste estos datos lo mejor posible. Si escribimos la ecuacion de la recta
como y = mx + b nuestro problema consiste en encontrar valores de m y b que hagan que el
error |y; — (mx; + b)| sea lo mas chico posible para todo i. Por ejemplo, una manera de lograr
esto seria pedir que m y b minimicen

ax lys — (max; +b)|

o también podriamos pedir que minimicen

Dolgi—(mai+b) oD |y — (may +b)%
=0 =0

De todas estas opciones es usual considerar la ltima, llamada “aproximacién por cuadrados
minimos”, debido a que es la mas simple ya que el problema se reduce a resolver ecuaciones
lineales.

En este capitulo estudiaremos distintos métodos para resolver éste y otros problemas. Como
en general los valores de y; corresponden a datos de una funciéon f, podemos plantear estos
problemas en el contexto de aproximacion de funciones. Dada una funcién f consideramos:
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FIGURA 6.1. Aprozimacién de 10 valores por una recta

Problema A. Dados wy,...,w, constantes positivas (pesos), m < n y valores (x;, f(z;)), con
1 =0,...,n se trata de hallar p € P,, que minimice

Problema B. Dada w(z) una funcién positiva en [a,b], dada f y m € IN se trata de hallar
p € Pp, que minimice

b
/ w(a)(f(z) - p())? d.

1. Preliminares

Nos dedicaremos especialmente al estudio de aproximaciones por polinomios. Comenzamos esta
seccion presentando un resultado clasico de Weierstrass que muestra que toda funcién continua
puede aproximarse uniformemente por polinomios, en todo intervalo cerrado y acotado.

TEOREMA 6.1. (Weierstrass) Sea f € Cla,b]. Para todo € > 0 existe un polinomio p tal que
If =Pl <e

Demostracion. Damos la demostracién para el intervalo [0, 1], el caso general se obtiene facilmente
mediante un cambio de variables.
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Definimos los polinomios de Bernstein,

Buf() =Y (Z)f (j‘j) (1 — )k

k=0

y vamos a demostrar que B, f converge uniformemente a f en el intervalo [0,1]. Para eso
necesitaremos calcular Byh; para hj(z) =27, j =0,1,2.

Usando la férmula del binomio de Newton, se tiene:

Pl —2)" P =(x+1-2)" =1

=z (Z_1>a:k11—x @4+ l-p)" =z
k=1
" n ]f 2 —k TL n—1 ]f k n—k
Byha(x :Z(k‘) n) zk :Z(k_1>nx(1x)
k=0 k=0
= (n-1 n-lk=1_ 1Y\ 4 -
—Z(k )(n )“1—@
k=0
7’L 1x2n n— $)n—k+f
k— n
2
n—1 z(1—z)

= x2(a:+1—3:)”*2+—::c2+
n n

Dado y € IR consideremos la funcién g,(z) = (z — y)?. Desarrollando (z — y)? = 22 — 2zy + y*
y usando que B, es lineal (o sea, B, (f1 + f2) = Bnfi + Bnf2 y Bu(kf) = kB, f) se obtiene

x(l—m).

- (6.1)

Brgy(x) = gy(2) +

Por otra parte, como toda funcién continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua,
dado € > 0, existe 6 > 0 tal que,

If(x) — f(y)| <e si |Jz—y| <o

Ademéds, para los x,y tales que |x — y| > J se tiene
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£(@) — £ < 20l < Moo 2

Luego, para todo x,y, podemos asegurar que,

[f(z) = fly)l <e+ (x—y)°

2| flloo
62

es decir,

2[| flloo
2

5 (z —y)*

(z—y)? < fl@)—fly) <e+

2[| flloo
52

Ahora, si f1 < fo, de la definicién de B,, puede verse que B, f1 < B, fo; esto es B,, preserva el
orden. En consecuencia, aplicando B,, en la desigualdad anterior, teniendo en cuenta (6.1), y
recordando que B, es lineal y que B, 1 = 1 se obtiene (tener presente que hasta aqui estamos
considerando y como una constante),

Buf(@) - f)| < e+ Mmoo AW ee 20 —2)

y por lo tanto, evaluando ambos lados de la desigualdad en y, resulta

2| flloo y(1 —y)
62 n

[Bnf(y) = f(y)| < e+
y por lo tanto

1Bnf(y) — f(y)| <2

para n suficientemente grande independientemente de y, es decir que B, f converge uniforme-
mente a f en el [0,1]. m

Los Problemas A y B se enmarcan dentro de la teoria de espacios con producto interno. El
producto interno no sélo permite definir distancia entre vectores, como vimos que se puede
hacer mediante la nocién de norma; sino que, ademas, permite introducir el concepto de angulo
entre vectores y por tanto tiene sentido hablar de ortogonalidad.

DEFINICION 6.2. Sea V un IR espacio vectorial. Un producto interno (o producto escalar) sobre
V' es una funcion {.,.) : VXV — IR que asigna a cada par de vectores un nimero real de manera
tal que, para todo x,y,z € V y todo o € IR se satisfacen las propiedades:

) (
(ii) (o, y) = alz,y);
(iil) (z,y) = (y,z);
(iv) (z,z) >0six#0
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EJEMPLOS 6.3. (1) El producto interno usual en R", para x = (z1,...,2n);y = (Y1, -+ Yn),

esta dado por
n
(@, y) =Y ;.
j=1
Es facil ver (queda como ejercicio) que se satisfacen todas las condiciones de la defini-
cién.

Otros productos internos para IR" similares al usual son los dados por pesos w; > 0
para j=1,...,n:

n
(@, Y = Y wiz;y;.
7j=1

Ahora, si definimos la matriz D,, € IR"*" como:

w1 0 0

0 w9 0
Dy, =

0O 0 ... wy

el producto interno con pesos (wj)?zl puede darse a través del producto interno usual
(. ,.) y la matriz D,,,

n
(T, y)w = > wiz;y; = (x, Dyy).
j=1

Si V = C|[0,1] es el espacio de funciones continuas y f,g € V,

1
(f. ) = /0 f(@)g(z) d,

define un producto interno. Las condiciones (i)-(iii) se satisfacen gracias a la linealidad
del producto y de la integral. Para asegurar que vale la condicién (iv) basta ver que la
integral de una funcién no negativa y continua, g = f2, sélo puede ser nula si la funcién
lo es. En efecto, supongamos que existe un zg € [0,1] para el cual g(zg) = 6 > 0.
Ahora, por continuidad, existe un subintervalo [a,b] tal que, para todo = € [a,b] es

g(z) > g y por ser g no negativa se tiene

1 b
)
/ g(x) dx > / g(x) dz > §(b—a) >0,
0 a
lo que es una contradiccion.

Otros productos internos para espacios de funciones son los dados por una funcién de
peso w, con w(x) > 0 para todo z € (a,b):

b
(f,9) :/ f(@)g(x)w(z) d.
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En los espacios vectoriales con producto interno se tiene la norma inducida por dicho producto:
1
=] = (z,z)2, para todo x € V.

No es inmediato ver que con esta definicién se obtiene efectivamente una norma. Esto es posible
gracias a la siguiente desigualdad.

PROPOSICION 6.4. (Desigualdad de Cauchy - Schwarz) Si (.,.) es un producto interno sobre
un espacio vectorial V', entonces

N
N[

[z, 9)| < (z,2)2(y,y)

para todo x,y € V.

Demostracion. Sean z,y € V dos vectores fijos. Si (y,y) = 0, no hay nada que probar.
Supongamos entonces que (y,y) # 0.
Para cada t € IR consideramos x — ty, entonces

= (2,2) — t{z,y) — t{y, ) + t*(y,y)

= (z,x) = 2t(z,y) + *(y,y)
=c—2bt + at® = p(t).

De esta manera se obtiene una funcién cuadratica donde a = (y,y),b = (z,y) y ¢ = (z,x).
Como p(t) > 0 para todo ¢t € IR, esta cuadrética tiene a lo sumo una raiz real y por lo tanto
4% — 4ac < 0. Luego,

0> 0% —ac=(z,9)? — (z,2)(y, )

de donde se sigue el resultado. |

COROLARIO 6.5. Si (.,.) es un producto interno sobre un espacio vectorial V , entonces
1
]| = (z, z)2

define una norma sobre V.

Demostracion. La tnica dificultad estd en probar la desigualdad triangular, para eso notemos
que dados z,y € V se tiene,

|z + yl|? =<:v45y,fc+y> )
= [lz]|* 4+ 2(z,y) + |ly]*.

Usando la desigualdad de Cauchy - Schwarz vale, (z,y) < |(z,y)| < ||z|/||y||. Luego,

lz+ ol <]+ 2|l + Iy 112
= ([l + llyl)
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La desigualdad triangular se obtiene al tomar raiz cuadrada. m]

La norma asociada al producto escalar usual en IR? o IR? definido en el Ejemplo 6.3 (1) corres-
ponde a la norma ||z||2 y da la longitud del vector x. Recordemos ademds que este producto
escalar puede escribirse, para = e y no nulos, en términos de las longitudes de ambos vectores y
de 6, el angulo entre éstos, a saber,

(2, y) = ||z[lllyl| cos 6.

En particular, x e y son ortogonales si y solo si (z,y) = 0.

La gran ventaja de trabajar en espacios con producto interno es que se puede generalizar esta
nocién de ortogonalidad.

Notar que la desigualdad de Cauchy - Schwartz da, para todo x,y # 0

(=, y)|
[yl

<1

Esto permite definir el angulo entre dos vectores x,y no nulos mediante la funcién coseno. Es
decir 6 € [0, 7] serd el dngulo entre x e y si verifica

_ Azy)
0s(0) = Tzl

Luego resulta natural la siguiente definicion.

DEFINICION 6.6. Si V' es un espacio con producto interno (.,.), se dice que x e y son ortogonales
si (x,y) = 0. En este caso suele notarse x L y.

DEFINICION 6.7. Dos conjuntos A,B C V se dicen ortogonales (A L B) si x L y para todo
reAeyeB.

El siguiente teorema relaciona los problemas de aproximacién que queremos estudiar con la
nocién de ortogonalidad.

TEOREMA 6.8. Dados S un subespacio de un espacio V con producto interno, x € V e y €S,

son equivalentes:

(1) llz =yl = min{fle - s}
(2) (x—y,s) =0, Vs € S.

Ademds, un elemento y € S que verifique alguna de las propiedades anteriores es unico.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Sabemos que y € S minimiza la distancia
de z a S. Como S es un subespacio, se tiene que y + s € S para todo s € S, y por lo tanto,

lz =yl < llz = (g + $)I* = Iz = y) = $)I” = llz — yl* = 2(x — g, 5) + |Is]|*.
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Asi,
2(x —y, ) < ||s]®

para todo s € S. Si ahora consideramos t € IR y s € S se tiene que ts € S y de la desigualdad
anterior obtenemos

2z —y,ts) < ||ts]?

26(z —y,5) < |5
para todo t € IR y para todo s € S. Para los t > 0 tenemos 2(x —y, s) < t||s||? y haciendo t — 0
queda 2(x — y,s) < 0. Los t < 0 dan la otra desigualdad, 0 < 2(x — y, s); de dénde

(x—y,s5) =0 para todo s € S.

Para ver que (2) implica (1), supongamos que y € S es tal que x —y L s para todo s € S. Como
S es un subespacio x —y L y — s para todo s € S. Luego,

o =slP = [lw=y)+ (=)
= =] +lly = 51

(AVANI

|z = yl*.
Tomando raiz cuadrada se obtiene que ||z — y|| = mlg{Hx — s}
sE

Nos queda mostrar que no puede haber mas de un elemento que cumpla las condiciones (1) o
(2). Para esto, veamos que si y,y € S verifican (2) entonces, y = y. En efecto, para cada s € S
fijo se tiene

<.’E—y,8>:0, y <£U—g,5>:07
luego, restando miembro a miembro, queda
<g - Y, S) = 07
en particular, tomado s =y — y € S obtenemos ||y — y|| = 0 de dénde y = y. o

Veremos més adelante que cuando S es de dimensién finita siempre existe y en las condiciones
del teorema anterior. Este y se llama proyeccién ortogonal de x sobre S.

2. Solucién de los Problemas de Aproximacion

Ahora si, estamos en condiciones de describir los métodos para hallar las soluciones de los
problemas A y B planteados. En lo que sigue de este capitulo trabajaremos sobre espacios con
un producto interno.

El primer problema se puede reformular de la siguiente manera: Se considera en IR el producto
escalar dado por los pesos wy, ..., w,, es decir,

n
<96'7 y) = Z Z;YiWi.
i=1
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Para los datos (x;, f(x;)), se quiere encontrar un polinomio p € Py, con n > m+ 1 que minimice
la distancia entre los vectores (f(z1),..., f(zn)) y (p(z1),...,p(xy)) en la norma asociada al
producto escalar.

Sip(z) = amaz™ + ... 4+ a1x + ag entonces

p(z1) 1 = x ag
p(z2) 1 z9 --- 2 ai
p(zy) 1 z, xm am
Ahora, llamando b = (f(x1),..., f(zn)) el problema se reduce a encontrar un vector a =
(ag,...,an) € R™! que minimice
| Aa — bl|,

donde A € R™(m+1) gg 1a matriz de 6.2.

En forma genérica el problema puede plantearse de la siguiente manera:

Dada A € R™ ™ y b € IR™ se quiere hallar x tal que

[ Az —bl|

sea lo menor posible.

Considerando el subespacio S:

S={yeR" y= Az, paraalgin z € R™}

el problema se transforma en hallar y € S tal que

lly — b|| < ||s — b]| para todo s € S
y luego x tal que Ax = y.

En el caso del producto interno usual, es decir (x,y) = Z?Zl x;y;, la solucién de este problema
puede obtenerse resolviendo las llamadas ecuaciones normales que pueden obtenerse ficilmente
a partir del Teorema 6.8 como veremos en el teorema que sigue. Recordemos que AT denota la
matriz traspuesta de A.

LEMA 6.9. Sea A € R™™, x ¢ R", y € R™. Si (., .) indica el producto interno usual (tanto
en R™ como en IR™) entonces,

(ATy,z) = (y, Ax)
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Demostracion.

n n

(ATy, z) = Z a;iyj | ©i = Zyj (Z ajixi> = (y, Az)
j=1 j=1

i=1 =1

TEOREMA 6.10. Sea A € R™™ ybeIR™. Si(.,.) indica el producto interno usual (tanto en
IR™ como en IR™) entonces, son equivalentes

(1) »o € R™ minimiza ||Az — b|
(2) zo es solucion del sistema AT Az = ATb.

Ademds, si los vectores columnas de la matriz A son linealmente independientes, existe xy solu-
cion del sistema AT Az = ATb y es inico.

Demostracion. Considerando el subespacio S = {y € R", y = Az, paraz € IR™}, por el
Teorema 6.8 y € S es tal que ||b — y| = mig{”b — s||} sty solo si (b —y,s) = 0 para todo
se

s € S. Como y € S existe g € IR™ tal que y = Axg y s = Ax, con x variando en IR™, luego la
condicién (b —y,s) = 0 para todo s € S podemos reescribirla
(b—Axg,Az) =0 VazeR™,
o equivalentemente, por el Lema 6.9,
0= (AT (b— Axg),z) = (ATb — AT Azg),z) YV 2z e R™,

lo que ocurre si y solo si AT Azg = ATb.

Para mostrar la existencia y unicidad de un elemento xg que cumpla con el enunciado, llamemos
Aj € IR™ a los vectores columna de la matriz A, para j = 1,...,m.

Six = (x1,29,...,2m) €l vector Ax puede escribirse en términos de las columnas de A por
Az = Z;nzl Ajx;. Luego, si las columnas de A son linealmente independientes resulta Az = 0
si y solo si & = 0. Veamos que esto implica que AT A es una matriz inversible. En efecto, si
AT Az = 0 entonces (AT Az, z) = 0, y por el Lema 6.9 tenemos que (Az, Ar) = 0. Es decir
| Az||?> = 0, con lo cual Az = 0y por tanto x = 0.

Como la tinica solucién del sistema AT Az = 0 es la trivial, se deduce que AT A es inversible y
hay una tnica solucién para el sistema AT Az = ATb. ]

OBSERVACION 6.11. Si el producto interno no es el usual sino que viene dado por pesos w;, 0
sea, (T,y)w = D _q w;x;y;, entonces ro € IR™ minimiza [|Az — b[|,, si y solo si zg es solucién
del sistema AT D, Az = ATD,b.

La demostracién es andloga a la del teorema anterior considerando la escritura (x, y),, = (x, Dyy)
(ver Ejemplo 6.3 (b)).
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Notemos que si el problema original
Ax =b
tiene una solucién exacta x, este x también es solucién de
AT Az = AT

Este sistema de m x m puede resolverse por el método de eliminacién de Gauss o bien por
métodos iterativos.

EJEMPLO 6.12. Veamos un ejemplo sencillo, como presentamos a través de la Figura 6.1. Se
quiere trazar una recta (p(z) = ag + a12) que aproxime los puntos

(a;):] 01 [02] 03|04 [05[06]07] 0.8 [09] 1
(y;): | 0.35 | 0.5 0.45 | 0.55 | 0.6 | 0.1 0.9 0.75 | 0.8 | 0.8

Siguiendo (6.2) el sistema a resolver es:

1 0.1 0.35
1 0.2 0.5
1 0.3 0.45
1 04 0.55
1 05 W o6
1 0.6 ~ 1 o1
1 0.7 “ 0.9
1 0.8 0.75
1 0.9 0.8
11 0.8

Que, después de multiplicar por la transpuesta de A, queda

(5% s ) (2)=(35)

a) = 0.497

La solucién es

ap = 0.3067

Es decir la recta que mejor aproxima, en el sentido de minimizar Y (f(x;) — p(z;))?, a f en los
puntos dados es

p(z) = 0.497z + 0.3067



122 6. POLINOMIOS ORTOGONALES Y APROXIMACION POR CUADRADOS MINIMOS.

Esta forma de resolver no puede aplicarse, en general, para resolver el problema B. Para abordar
esta clase de problemas necesitamos desarrollar més teoria relacionada con el producto interno
y la idea de ortogonalizacién. Es decir, vamos a dar una descripcién de la solucion a través de
la proyeccién ortogonal sobre un subespacio.

DEFINICION 6.13. Un subconjunto A de un espacio vectorial V' se dice ortonormal si A es
ortogonal y ademds (f, f) = 1 para cualquier f € A.

Si se considera en el espacio V una base ortonormal B = {vi,...,v,} cada elemento x € V
admite una unica escritura de la forma

n
Tr = E Z;U;.
=1

La ventaja de trabajar con una base ortonormal es que podemos describir facilmente los escalares
x; en términos de = y de la base. En efecto, tenemos

(2, vk) § Vi, Vk) Z% Vi, V) = T

Luego,

n

x = Z(as,vimi.

i=1

Ahora, dado un subespacio S de dimensién finita de V', una base ortonormal de S puede en-
contrarse a partir de una base dada de S mediante el proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt que damos en el siguiente teorema.

TEOREMA 6.14. Dada una base de S,

BS == {TI,TQ, o 7rm}7

se consideran
up =1, v1 = uy/[luq].

Yy, para k= 2,...,m,

k—1

up =1 — Y (rk,v)oi, Y vk = up/||ugl-

=1

Entonces, el conjunto {uy,...,un} es ortogonal y el conjunto {vi,...,vn} es una base ortonor-

mal del subespacio S.
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Demostracion. Se hace por induccién. o

Con el siguiente teorema demostramos la existencia de la proyecciéon ortogonal sobre S un
subespacio de V, cuando S tienen dimensién finita.

TEOREMA 6.15. Dado x € V y un subespacio S C V de dimension finita, existe un unico y € S
que satisface

(x —y,s) =0, Vs € S. (6.3)

Demostracion. Sea {vi,...,v,} una base ortonormal de S (que sabemos que existe gracias al
Teorema 6.14). Veamos que el elemento y € S buscado es

y= Z(mw)w (6.4)

En efecto, es claro que y € S ya que es una combinacién lineal de elementos de la base y. Por

otra parte, para verificar (6.3) es suficiente ver que se cumple para s = v;, j =1,...,m. Pero
m
(@ —y,v5) = (2, 05) = O (@, 0)vi, 05) = (@,05) = (w,0;) =0
i=1
donde en el dltimo paso hemos usado la ortonormalidad de la base. La unicidad la probamos
en el Teorema 6.8 O

El teorema anterior nos permite definir una aplicacién
P:V—S5
que a cada elemento z € V le asigna Px € S de tal forma que
(x — Pz,s) =0, Vse S
generalizando a espacios con producto interno la nocién de proyeccién ortogonal conocida en

IR"™. Teniendo en cuenta el Teorema 6.8, Px nos da la mejor aproximacién a x por elementos
del subespacio S en la norma asociada al producto interno.

Estos resultados nos permiten encontrar la mejor approximaciéon a una funcién continua por
polinomios de un grado dado, en la norma asociada a un producto interno. Para esto basta
considerar el espacio V = C|[a, b] y el subespacio S = P,.

Aplicando el proceso de ortogonalizacién dado en el Teorema 6.14 a la base candnica de Py,
es decir B = {1,z,22,...,2"}, en un producto interno dado, obtenemos los polinomios ortogo-
nales g asociados a dicho producto y los correspondientes polinomios ortonormales pg. Estos
polinomios estan dados por,
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qo(*) =1,  po(z) =1/[qoll-
y, definiendo hy(z) = =¥, para k =1,...,n,
k—1

gr(x) = 2" = (e pi)pi(), v pr(@) = qe(@)/ k]l
i—1

Observemos que, como este procedimiento puede hacerse para cualquier n € IN lo que se obtiene
es una sucesion de polinomios ortogonales qg, q1, - - -, ¢n, - . . cuyas propiedades basicas resumimos
en el siguiente teorema.

TEOREMA 6.16. Dado el espacio V- = C|a, b] con un producto interno, los polinomios ortogonales
q0,q1,---+qn, ... obtenidos mediante el proceso de Gram-Schmidt aplicado a la base candnica
dada por las potencias satisfacen las siguientes propiedades. Para todo k € INg,

(1) qx es un polinomio mdnico de grado k.
(2) {90,41,---,qx} es una base ortogonal de Py.
(3) qx es ortogonal a todo polinomio de grado menor que k.

Las conclusiones del teorema son validas si se considera la base canénica de Py: B = {1, z,22,..., 2},
El orden en que se toman los elementos es importante. La demostracion se sigue de todo lo an-
terior y por tanto la omitimos.

En lo que sigue consideramos fijado el producto interno y usamos la notacién py para indicar la
sucesion de polinomios ortonormales asociados a dicho producto, es decir py, = qr/||¢x||. Una vez
obtenidos estos polinomios podemos encontrar la mejor aproximaciéon a una funciéon continua
utilizando la teoria general que hemos visto. En efecto, tenemos

TEOREMA 6.17. Si f € Cla,b] entonces el polinomio p}, € P, que satisface
If=prll < Nf=pll,  Vp€EPy,

estd dado por pl, = Pf, donde P : Cla,b] — P, es la proyeccion ortogonal, o sea,
n

Py =Y {f.pi)pis

1=0

Demostracion. Se sigue del Teorema 6.4. ]

Observemos que esto resuelve simultaneamente los problemas A y B. Para resolver cualquiera
de los dos hay que, primero generar los polinomios ortonormales p; y luego calcular (f,p;). En
el caso continuo (problema B) aplicamos la teorfa trabajando en el espacio de dimensién infinita
C'la, b] mientras que en el caso discreto (problema A) trabajamos en el espacio de dimensién finita
IR"*! identificando a los valores de una funcién continua f con el vector (f(zo), ..., f(x,)). De
esta forma se tiene un procedimiento alternativo al dado en el Teorema 6.10 para el problema
discreto. En algunos casos el método basado en el uso de los polinomios ortogonales resulta
mejor respecto de la propagacion de errores de redondeo.
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El teorema de Weierstrass nos permite demostrar que el error entre la f y su mejor aproxi-
macién en la norma asociada al producto interno tiende a cero cuando el grado del polinomio
aproximante tiende a infinito. Este es el objetivo del siguiente teorema.

TEOREMA 6.18. Si el producto interno en Cla,b] estd dado por

/f (2)da

donde w es una funcidn positiva e integrable en (a,b) entonces,

py, — f cuando n — oo.

Demostracion. Por el teorema de Weierstrass, dado € > 0 existe un polinomio p € P,, (n depende
de ¢) tal que

max [f(z) —p(z)] = |[f = pllo <e

a<z<b

Entonces

If =psll? < If —pl? = [P w(@)(f(z) - p(x))? dz
< |If = pll% [P w(z) de < 2 [Pw(z) da.

Por lo tanto,
lim |[f —ppl = 0.
n—oo

COROLARIO 6.19. (Igualdad de Parseval) Para un producto interno como el del teorema

anterior se tiene,
o

£ =D (f,p5)?

j=0

Demostracion. Recordemos que pi = > 7" ((f,pi)pi, y por lo tanto

n

s ll? = (fop)*.

7=0

Entonces, de la ortogonalidad entre f — p} y p;, se obtiene

AP = 1F =5l + losll® = 11F = oil® + D _{F, )

J=0

pero por el teorema sabemos que el primer sumando del término de la derecha tiende a cero
cuando n tiende a infinito con lo que concluye la demostracion. |
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Terminamos el capitulo dando una forma mas eficiente de encontrar los polinomios ortogonales
asociados a un producto interno. En efecto, el siguiente teorema muestra que cada polinomio ¢,
se escribe en funcion de los dos anteriores y por lo tanto la sucesién de polinomios ortogonales
monicos puede obtenerese por recurrencia.

TEOREMA 6.20. Si un producto interno en Cla,b] satisface (xf,g) = (f,zg) entonces los poli-
nomios ortogonales monicos g, satisfacen la relacion de recurrencia

Qn(x) = (IL‘ - an)Qn—1($) - ann—2($) > Vn > 2 (65)
donde a,, y b, estan dados por
@ — <an—17qn—1> b — <Qn—17Qn—1>
" (-1, Gn-1) " {Gn—2, n—2)

Demostracion. Sea n > 2. Como cero es raiz del polinomio ¢, (x) — ¢,(0) podemos escribir

an(z) — qn(0) = 211
donde 7,1 es un polinomio de grado menor o igual que n — 1. Ademés, como ¢, es mdnico,
rn—1 también lo es. Tenemos entonces,

qn(z) = 270-1(2) + ¢n(0) = 2gn-1(2) + 2(rn-1(2) — gr-1()) + ¢n(0). (6.6)
Pero como r,_1 y gn,—1 son moénicos su diferencia resulta un polinomio de grado menor o igual
que n — 2 y por lo tanto, como qo,...,¢,—1 forman una base de P,_1, existen coeficientes f3;

tales que
n—1
2(rn1(®) = go1 (@) + 42 (0) = Y Bja;(x)
§=0

y reemplazando en (6.6) obtenemos

n—1
gn(7) = 2gn1(x) + Y Biq;(x). (6.7)
j=0

Ahora, para i < n — 2, tenemos

n—2
0= {gn, ) = (& + Bu-1)n—1 + >_ Bis» &) = (@qn—1,4) + Bi¢i, ¢i)
j=0

donde en el tltimo paso hemos usado la ortogonalidad de los g;. Pero, como x¢; es un polinomio
de grado menor que n — 1, resulta

(qn-1,6) = (qn-1,2¢;) = 0
y en consecuencia 3; = 0 para todo i < n—2. Por lo tanto, definiendo a,, = — 3,1 y b, = —Gn—2,
(6.5) se obtiene de (6.7).
Finalmente, usando (6.5) y la ortogonalidad de los g; tenemos,
0= <Qna Qn—1> = (xQn—la Qn—1> - an<Qn—17Qn—1>
de donde se obtiene la expresion para a,. Andlogamente,

0= <qn) Qn72> = <xQn71y qn72> — by <Qn72a Qn72>
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y por lo tanto,
b — <33an17 Qn72>
<Qn727Qn72> .

Para terminar la demostracién falta ver que

<xQn—17 QR—2> = <Qn—17 Qn—1>a
pero como

<$Qn—17 Qn—2> = <Qn—17 $Qn—2>a
basta ver que

<Qn—17 T(dn—2 — Qn—1> =0

lo que resulta del hecho de que xq,_2 — ¢,—1 es un polinomio de grado menor que n — 1 porque
tanto xg,_2 como ¢,_1 son monicos de grado n — 1. O

OBSERVACION 6.21. Los productos internos asociados a los problemas A y B satisfacen trivial-
mente la hipotesis del teorema.

3. Ejercicios

(1) (a) Encontrar el polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de cuadrados
minimos la siguiente tabla de datos:

z| 01|23 |4|5|6[/7]|8]|9
y|-1]1.1]19(32|38|5|6|73]|81|89

y el polinomio de grado 2 que aproxima en el mismo sentido la siguiente tabla de
datos:

z|-1] 0] 11]3] 6
y[61]128]22|6]26.9

(b) En cada caso, comparar graficamente, usando Matlab, con el polinomio interpola-
dor.

1
(2) Considerar la funcién f(z) = 1+ 2522

Para n = 5,10, 15; graficar simultdneamente f junto con
e los polinomios que aproximan a f en el sentido de cuadrados minimos en n + 1
puntos equiespaciados y tienen grado %n y %n,
e ¢l polinomio que resulta de interpolar a f en los puntos anteriores.
(3) Probar que si se tienen n + 1 puntos distintos, el polinomio de cuadrados minimos de
grado n coincide con el polinomio interpolador.
Concluir que para ciertas aplicaciones puede ser una mala idea aumentar el grado
del polinomio de cuadrados minimos, hasta hacerlo cercano al grado del polinomio
interpolador.

en el intervalo [-1,1].

(4) Sea A la matriz en IR?*? dada por A = . Mostrar que

o o
- a T
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(a) det(ATA) = (ad — be)? + (af — be)? + (cf — ed)?.
(b) Los rangos de las matrices AT A y A coinciden.
(c¢) El polinomio de grado 1 que aproxima en el sentido de cuadrados minimos una
tabla de 3 datos es unico.
(5) Aproximar la siguiente tabla de datos en el sentido de cuadrados minimos

x| -1 0 2 3
y103]-0.2|7.3|23.3

con funciones del tipo: (a) y = a2® + b3", (b) y=a2%+b3" +c.
(6) Considerar erf : IR — IR la funcién dada por

2 x
erf(z) = ﬁ/o e~ dt.

(a) Graficar la funcién con el comando erf de Matlab en el intervalo [—5, 5] y verificar
numéricamente que ligl erf(z) = +1.
T— 00

(b) Ajustar la funcién erf en el sentido de cuadrados minimos con polinomios de grado
1,2, 5y 10; considerando 15 puntos equiespaciados en el intervalo [—1, 1]. Graficar
erf junto con estos polinomios en el intervalo [—5, 5]. Observar que la aproximacién
es mala fuera del intervalo [—1,1].

(c) Utilizando los mismos puntos, hallar la aproximacién de cuadrados minimos que
utiliza el siguiente modelo:

—t2 —t2 —t2

erf(t) ~ c1 + ¢ e 4 c3 £ +cy 4 c5 .
1+t (1+41)2 (1+41)3

Comparar el error obtenido al aproximar por la funcién hallada con el del item
anterior.
(7) Aproximar los datos de la tabla siguiente

z|-1]0|1 2
y|8113|11]0.5

con un modelo de la forma: f(z) ~ a €’®; en el sentido de cuadrados minimos para

la funcién In(f(z)).
(8) Aproximar los datos de la tabla siguiente

] 1] 0 [ 1] 2
yl-11[-04]-09]-27

2
con un modelo de la forma: f(z) ~ —e®@ +bote

para la funcién In(f(x)).

, en el sentido de cuadrados minimos
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(9) Decidir cudles de las siguientes aplicaciones < , >: X x X — IR, son productos internos,
siendo X = {polinomios de grado menor o igual a 1 definidos en[0, 1]}.

(a) < f.g >= F(0) + 29(0)
(b) < 1.9 >= (f0) + 9(0))?

(¢) < f.9>= F(0)g(0) + / F(6) (B)dt
(@) < f.9>= F(0)g(0) + F(1)g(1)

(10) Sea < f,g > cualquiera de los siguientes productos escalares:

n b
@ <fg>=Y S, 0) <fo>= [ f@@uE)d
0 a

Probar que S = {1,z,22,...,2"} no puede ser un conjunto ortogonal para n > 2.
(11) Polinomios de Laguerre. Utilizando el método de Gram-Schmidt, calcular los pri-
meros cuatro polinomios ménicos ortogonales con respecto al producto escalar:

< fg>= /O e f(a)g()d.

(12) Polinomios de Hermite. Repetir el ejercicio anterior con el producto escalar

< f,g>= /OO efﬁf(x)g(x)dx.

— 00

(13) Considerar

1
< fig>= / @)g@) da

3

(a) Probar que <, > es un producto interno en S,,, el espacio generado por {z, 2%, x3, - - -

a
(b) Hallar una base ortonormal para Ss.
(c) Hallar la mejor aproximacion en el sentido de cuadrados minimos sobre S3 para
f(z) =a*y para g(z) =1
(14) Sea S el subespacio de las funciones derivables definidas en el intervalo [, 7] generado
por {1, cos(x),sin(x)} y considerar

< f,9>=f(—3)d'(

™

5)+ 1109 0) + F(5)9(5).

™
2
(a) Probar que <, > es un producto interno en S.
(b) Hallar una base ortonormal para S.
(c) Hallar la mejor aproximacién en el sentido de cuadrados minimos sobre S para
f(z) =sin(2z), g(z) = cos(2z) y h(z) = 3 sin(2z) — 5 cos(2z).
(15) (a) Probar que el conjunto de funciones: {1, sin(kx), cos(mx), k,m € IN} es ortogonal
con el producto escalar

27
< f,g>= ; f(z)g(z)dz.

y calcular las normas de cada una de estas funciones.

am}.
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(b) Verificar la ortogonalidad y calcular la norma de los polinomios de Tchebychev,
con el producto escalar

1
f(z)g(z)
< fig>= | =2ldg
19 /_1 V1—2?
(Sugerencia: usar el cambio de variables u = arcsin(x)).

(16) Hallar los primeros 5 términos de la expansién en serie de Tchebychev para la funcién
f(z) = |z|. Graficar en el intervalo [—1,1].

(17) Sea Tj el polinomio de Tchebychev de grado j; (j € IN). Considerar las relaciones de
ortogonalidad discretas para éstos polinomios:

m 0 i#j
> Ti(wp)Ty(ak) =4 m/2 i=j#0
P m  i=j=0
donde {zy; k=1,...,m} es el conjunto de ceros de T,.
Para una funcién f : [-1,1] — IR se definen m coeficientes ¢;j, j = 1,...,m segin

¢ = ”2%; F @) Ty ().

m
Probar que el polinomio [Z cka_l(w)] — 0.5¢; interpola a f en las raices de Ty,.
k=1
(Sugerencia: usar Ejercicio 3).
Notar que esta férmula proporciona una manera maés directa de encontrar el poli-
nomio interpolador en los ceros de T,.



CAPiTULO 7

Integracién numérica

En este capitulo estudiamos métodos para aproximar el valor de una integral definida en un
intervalo [a,b]. En los cursos elementales de Célculo se aprende que el valor ff f(x)dx puede
obtenerse a partir de una primitiva de f mediante la regla de Barrow. Sin embargo, en muchos
casos no es posible encontrar una primitiva expresable en términos de funciones conocidas.
Un ejemplo es el de la integral f; e dx que juega un papel muy importante en la teoria de
probabilidades. Puede demostrarse que la funcién e~ no tiene primitiva expresable mediante
composiciones y operaciones algebraicas de las funciones conocidas (polinomios, trigonométricas,
logaritmos y exponenciales). Si bien este es un ejemplo clésico, esta situacién se da en una gran
variedad de funciones.

FEn consecuencia serd necesario recurrir a las llamadas reglas de integracion numérica o de
cuadratura. La idea bésica para construir estas reglas es reemplazar la funcién por un polinomio
puesto que:

(1) Es facil integrar polinomios.
(2) Toda funcién continua puede aproximarse por polinomios.

Entonces, dada una funcién f € Cla,b] aproximamos el valor fab f(z)dz por fabp(x)dx donde p
es algin polinomio que esta cerca de f.

A continuacién describimos el procedimiento méas usual para construir reglas de integracién, el
cual consiste en elegir el polinomio aproximante como uno que interpole a f. Para esto se eligen
en primer lugar n 4+ 1 puntos zg, ..., z, € [a,b]. Sabemos que existe un tnico p,, € P, tal que
pn(xj) = f(xj) para j =0,...,n y definimos entonces la regla de integracién numérica Q(f) por

b
Qf) = / pulz) da.

Si escribimos p,, en la forma de Lagrange (ver (5.3)), o sea,
pol@) =Y fla;)t(x),
i=0

donde /j(x;) =1y ¢;(x;) = 0 para i # j, tenemos

b b n n b
/ pal(z) dz = / S Fat@) de =S () / Gy de =S A ().
a @ =0 7=0 a j



132 7. INTEGRACION NUMERICA

Luego, obtenemos las férmulas de cuadratura usuales () para aproximar una integral buscada,
de la forma:

b n
/ f@yde ~ Q) =3 Af(x) (7.1)
a j=0

donde los puntos z; son llamados los nodos y los A; los pesos de la integracién numérica
(1=0,...,n).

Los pesos A; = f; ¢j(x) dx dependen sélo de los nodos z;, una vez calculados se usan para
aproximar la integral de cualquier funcion f.

Notemos que si f es un polinomio de grado n entonces, como la interpolacion en n 4+ 1 puntos,
es exacta, la formula que obtuvimos para aproximar la integral serd exacta sobre los polinomios
de grado menor o igual que n. En otro caso, habra que estudiar el error que se comete al utilizar
este tipo de aproximaciones. Es decir, estudiaremos para cada férmula de cuadratura el error
que viene dado por:

R = [ ’ fla)di - / () di = / (f - po)(a@) da.

Hay, esencialmente, dos maneras de determinar una férmula de cuadratura como en (7.1).

e Los nodos {xg,x1,...,2,} estdn prefijados. En este caso, se trata de hallar los pesos
{Ap, A1,...,A,}. Cuando los nodos se toman equiespaciados, el problema se conoce
como las Férmulas de Newton-Cotes.

e Se buscan a la vez los nodos {zg, z1,...,x,} y los pesos {Ag, A1, ..., A, }. Este método
se conoce como Formulas de cuadratura gaussiana.

1. Formulas de Newton-Cotes

Si queremos aproximar la integral una funcién continua f : [a,b] — IR por la integral de un
polinomio interpolador de grado n, probablemente la eleccién més natural para los nodos x; es
tomarlos equiespaciados en el intervalo [a, b]. para esto consideramos h = (b—a)/ny x; = a+jh
con j =0,...,n. Una féormula de aproximacion basada en estos puntos se conoce como “formula
de Newton-Cotes cerrada” y si los puntos son tomados como z; = a+ jhcon j=1,...,n—1
se llama “férmula de Newton-Cotes abierta” (no incluye a los extremos del intervalo). Estas
férmulas seran exactas cuando el polinomio interpolador coincida con la funcién f, esto es, para
todo polinomio en P,,.
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1.1. Férmulas simples de Newton-Cotes. Veamos primero las férmulas de cuadratura
si se considera el intervalo [a, b] considerando nodos equiespaciados. Comencemos interpolando
por una recta o por una funcién cuadrarica.

Regla de Trapecios: es la que se obtiene si se reemplaza en el intervalo [a,b] la integral de
la funcién f por la de la recta que une los puntos (a, f(a)) con (b, f(b)). De ahi el nombre de
trapecios (ver Figura 7.1). Como los nodos de interpolacién son los extremos del intervalo, esta
férmula también suele llamarse de trapecios cerrada.

Ficura 7.1. Regla de los Trapecios simple cerrada

f(0) — f(a)

La recta estd dada por p(z) = f(a) + 2
—a

(x — a), integrado p obtenemos

b—a 2 a
= ja)b-a)+ 1O g,
es decir:
b (- a)
[ t@ae ~ 25 =S5 @) + 1), (72)

EJEMPLO 7.1. Consideremos la funcién f(x) = 23 — 4x + 4 en el intervalo [~1,0]. ;Cudl es el
valor aproximado de la integral en este intervalo que da la regla de trapecios?

Segin vimos, se tiene

0 0—(-1) 1 !
/1x3—4x+4daz v S D) ) = (T4 =
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En este caso, es sencillo calcular el valor exacto de f31 2 —dr+4de = % con lo cual se puede

calcular exactamente el error que se comete, R(f) = i = 0.25.

Mas adelante nos dedicaremos al estudio del error. Veamos ahora una pequena modificacién a
la regla de trapecios.

Regla de Trapecios abierta: en este caso, en lugar de considerar como nodos los extremos del
intervalo [a,b] vamos a usar dos puntos interiores equiespaciados {z1,z2}. Luego, sustituimos
la funcién f por la recta que la interpola en esos nodos (ver Figura 7.2). Para ésto partimos
al intervalo [a,b] en tercios, es decir en subintervalos de longitud h = b_T“. De esta manera
consideramos {z1,z2} los extremos del intervalo medio, es decir z; = a + jh para j = 1,2. El

polinomio de grado 1 que interpola a f en esos nodos es

f(z2) — f(z1)

T2 — X1

p(x) = fz1) + (z —21).

Integrando p en [a, b] y recordando que h = b_Ta (éstoes: b—a =3h, x9 —x1 =h, b—x; = 2h,
y @ —x1 = —h) tenemos

x, f(x,))

(%, 10x,))

Ficura 7.2. Regla de Trapecios simple abierta

b

f(@2) — f(z1) (x — z1)?

Tro9 — T 2 a

f(@1) — f(x2) [(2h)? — (—h)2}
h 2

b
/ plx) de = flar)z +
= f(x1)3h +
— 3hf(ar) + L)~ L(@2) 317

_3h<f(l’1)42rf($2))

b—a
3 )

Luego, para h =
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b
[ r@ar ~ Tt + fa) (7.3

EJEMPLO 7.2. Consideremos nuevamente la funcion f(z) = 23 — 4z + 4 en el intervalo [—1,0].
Queremos calcular la aprorimacion que da la férmula de Trapecios abierta.

La regla de trapecios abierta tienen por nodos {r; = —%, Ty = —%} con h = % El valor
aproximado de la integral de f en [—1,0] es

0 1 2 1 1 8 8 1 4 153
S _dx+4ddr ~ =(f(—-= — N==(—-—4+—-4+4— —+-+4) =-""=5.8333...
/1”6 vdde ~ S(f(=3)+/(=3) 2( o7 t3® 27+3+> 23

Usando el valor exacto, ya calculado, de f_ol 2} —dr+4dx = % podemos asegurar que el error
cometido es, R(f) = —0.08333...

Regla de Simpson: es la que se obtiene si se reemplaza en el intervalo [a, b] la integral de la
funcion f por la de una funcién cuadrética que interpola a f. Como para dar un dnico polinomio
de grado 2 que interpole a f se necesitan tres nodos, se consideran los extremos del intervalo y
su punto medio, es decir, {a, anb, b} (ver Figura 7.3). Como a y b forman parte de los nodos,
esta formula también suele llamarse de Simpson cerrada.

(b, (b))

(ath, f(at+h))

FiGurA 7.3. Regla de Simpson

Para simplificar los calculos, queremos hallar la férmula que le corresponde a una funcién con-
tinua cuando se considera el intervalo [—1,1] y derivar de ésta la férmula general. Para ésto
necesitaremos el siguiente lema.
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n

LEMA 7.3. Si Qo(f) = ZAjf(tj) es una formula de cuadratura para aproximar la integral
§=0

fil f(x) dx entonces, para

(b—a) (a+b)
.’Ej = 9 t]’ B s

se tiene una formula de cuadratura para el intervalo |a,b]:

G " (b a)
/fwm:~ Qn=>" A;f (), (7.4)

a 2
7=0

Demostracion. Consideremos el cambio de variables x = at+ (3, con o = (b—a)/2y § = (a+b)/2
que transforma el intervalo [—1, 1] en [a, b]. Asi,

/abf(x) dwz/_llf(at—i—ﬁ) a dt.

Aplicando la férmula @ a la funcién ¢(t) = af(at + ) para el intervalo [—1, 1] tenemos,

[1@w= [ feinan ~ e &
con,
Qolg) =Y Ajg(ty) =Y ad;f(at; + ).
j=0 j=0
Si llamamos z; = at; + 3, para j = 0,...,n, tenemos que
zj = (b;a)thr (a;b) Vji=0,....n.

Luego, podemos re-escribir la aproximacién en [a, b] dada en (7.5) como en la férmula (7.4). O

Ahora si, procedemos a dar la férmula de Simpson, que aproxima a fil f(x) dx, usando el
polinomio interpolador p en los nodos equiespaciados {—1,0,1}. Si p(z) = ag + a1x + aza?,

1 a9 2
/ p(x) dr = 2[a0 + *] = - [6(10 + 2(12] .
. 3176
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2

Por otro lado, sabemos que p(z) = ag + a1z + agx® verifica el sistema:

1 -1 1 ag f(=1)
1 0 0 ap | = f(0)
1 1 1 as f()
Por lo tanto, ag = f(0),a; = f1) _Qf(_l) V as = f(=1) - 2.;(0) + f( )

Luego,

1 1
/ FEEE / p(x) do = 2[f(=1) + 4£(0) + F(1)].

-1

Ahora, por el Lema 7.4, se tiene para un intervalo [a, b] la férmula de Simpson simple cerrada:
(b—a)

S(f) = =5 [f(@) +4f((a+)/2) + f(b)].
Si escribimos la férmula en términos de la distancia entre un nodo y otro, h = bfTa, se tiene:
h
S(f) = 3lf(a) +4f(a+h) + f(B)]. (7.6)

EJEMPLO 7.4. Para la funcién f(z) = 23 — 4z +4 consideremos ahora el intervalo [—1,2]. ;Cudl
es el valor que se obtiene al aproximar la integral de f en este intervalo si se emplea la formula
de Simpson cerrada?

Para este intervalo tenemos, b —a = 3, luego h = % va+h= QTH’ = %, entonces la fémula (7.6)

nos da 1 1 1 17 39
En este caso el célculo es exacto puesto que al calcular la integral de f en [—1, 2] obtenemos por

resultado % .

Regla de Simpson abierta: es la que se obtiene al reemplazar f por un polinomio de grado
2 que la interpole en nodos equiespaciados en el interior del intervalo [a,b]. Para ésto partimos
al intervalo [a,b] en cuartos, es decir en subintervalos de longitud h = bTT“. De esta manera
consideramos {z1,x2,x3} los extremos de los intervalos medios, es decir x; = a + jh para
j =1,2,3; (ver Figura 7.4). Como a y b no forman parte de los nodos, esta férmula recibe el

nombre de Simpson abierta.

Si procedemos como antes, podemos hallar el polinomios de grado 2 que interpola a una funcién
en el intervalo [—1, 1] y luego por el Lema 7.4 extendemos la férmula a cualquier intervalo [a, b].
En este caso, el polinomio p(z) = ag + a1x + azx? interpola a f en los nodos {—%,0, %} y

resultan ag = f(0), a1 = f(%) - f(_%)a y az = 2f(_%) —4£(0) +2f(%)~
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(ath, f(a+h))

(a+2h, f(a+2h))

(a+3h, f(a+3h))

-1 -05 0 0.5 1 15 2

FicuraA 7.4. Regla de Simpson abierta

Luego, f_llp(a;) dz = 2[3ag + az2] = 2[2f(—%) — f(0) + 2f(3)]. Al pasar a un intervalo [a, b]

por medio del Lema 7.4 y escribiendo la formula en términos del paso h = Z’TT“ obtenemos,

b 4h
/f(af)d:v ~ §[2f(a+h)—f(a+2h)+2f(a+3h)].

EJEMPLO 7.5. Consideremos nuevamente la funcion f(z) = 23 — 4z + 4 en el intervalo [—1,2].
Queremos hallar una aproximacion de la integral de f en dicho intervalo por medio de la regla
de Simpson abierta.

Como h = I’TT“ = %, entonces a + h = —1, a+2h = %, a+3h= g, asi tenemos

319 17 .61, 624 39

2 1 1 5
3 _
/_fC —dztdds Nl[Qf(*Z)*f(EHMZ)] - [2ﬁf§+2@] T 64 4

que vuelve a ser un calculo exacto.

Es claro que la férmula de Simpson es exacta para polinomios de P, al igual que la férmula de
Trapecios lo es para polinomios de P;. Esto motiva la siguiente definicién.

n
DEFINICION 7.6. Decimos que una férmula de cuadratura Q(f) = ZAjf(xj) tienen grado de
3=0

b
exactitud k, si / p(z) de = Q(p) para todo polinomio p € Py y no para Pi1.
a
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b n
OBSERVACION 7.7. Toda férmula de cuadratura/ flx)yde ~ Q(f)= Z A;f(z;) es lineal.
a =0
Es decir, Q(af + g) = aQ(f) + Q(g) y este valor aproxima en [a, b] la integral de af + g para
todo a € IR, f y g funciones.

En virtud de este resultado, podemos reducir el estudio del grado de exactitud al comportamiento
de la férmula sobre una base del espacio de polinomios. Esto queda expresado en la siguiente
observacion.

OBSERVACION 7.8. Una férmula de cuadratura @ tiene grado de exactitud % si y solo si es exacta

para la base de Py, B = {1,z,2%,..., xk} y 1o lo es para el polinomio z**!. Esto es, la igualdad
b n
/ 2™ dx = Z Ajai
a ]:0
debe verificarse para todo m =0,...,k y no para m = k + 1.

Ademsds, gracias al Lema 7.4, una férmula de cuadratura tiene grado de exactitud k indepen-
dientemente del intervalo [a, b] para el cual estd calculada.

EJEMPLO 7.9. Se quiere calcular el grado de exactitud de la formula de Stmpson cerrada.

Es claro que las formulas de Simpson, tanto abiertas como cerradas, son exactas para polinomios
de P,. Luego, por Observacién 7.8, basta ver qué sucede con z3,z%, ..., y esto puede hacerse,
sin perder generalidad, en el intervalo [—1,1]. Tenemos

/1 2de =0= %[(—1)3 +4(0)® + (1),
R 2 2

1
/_1:):4 do =242= %[(—1)4 +4(0)* + (1)Y.

Luego, la férmula de Simpson cerrada tiene grado de exactitud k = 3. Lo mismo sucedera para
la férmula abierta.

2. Estimacion del error

Antes de estudiar cémo pueden mejorarse las aproximaciones obtenidas, veamos cudl es el error
que se comete al utilizarlas. Las férmulas de Trapecios y Simpson se obtienen de integrar el
polinomio interpolador de grado 1, 2 respectivamente. También podriamos buscar otras férmulas
interpolando con polinomios de mayor grado.

b
En lo que sigue notaremos por I(f) = / f(z) dx.
a
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El Teorema 5.4 da, para cualquier funcién f € C"*![a,b] una férmula que mide el error cuando
se considera su polinomio interpolador p, € P, en lugar de f:

For(g)

En(z) = f(z) — pn(z) = mWnH(m)

(con £ € (a,b) que depende de) x

Luego, si @ es una férmula de cuadratura como en (7.1) podemos expresar el error de integracién
por

b
R(f) = I(f) - Q(f) = / (f - pu)(a) du.
Es decir

b r(n+1)
r(h) = | mwnmx) dr.

Error para la Regla de Trapecios: Para estimar el error citamos el siguiente teorema del

que omitimos dar una demostracién.

TEOREMA 7.10. (Valor Medio Integral Generalizado). Si g, h son funciones continuas en
[a,b] tales que g no cambia de signo, entonces existe n € (a,b) tal que

/ " a)he) da = hn) / " o) da.

Para calcular el error de la regla de los trapecios recordemos que los nodos son {a,b}, y por
tanto Wa(z) = (z — a)(z — b), que no cambia de signo en [a,b], entonces usando el teorema
anterior,

R(/) o= [ TEwe) aa
f// / x—a)(x—0b) dz
_ f// ) a)3

Notar que hay una forma directa de calcular fab(x —a)(xz — b) dz que es calcularla por partes.
Si derivamos (x — b) e integramos (z — a), tenemos

(x —a)?b

2

2 - 6 la 6

b b (g — )2 r—a)3 )3
/(x—a)(x—b)dmz(x—b) —/()dm——()b b )

a

Finalmente, si h = b — a es la distancia que hay entre los dos nodos, el error puede expresarse
por
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3
R() = =" 1), para algiin n € (a,b). (1.7

1
EJEMPLO 7.11. Estimar el error cometido al aprozimar [ xt — 2% + 22 4+ 3 dx por la formula
de trapecios cerrada. ;Cudl es el valor de dicha aprozimacion? ;Qué andlisis se puede hacer si
se considera la misma funcion en el intervalo [—1,1]7

h3
Tenemos h = 3, f(z) = 2* —2? + 22+ 3y f"(z) = 1222 — 2. Como R(f) = —Ef"(n) para

algin n € (0, %), acotamos |f”(z)| para todo x € [0, %] Esto es, |f”(x)| < 2, puesto que alcanza
su valor maximo en el extremo izquierdo del intervalo.

h3 11

Luego, |R(f)| = E\f"(n)\ < gEQ = 0.020833...

El valor de la aproximacién estd dado por T'(f) = $(f(0) + f(3)) = 13+ &) = 3.81250

A veces, al estimar el error perdemos informacién. Por ejemplo, si queremos estimar el error
cometido al considerar x € [—1,1], no logramos un resultado muy fino. Por un lado |f”(z)| =
|1222 — 2| < 10, pues alcanza su valor méximo en los extremos del intervaloy h = b—a = 2, asi,

h3 8 20

R(f)| = =|f"(n)] < —=10 = = = 6.666...

R()| = 510" )] < 510 =

Aunque fl xt — 2% 422 + 3 dr = 8 = 5.7333... y el valor que arroja la férmula es T(f) =
1 = .

2(f(=1) + f(1)) = 6 y el error real es 0.2666...

Error para la Regla de Simpson: es un poco mas dificil de analizar pues el polinomio
Ws(z) = (z —a)(x — CLTH’)(:L" — b) cambia de signo en [a, b],

Sean xg = a, x1 = (a+b)/2 y 9 = b. Definamos el polinomio cibico auxiliar, p3(z) como aquel
polinomio que verifica

(dejamos como ejercicio probar que un tal ps existe). Observemos que S(f) = S(p3) pues ps
interpola a f en xg,x1, 2. Adema&s, como la regla de Simpson es exacta en polinomios de grado
3, tenemos que S(p3) = I(p3), entonces

I(f) = S(f) = I(f) = S(p3) = I(f) = I(p3)-

Para acotar esto necesitamos acotar f(z) — p3(z). Para x fijo distinto de xg, x1, x2, definimos
¢(t) para t € [a,b] por
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(t - CL‘o)(t — $1)2(t - .’L’g) )

(x — z0)(x — 21)%(x — x2)

ot) = 1(t) — pa(t) — (F() — pa(a)) (

Entonces ¢(x) tiene al menos cuatro ceros en [a,b], xo,z1,22 y . Por el teorema de Rolle
¢’ tiene al menos tres ceros en (a,b) que estan entre los cuatro ceros de ¢. Por construccién
¢'(z1) = 0, en consecuencia ¢’ tiene al menos cuatro ceros. Si f es C* encontramos que existe
un punto £ € (a,b) tal que
o(¢) = 0.
De la definicion de ¢ esto es equivalente a
F ()
f@) = ps(z) = —=
Como la funcién (z — z¢)(x — z1)?(x — 22) no cambia de signo en (a,b) podemos obtener,

b g(iv)
1) -1 = [ 2

(r —zo)(x — xl)Q(z — x2).

(z — x0)(z — x1)*(z — x2) dz.

O bien, por el valor medio

(iv) b
1) =109 = 25 [ o = ) 0020~ 22)

Ahora observamos que, llamando h = (b — a)/2,

b _ABD
/ (z — x0)(z — z1)*(z — x9) do = i__fb .
Entonces
(iv) _ABD 5
R(P) = 107) = 8(5) = 1(7) — 1) = T 00 (00 = 2 gty

EJEMPLO 7.12. Aprozimar e~ dx mediante la regla de Simpson cerrada y estimar el error

0
que se comete al efectuar dicho cdlculo.

Tenemos h = 3, f(z) = e~ asf

1
/ew"“ Ao~ é(f(0)+4f(%)+f(1)):é(1+e*i+e’1):0.74951...
0

—h®

(iv)
o0 (n)

Para estimar el error consideramos f*(z) = 4(4a* — 1222 + 3)e~*". Como R(f) =

para algin n € (0, 1), acotamos |f”(x)| para todo x € [0, 1].

Por una parte tenemos que en [0, 1], e’ <1 y por otra parte puede verse que |4z* — 1222 + 3|
alcanza su valor maximo en el extremo superior del intervalo. Luego, [4z* — 1222 + 3| < 5 en
[0,1] y por lo tanto

1 /1\5
RN < 55 (5) 20 = 0.006944...
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3. Formulas de cuadratura compuestas

Si queremos aumentar la presiciéon al aproximar fab f(z) dz, podemos aumentar el nimero de
nodos. Esto es, considerar n + 1 nodos y el polinomio de P, que interpola a f en esos nodos,
con n € IN grande. Veremos mas adelante que ésto no siempre es conducente. Como vimos en
el Capitulo 5, aumentar el grado del polinomio interpolador puede producir errores grandes en
la aproximacién, los que se trasladarian al cdlculo de la integral. Otro método, que es que que
vamos a desarrollar en esta seccidn, es el de partir el intervalo [a, b] en pequenos subintervalos
y en cada uno de estos aplicar una aproximacion del tipo Trapecios o Simpson. Este ultimo
procedimiento se conoce como “cuadraturas compuestas”.

La idea general es como sigue. Partimos el intervalo [a,b] en subintervalos eligiendo puntos z;
cona=xpg<z1 <...<xy=>b Sabemos que

Tj+1

1(f) = / " fla) do = ; / T

Ahora si para cada

tenemos una férmula de cuadratura @Q;(f) y consideramos el error respectivo,

Ri(f) = Li(f) — Q;(f)

obtenemos

n—1 n—1
R(f) =Y _Ri(f) =D I(f)—Q(f)
j=0 i=0

j:b n—1
- / f(2) dz— 3 Qi(f)
a j=0

Esto es, la férmula de cuadratura sera

b n—1 n—1
| f@) e~ Qi) conerror R(H)= 3R, (78)
@ j=0 j=0

Para dar una exprexién de las formulas y estudiar simultdneamente el error cometido en cada
caso vamos a necesitar el siguiente lema.

LEMA 7.13. Sea g € C([a,b]) y sean {ao,...,ar} constantes con el mismo signo y {to,...,tx} €
[a,b], entonces se tiene
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k k
> ajglty) =g a;
=0

7=0
para algin n € [a,b].

Demostracion. Sea m = ming(z) y M = maxg(x) en [a,b]. Podemos suponer que a; > 0 para
todo j =1,...,k, luego

para cada j : m < g(t)) < M
(a; >0) ma; < kajg(tj) < Mkaj
k
(sumando) m Z aj < Z g(tj)a; < M Z a;
j=0 j=0 j=0

Ahora, definimos la funcién G : [a,b] — R,
k
Glz) = g(2) ) aj,
§=0

como G es un miltiplo de g, resulta continua en [a,b]. Ademas, el valor maximo de G en |[a, ]
es M Z;?:o a; y el valor minimo es m Z?:o aj. Entonces, por el teorema del valor medio, existe
n € [a,b] tal que

k
G(U) = Zajg(t])7
j=0
es decir
k k
g a; = ag(t),
j=0 §=0
como queriamos demostrar. ]

Ahora estamos en condiciones de desarrollar las férmulas de cuadratura compuestas. Considera-
remos el caso de nodos equiespaciados. Esto nos permitira aprovechar las formulas ya calculadas
(Trapecios y Simpson) dado que la distancia entre dos nodos, que también llamaremos ‘paso h’
no varia.

Regla de Trapecios compuesta: para la férmula cerrada se tiene que tanto a como b son
nodos, luego tomamos los nodos z; = a + jh para j =0,...,n—1 con h = (b—a)/n.

La férmula (7.2) nos da para cada integral

[ i@~ 100 = S0 + S,
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Luego,

-1

3

> 5Uws) + fazen)

f(@o) + f(z1) + fz1) + f(22) + ... + f(zn-1) + f(zn)]
n—1

Flao) + > 2f(x)) + f(zn)

j=1

N | w\vﬁ

Entonces la cuadratura compuesta usando la regla de Trapecios cerrada viene dada por

n—1

h

T(f) =5 |fwo) + > 2f(x;) + f(an) (7.9)
j=1
Como para cada subintervalo se comete un error (ver (7.7)) R;(f) = _%h:s se tiene
n—1 n—1
f” h’ "
BRTY f"(nj)
7=0 7=0

Ahora, gracias al Lema 7.13 (con a; = 1 para todo j) y teniendo en cuenta que h = (b —a)/n
si y solo si n = (b— a)/h, tenemos que existe n € (a,b) tal que

3 3 2
R(f) = ~snf"(n) =~ " ) =~

12 12 h 5 & —a)f (). (7.10)

EJEMPLO 7.14. Determinar el nimero n de subintervalos mecesario para que el error cometido

. . . ‘ 2
con la regla de Trapecios compuesta de una aprorimacion de la mtegml/ e”* dx con error
0
menor que 1074,

Para hallar el nimero de subintervalos a considerar usamos la expresién del error (7.10). Debe-
mos acotar |f”(z)| para z € [0,1] siendo f”(z) = (422 — 2)e=*", Como e < 1y |4z — 2| < 2
en este intervalo, se tiene:

2 2
RO = Zo—alrml< 2= 1LY

Si tomamos n > 40.8248... podemos asegurar que |R(f)| < 10~%. Es decir, basta tomar n = 41.

n
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Regla de Simpson compuesta: se trata de obtener una férmula del tipo (7.8) cuando se usa
la férmula de Simpson en cada particién del intervalo [a, b].

La férmula (7.6) nos da para cada integral

Tj+ Tjt1

[Tt~ s =g +as

J

) + f(2j41))-

Como interpolamos f por un polinomio de grado 2, en puntos equiespaciados, en cada integral
intervienen los nodos {z;, L +§j“,xj+1}. Asi, el paso h entre dos nodos de cada integral es la
1b—a
2 n

longitud media del intervalo [z;,z;4+1]. Es decir, h = = bz_Ta' Luego,

_.
w| >

n—

S(H=>_

=0

ZTj —+ Tjt1

(Flag) + 47 (2

)+ f(41))

férmula que podemos expresar como

n—1 n—1 R
fla) + 23 fag) + 43 fEEE) - p) (7.11)

Jj=0 Jj=0

st =1

Para analizar el error cometido al usar esta férmula, recordemos que en cada subintervalo el
error estd dado por

—h5 .
Rj(f) = Wf(”)(nj)-

K5 _pp sl
R(f) =Y o 1) = 5 D2 1 ().
— 90 90 “
7=0 7=0
Por el Lema 7.13 (con a; = 1 para todo j) y teniendo en cuenta que h = bz_Ta siysolosin = Z’Q_—h‘l,
tenemos que existe 1 € (a,b) tal que
—h’ ~hSb—a —h* ;
R(f) = () () = (@) () = —— (b — a) ™) (n). 7.12
(F) = () = TP @ ) = T a) i) (712)

EJEMPLO 7.15. Determinar el numero n de subintervalos necesario para que el error cometido
1
. . iy . 2
con la regla de Simpson compuesta de una aproximacion de la integral / e ¥ dx con error
0

menor que 10™4. Comparar con el ejemplo 7.1}
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El error viene dado por la férmula (7.12). Necesitamos acotar f()(z) en el intervalo [0,1].

Usamos la cota hallada en el Ejemplo 7.12. Esto es, |f(¥)(z)| = |4(4z* — 1222 + 3)e_$2| < 20.

—a __ 1
Entonces, con h = —2n 5, se tiene

G L/ 1\4
B = 15 lF M) < 5(55) -

Si tomamos n > 2.886... podemos asegurar que |R(f)| < 107%. Es decir, basta tomar n = 3,
mientras que para la regla de Trapecios compuesta podiamos asegurar el mismo error partiendo
en 41 subintervalos de igual longitud.

Finalizaremos esta seccién con una aplicacién de los métodos hasta ahora estudiados al célculo
aproximado de integrales multiples.

OBSERVACION 7.16. Es posible aplicar en forma iterada las reglas de integracién que acabamos
de desarrollar para aproximar integrales multiples de funciones continuas, para las cuales el
teorema de Fubini puede aplicarse.

Por ejemplo, si D C IR? es una regién que podemos describir por medio de funciones reales,
podemos escribir (si la regién es de Tipo 1)

//fxy dmdy—// Fe.y) dyde,

y calcular las integrales iteradas por los procedlmlentos anteriores.

EJEMPLO 7.17. Para f : R? — IR una funcion continua y D = [0,1] x [0, 1], se define la funcion
1
= / f(z,y) dy y luego
0

e Se aproziman los valores F(0), F(3), F(1) con la regla de Simpson.

1
e Se aprorima / F(x) dx usando otra vez la misma regla.
0

El valor de F(0) es el valor de la integral fo y) dy con g(y) = f(0,y), luego aplicando la regla
de Simpson simple cerrada tenemos

F(0) ~ §|£(0,0)+4£(0.3) + £(0,1)]
Analogamente se obtiene los otros dos valores:

F(3) ~ /3.0 +4£(.5) + £(3,1)]

F()  ~ §[£(1,0)+47(, ) + 701, 1)]
Ahora,
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donde cada valor F(0), F(3) y F(1) se reemplazan por los valores aproximados ya calculados.

En la forma explicita de esta regla aparecen los 9 nodos:
1 1. 11 1

Z 1 (2.2 (1. =

{(0)0)5(270)7( 70)’(0’2)7(2’2)7( 72

para los cuales se debe calcular el valor de f(z,y).

),(0,1), (3,1, (1, 1)}

4. Convergencia de los métodos de cuadratura

Es natural preguntarse si el procedimiento estudiado converge a la integral cuando el ninero
de nodos tiende a infinito. Esto es, si Q,(f) es la aproximacién de f: f(z) dz que se hace a

, . . . b
través de un polinomio que interpola a f en n+ 1 nodos, jvale que Qn(f) — [, f(x) dx cuando
n — oo? En esta seccion veremos una condicion para que esto suceda.

Si bien hasta ahora aproximamos el valor de fab f(z) dx, podriamos haber tratado un caso mas

general, el de aproximar f; f(@)w(z) dr, con w : [a,b] — IR una funcién de peso positiva. Se
recupera exactamente lo estudiado hasta ahora al considerar w(z) = 1 para todo z € [a, b]

En tal caso una cuadratura

n

b
/ﬂmmm ~ QU =S 4 f(x)
a =0

tendra pesos A; dependiendo de los nodos {zg,z1,..., 2y} y de la funcién w.

Cuando aproximamos f por el polinomio interpolador de Lagrange y usamos la base de Lagrange
para tal fin, se tendra que A; = ff lij(x)w(x) do para j =0,...,n.

Para estudiar la convergencia de estas cuadraturas cuando se incrementa el nimero de nodos
usaremos notacion mas especifica. Es decir, tanto la base de Lagrange como la cuadratura, los
nodos y pesos de la misma se indicaran con el n correspondiente. El siguiente teorema da una
condiciéon que asegura la convergencia.

TEOREMA 7.18. Dada f € Cla,b] y dado n € IN notamos por

b n
1) = [ f@yw(e) o,y definimos Qu(f) = > A" (")
a ]:0
donde los A§n) estdan dados por

b
() _ (n)
A; —/a G (z)w(z) da.
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Si existe una constante K tal que

S AW <k wn
j=0
entonces

Tim Qu(f) = 1(f)

Demostracion. Por el teorema de Weierstrass, dado £ > 0 existe un polinomio gy € Py (N
depende de ¢) tal que

max |f(x) — gy (@) = [If — anllse < e

Observemos que como @, es exacta para polinomios de grado menos o igual que n, entonces se
tiene que Qn(qn) = I(gn) para todo n > N. Tenemos que,

L(f) = Qu(HI = [I(f) = I(gn) + @nlgn) — Qu(f)|
< I(f) = I(gn)] + [Qnlan) — Qu(f)]-

Ahora bien, si llamamos ¢ = f; w(x) dz, se tiene

b
1(f) — I(qw)| = / w(@)(f(z) - qv(2)) da

b
<|If —CINHOO/ w(z) dr < ce,

y ademas,

Qulan) = Qu(A)] =[Sy A (an (") - ™))
<f = anlloo 0o 1AMY] < Ke

Con todo esto, hemos probado que dado € > 0 existe N tal que sin > N,

[(f) = Qnu(f)] < (¢ + K)e.

También vale la implicacion reciproca, que enunciamos en el siguiente teorema, de la cual omi-
timos una demostracion.
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TEOREMA 7.19. Con las notaciones anteriores, si lim Q,(f) = I(f) entonces existe una cons-
n—oo

tante K tal que

A <Kk
j=0

(n)

COROLARIO 7.20. 57 los pesos Aj son todos positivos tenemos entonces

b
Qu(f) — / f(@yw(z) dr,

para toda funcion continua f.

Demostracion. Como la aproximaciéon por cuadraturas @, es exacta para polinomios de P, en
particular se tiene que Q,(1) = ff w(x) dz, para todo n € IN.

Como w(x) > 0y los pesos son todos positivos tenemos que,

/[ _ LN 40N 40
o<1(1)_/ w(z) de = Qu(1) =Y AT => A,
a J=0 j=0

La constante K que satisface la hipotesis del teorema anterior es

b n
K :/ w(z) de = Z \A§n)|,
a =0

y tenemos que estas aproximaciones de la integral convergen a la misma. |

Se sabe que si n > 10 los pesos de las férmulas de Newton-Cotes cambian de signo. Peor atn,
cuando n crece, los pesos crecen y no estan acotados, por lo tanto existen funciones continuas
para las cuales este procedimiento para aproximar la integral no converge. Asi, el camino
seguro para aumentar la precisién usando férmulas de Newton-Cotes es por medio de formulas
compuestas. Sin embargo es posible aumentar precision aumentando el niimero de los nodos de
interpolacién. Estudiaremos este método en la seccién siguiente.

5. Cuadratura Gaussiana

Queremos aumentar la presicién al aproximar f: f(z) dz, o ff f(z)w(x) dr como vimos en la
seccién anterior. Si consideramos nodos fijos {xg, x1,...,2,} e interpolamos f con un polinomio
p € P, pueden producirse errores grandes en la aproximacién como vimos en el Capitulo 5. Una
forma de mejorar el error que se comete es elegir los puntos de interpolacién para optimizar
la aproximacion. Los polinomios de Tchebychev dan una solucién en este sentido. Los nodos
a considerar son los ceros del polinomio de grado n + 1. El método de cuadratura gaussiana
generaliza este tipo de eleccion.
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En sintesis, queremos encontrar una férmula de cuadratura
b n
[ t@u@i ~ Q=3 Aw)
a =0

donde podamos elegir tanto los pesos {Ag, 41, ..., Ap} como los nodos {zg, z1,...,z,}, es decir
que tenemos 2n + 2 variables. Si pedimos que las formulas de inetgracién sean exactas para
polinomios del mayor grado posible nos quedan las siguientes ecuaciones

b
/ aFw(x) da::Zij;? 0<k<2n+1

Esto es un sistema no lineal de 2n + 2 ecuaciones con 2n + 2 incégnitas. Gauss demostrd que
este sistema tiene solucién unica cuando w = 1 y el intervalo es [—1,1]. El Lema 7.4 nos
permite independizarnos del intervalo mientras que la teoria de espacios con producto interno y
polinomios ortogonales vistos en el Capitulo 6 nos permiten trabajar con un peso arbitrario w,
(w(z) > 0).

Asi como los ceros del polinomio de Tchebychev de grado n son todos distinto, para cada n fijo,
y éstos son tomados como nodos para interpolar una funcién f, el Teorema que sigue nos da un
resultado andlogo para cualquier familia de polinomios ortogonales.

Consideremos sobre V' = Ca, b] el producto interno

b
wm:/fmmmmmm,

y llamemos {g;} a los polinomios ortogonales y monicos con respecto a este producto interno.
Respectivamente, notemos {p;} los polinomios ortonormales.

TEOREMA 7.21. Las raices de p, son todas reales, distintas entre si y pertenecen al intervalo
(a,b).

Demostracion. Sea n > 1 fijo. Veamos primero p,, tiene al menos una raiz real. Si no fuera asi,
pr, tiene signo constante, en particular, tiene signo constante en el intervalo (a,b). Supongamos
que pp(z) > 0 en (a,b). Como p, y qo (g0 = 1) son ortogonales tenemos

b
0= (pn,1) = / pn(z)w(z) de >0

esta contradiccién muestra que p, no sélamente tiene una raiz real sino que tiene al menos un
cero en (a,b).

El segundo paso serd ver que las raices de p, son simples. Supongamos que p, tiene algiin cero
multiple y veamos que esto no es posible. Si zyp € IR es una raiz muultiple, entonces p, es
pn()
(x — 20)?
es una combinacién lineal de {pg,p1,...,pn—2} y resulta ser ortogonal a p,, por consiguiente,

divisible por (z — )2, y entonces ¢(z) = es un polinomio de grado n — 2. Luego, ¢
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b X
0= na) = [ ul) 20 ue)

x

= /b (pn(w)Z w(zx) dz >0,

x — )2
que resulta, nuevamente, es una contradiccién. En consecuencia todos lo ceros de p,, son simples.
Finalmente, resta ver que todas las raices de p,, pertenecen al intervalo (a,b).

Supongamos que Zy, . .., Z) son los ceros de p, que estédn en (a,b) y supongamos que k < n — 1,
es decir que p,, tiene ceros que no pertenecen a (a,b). Como las raices zg, ...,z son simples el
polinomio 7 dado por

7’(1‘) = pn(x)/(x - 5170)(517 — %1) . (JI — ij)
tiene grado n—(k+1), con lo cual es ortogonal a p,, y tiene signo constante en (a, b). Supongamos
que r(x) > 0.

b
0= (pn, (x —x0)...(z — x1)) —/ pn(z)(x — 20) . .. (2 — 2))w(2) dr

b
= / r(z)(z —z0)?. .. (x — 2p)*(x)w(zx) dx > 0,

Esta contradiccién proviene de suponer que el grado de r es no nulo, luego k = n — 1 y todos lo
ceros de p, estén en (a,b). o

Ahora probemos el teorema bésico de las cuadraturas de Gauss.

TEOREMA 7.22. La formula
b n
/ p(z)w(z) de = ZAjp(xj),
a =0

vale para cualquier polinomio de grado menor o igual a 2n+ 1 si y solo si los puntos {x;} son
los ceros de ppy1(x).

Demostracion. Sea p(x) € Pyp11 y supongamos que los puntos z; estan dados por
pasi(z) =0  0<j<n.

Por el algoritmo de divisién para polinomios se puede escribir
p(x) = pnt1(2)S(x) + R(z)

con S(x)y R(z) en P,(z).

Por la definicién de los pesos Aj, como el grado de R es a lo sumo n, tenemos
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Entonces

b b
= [ @@ dot [ R d

= (Pns1,5) +1(R)

= 0+ Qn(R)

= ) AjR(z))
=0

n
= ZAjp(xj) = Qn(p)
j=0
Ahora supongamos que {z;} es un conjunto de puntos distintos y que se verifica

b N
/ p(z)w(z) de = ZAjp(xj)

§=0

para todo p € Pa,41. Dado un entero k sea r; un polinomio de grado menor o igual que k. Sea
W(zx) = [[j_g(= — x;) y definamos p(z) = rx(z)W(z). Es claro que p € Papi1, por nuestra
hipétesis I(p) = Qn(p), en consecuencia

b
(rg, W) = / ri(x)W (z)w(zx) dx
b
= /p(a:)w(a:) dx
= ZAJP(UCJ)
= > Ajrp(z)W(x;) =0,
§=0

pues W (x) se anula en los z;. Entonces W (x) es un polinomio ménico de grado (n+1) que resulta
ortogonal a cualquier polinomio de grado menor o igual que n, en consecuencia W(x) = gp+1(x)
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y entonces los x; son los ceros de py, 1. O

COROLARIO 7.23. Sea Qn(f) =3 7_oA;jf(z;) la cuadratura gaussiana, entonces

Demostracién. Por la definicién de los Ix(z) cada (I5)? € Py, y entonces I(I3) = Q,(I}) y en
consecuencia, como li(x;) = dg;j,

b n
0< / R(r)w(z) do =Y A;j(le(x;))? = Ay
a =0

Es decir, para la cuadratura gaussiana todos los pesos son positivos y por lo visto antes esto
implica la convergencia. ]

6. Ejercicios

(1) Usar las férmulas cerradas de Newton-Cotes de dos y tres puntos (reglas de trapecios
y de Simpson, respectivamente) para calcular las integrales:

1 0.2 3
/ zt de / In(z) dx / dx
0 0.1 o l+=z

Calcular, ademads, en forma exacta cada una de las integrales anteriores y verificar la
cota del error.

(2) Interpolando las funciones de base de Lagrange, hallar una férmula de cuadratura por
interpolacién de la forma

2h
() dz ~ Ao f(0) + A1f(h).
0
(3) Usar el método de coeficientes indeterminados para dar una férmula de cuadratura por
interpolacién:
3h
(z) dz ~ Ao f(0) + A1 f(h) + A2 f(3R).
0

(4) Construir la férmula abierta de Newton-Cotes para calcular f_ll f(x) dx con nodos
—1/2, 0, 1/2, y la férmula cerrada de Newton-Cotes con nodos en los puntos —1, —1/3, 1/3, 1.
(5) Considerar la funcién definida en [—h, k| (h > 0):

0, si —h<z<0
f(x)_{x, si 0<ax<h.

Hallar el error de la regla de trapecios aplicada a f(z). (El orden es igual al obtenido
para una funcion suficientemente suave?
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(6) La férmula de cuadratura

b
[ sy de~ 150 -a)

es conocida como Regla de los Rectdngulos. Para f € C'[a,b] acotar el error que se
comete al utilizarla.
(7) Para f una funcién C? probar que el error cometido al usar la férmula de cuadratura

1
del Ejercicio 2 no excede el valor |f2H°oh3.

(8) (a) Hallar una férmula de cuadratura del tipo:
1
[ sty de~ ap=2)+ BO +Cr@.

(b) Para f € C3[—2,2] probar que el error cometido no excede el valor ||| .

(9) Escribir un programa que utilice las reglas de trapecios, de Simpson, de trapecios
compuesta y de Simpson compuesta para calcular aproximaciones de la integral de una
funcién f(z) en un intervalo [a, b].

s

10) Se sab —— dx = —.

(10) esaeque/O T2 =1
(a) Para n = 1,...,100, utilizar las reglas de trapecios y Simpson compuestas para

aproximar numéricamente la integral y dar un valor cercano a .
(b) Graficar las sucesiones obtenidas junto con el valor de m que arroja Matlab y el
valor que se obtiene al aplicar la rutina quad de Matlab.
(11) (a) Calcular exactamente la integral

2m
I :/0 [1 — cos(32x)] dx.

(b) Aproximar el valor de I usando el programa del Ejercicio 9 con los métodos de los
trapecios, Simpson, trapecios compuesta y Simpson compuesta para n = 2,4,8 y
16.

(c) Calcular el valor de I que produce la rutina quad.
1

(12) Se quiere calcular / e~* dx utilizando la regla de trapecios compuesta, partiendo el
-1

intervalo [—1,1] en n subintervalos. Hallar n de modo que el error sea menor que 1073,
(13) La expresién Qn(f) = >_7_o A;f(z;) define una férmula de cuadratura.

(a) Probar que @, es lineal en f (el conjunto de funciones).

(b) Supongamos que Qn(f) ~ f; f(z)w(x) dz y que es exacta para las funciones

1, ..., z¥. Mostrar que la férmula tiene grado de precisién por lo menos k.

(14) Determinar el grado de precisién de las férmulas para f_ll f(x) dx:

(a) 5/(=0.5) = 5(0) + 5£(0.5).

(b) 3f(=1) +3f(=3) + 3(5) + 3 f(D).
(15) Hallar reglas de cuadratura de grado de precisién maximo para aproximar ff’g f(x) dx,

de las siguientes formas:

(a) A[f(xzo) + f(z1)] (repitiendo el coeficiente).

(b) Af(xo) + Bf(zo+4).
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y determinar cudles son dichos grados.
(16) Calcular fil f(z)z? dr mediante una regla de cuadratura de la forma

1
/ fa)a? do ~ Aof(e) + Arf ()

que sea exacta para polinomios de grado menor o igual que 3.
(17) (a) Hallar una regla de cuadratura del siguiente tipo

1
/_1 f($)\/de ~ Aof(xo) + Arf(x1).

que tenga grado de precisién maximo. ;jCudl es dicho grado?
(b) Hallar una regla de cuadratura del siguiente tipo

[ s[5 e ~ ot + Ao

que tenga grado de precisién maximo. ;Cudl es dicho grado?
(18) Sea w una funcién de peso. Se considera la regla de cuadratura de 1 punto:

b
/ f@)w(z) de ~ Agf(s).

(a) Probar que, cualquiera sea w, la férmula tiene grado de precisién maximo si s =

fab zw(z) dz
f: w(x) dz
(b) Probar que si w(z) = 1, esta regla coincide con la regla de los rectdngulos.
(c) Considerar el intervalo [—1,1] y w(x) = (z — 1)%. Acotar el error que produce el
uso de esta regla para funciones C.
(19) Hallar los pesos y los nodos de las férmulas de Gauss-Legendre de dos y tres puntos.
(Los polinomios de Legendre ménicos de grado dos y tres son 2% — % y a3 — %a:)
(20) Usar las férmulas de Gauss-Legendre de tres puntos para estimar:

(a) /_ llsin(?)a:) da, (b) /1 3111(30) da, (c) /1 "

(21) Probar que una férmula de cuadratura

b n
/ Feyw(x) de~ Qu(f) = 3" Ajf ()
a j=0

no puede tener grado de precisién mayor que 2n + 1, independientemente de la eleccién
de los coeficientes (A;) y de los nodos (x;).

b
Sugerencia: Hallar un polinomio p € Pa,12 para el cual Q,(p) # / p(x)w(z) dx.
a
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(22) Para f : IR? — IR una funcién continua, se quiere dar una férmula de cuadratura que
aproxime / / f(z,y) dr dy con D C IR? usando el Teorema de Fubini.

(a) Repetir el procedimiento hecho en el Ejemplo 7.17 y dar la férmula correspondiente
para D el tridngulo de vértices (0,0), (0, 1), (1,0).
x

Sugerencia: considerar F'(x) :/ f(z,y) dy.

0
(b) Probar que si D es el tridngulo de vértices (0,0),(0,1),(1,0) la férmula anterior
es exacta para f(x,y) = 22 + 32






CAPiTULO 8

Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En este capitulo abordaremos el problema de resolver ecuaciones diferenciales con valores inicia-
les. Es decir, desarrollaremos métodos numéricos para aproximar una funcién conociendo una
ecuacién que involucra sus derivadas.

Se llama orden de una ecuaciéon al maximo orden de derivada que aparece en ella. En su forma
mas general una ecuacién diferencial de orden n, puede escribirse como

F(t,z(t),2'(t), 2" (t),...,2™(t)) = 0,
donde t € R, F : R"*? — IR es una funcién conocida y x es la funcién que se desea encontrar.

Vamos a suponer que la derivada de mayor orden puede despejarse de tal forma que la ecuacién
se escribe como

2™ () = ftxt), 2 (), 2" (1), ..., " I(t)), (8.1)

parat € Ry f: R" — IR una funcién dada.

Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales son:

EJEMPLOS 8.1.

(1) Para A una constante dada, la ecuacién
2 (t) = \x(t).
es una ecuacién lineal de primer orden. Su solucién general es
z(t) = CeM

con C' una constante arbitraria, es decir, hay infinitas soluciones. Esto es lo que pasa
en general y por lo tanto, para poder determinar una solucién es necesario tener mas
datos. En este ejemplo se ve ficilmente que si se conoce el valor inicial z(0) = zo
entonces la solucién es

z(t) = zoe.

Esto es algo general: dada una ecuacién diferencial para determinar una solucion es
necesario conocer ciertos datos iniciales.

(2) Veamos un ejemplo elemental de ecuacién que surge de un problema fisico. Supongamos
que se tiene una particula de masa m que se mueve en una direccién debido a la accién
de un resorte y se quiere conocer la posicién z(t) de la masa en el instante ¢. La ley de
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Hooke dice que la fuerza F(t) que ejerce el resorte en el instante ¢ es proporcional a su
estiramiento o compresion, es decir,

F(t) = —ka(t)

donde k es la constante de rigidez del resorte. Por otra parte, la ley de Newton nos
dice que
F(t) = maf(t)

siendo a(t) la aceleracion en el instante ¢. En consecuencia, como a(t) = z”(t), obtene-
mos la ecuacién

mz"(t) + kxz(t) = 0.

Esta es una ecuacion lineal de segundo orden que, como tiene coeficientes constantes,
puede resolverse analiticamente. Si llamamos w = y/k/m, la solucién general de esta
ecuacion es

x(t) = Cy cos(wt) + Ca sen(wt)

donde C} y Cy son constantes arbitrarias. Introduciendo A = \/C? + C3 y ¢ € [0,27)
tal que cosp = C1/A y senp = Cy/A (notar que tal ¢ existe porque (C7/A)% +
(C3/A)? = 1), la solucién general puede escribirse como

Acos(p — wt)

donde A representa la amplitud, w la frecuencia y ¢ la fase.

Para poder determinar la posicién en el instante ¢ necesitamos conocer ciertas con-
diciones iniciales. Lo més natural es conocer la posicién y la velocidad iniciales, es decir
z(0) = 2o y 2'(0) = vy. Veamos que con estos datos podemos encontrar A y ¢ de tal
forma que la solucién queda univocamente determinada. En efecto, es facil ver que de
las condiciones iniciales se deduce que A = \/z3 + (vo/w)? y ¢ € [0,27) es el tnico
angulo que satisface cos = xg/Ay seny = vg/wA.

Veamos ahora un ejemplo de ecuacion no lineal. Para esto consideremos otro ejemplo
de los cursos basicos de fisica que es el problema del péndulo. En este caso se quiere
determinar el dngulo 6(t) que un péndulo con masa m forma respecto de la vertical en el
instante t. Despreciando el rozamiento con el aire podemos suponer que la tinica fuerza
que actia es la de la gravedad, es decir, una fuerza en direccién vertical hacia abajo y
de magnitud mg. La proyeccién F' de esta fuerza en la direccién del movimiento (o sea
tangencial al arco de circunferencia que describe el péndulo) resulta entonces,

F(t) = mgsen0(t).

Teniendo en cuenta que la longitud recorrida en un tiempo t es L(6(t) — 6(0)), donde
L es la longitud del péndulo, resulta que la aceleracion en la direccién tangencial al
movimiento es L#”(t). Por lo tanto, aplicando nuevamente la ley de Newton obtenemos

Lo"(t) = gsend(t)

o sea, una ecuacion no lineal de segundo orden. También en este caso hay una tnica
solucién si se conocen la posicién y la velocidad inicial, o sea, #(0) y L8'(0). Esto es
consecuencia del teorema de existencia y unicidad que enunciaremos més adelante.
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Como vimos en los ejemplos una ecuacién diferencial puede tener muchas soluciones y para
obtener una solucién tnica hace falta conocer ciertos datos que pueden ser valores de la funcién
y de algunas de sus derivadas en un valor inicial ty. Mas precisamente, puede demostrarse
que para la ecuacién de orden n (8.1) se tiene una solucién dnica dados los datos iniciales
z(to), o' (to), ..., 2" D(ty), bajo hipétesis adecuadas sobre la funcién f.

En lo que sigue, vamos a estudiar métodos numéricos para ecuaciones de grado 1. La razén por
la que hacemos esto es que las ecuaciones de grado n pueden reducirse a sistemas de ecuaciones
de orden 1 y los métodos que presentaremos pueden extenderse a sistemas.

Para simplificar la notacion usaremos tyg = 0. La ecuacién de orden 1 que corresponden con la
escritura 8.1 tienen la forma

{ f((t)): Jo (8.2)

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden porque la derivada de mayor orden que
aparece es la derivada primera.

Por ejemplo, podemos considerar ecuaciones como las siguientes:

=,
= 2.

Primero enunciamos un teorema de existencia y unicidad de solucién, cuya demostracién no
damos.

TEOREMA 8.2. Si f(t,x) es continua y Lipschitz en x, es decir
Entonces para cualquier valor a € IR existe una unica funcion derivable x(t) que verifica

{ ' (t) = f(t,2(t))
z(0) = a.

Nuestro estudio de aproximaciones numéricas para ecuaciones ordinarias empieza con los métodos
conocidos como métodos de un solo paso.

Dado el problema (8.2) buscamos una aproximacién de z(t) en un cierto intervalo [0,7]. Para
esto buscaremos una forma de generar N valores z1,...,xy que aproximen z(t1),...,x(tn) con
t1 <ty <...<tyn. Después se puede interpolar en esos valores para obtener una aproximacién
de z(t). A veces solo interesa conocer el valor de z(T") y en este caso los pasos intermedios
Z1,...,TN—1 pueden verse como pasos auxiliares para calcular xy ~ (7).

El método general a un paso tiene la forma

Tiv1 = xi + h®(z4,t, h).
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La funcién ® se conoce como la funcion de incremento y nos dice como calcular la aproximacion
xiy1 de z(t; + h) a partir de x;, ¢; y de h. Una ventaja de estos métodos es que se puede cambiar
facilmente el paso h. Es decir calculamos una aproximacién en un tiempo posterior (¢;4+1) a
partir de una aproximacién en el tiempo t;.

1. Métodos de Euler y Taylor de orden k

El método de Euler se basa en el desarrollo de Taylor de orden 1. En general, el desarrollo de
orden 1 es: z(t+h) = z(t) + 2’ (t)h + x”(f)h;. Supongamos que podemos despreciar el valor de

x”({)h;; el primer valor aproximado de x en to+ h se logra al calcular x(tg+h) ~ x(to) +2'(to)h;
esto es, partimos del valor z(ty) y nos movemos una longitud h con velocidad 2'(tg). Notar que
2'(t) es una funcién conocida, es decir, para cada valor de ¢ sabemos exactamente cudnto vale

() = f(t,x).
Repitiendo este procedimiento se obtiene:
z(t; + h) ~ z(t;) + ha'(t;) = x(t;) + hf(t;, z(t;)),
para valores pequenos de h. En consecuencia, si x; es una aproximacién para x(t;) se tiene que
Tiy1 = i + hf(ti, z;)
es una aproximacion razonable para z(t; + h) = z(t;11).

EJEMPLO 8.3. Resolvamos la ecuacion

{ 2/ (t) = z(t)
z(0) = 1.

t

La solucién exacta es x(t) = e'. Ahora, aplicando el método de Euler se obtiene la siguiente

tabla,
t et h=0.25 h=0.125
0.125 1.1331 1.125
0.250 1.2840 1.25 1.2656
0.375 1.4549 1.4238
0.500 1.6487 1.5625 1.6018
0.625 1.8682 1.8020

0.750 2.1170 1.9531 2.0272

El método de Euler es de la forma

Tip1 =z + hf(ti, ;).

que como vimos responde a usar el polinomio de Taylor de grado uno en ¢; para calcular x;41.
En general se puede usar una expansion en mas términos como sigue:

z(t; + h) ~ x(t;) + ha' (t;) + %h%”(ti) S + lh’fac(’f)(ti).
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Si conociéramos las derivadas de z hasta orden k podriamos usar esto para implementar un
método que aproxime x(t;+h) a partir de una aproximacién de z(t;). La ecuacién diferencial 2/ =
f(t,z) nos proporciona todas las derivadas de orden superior de la siguiente forma, derivando
una vez se obtiene

a’ = fx(t,.ﬁ)l', + ft(t,.’lﬁ'),
es decir,
a = fz(tvx)f(t7x> + ft(t7$)'

A partir de esto se puede poner

ot + ) ~ (8 + 1 2(00) + 5 Falti 2(00) £t 2(8)) + fults 2(49)

e intentar la aproximacion

1
Tip1 = T + hf(t;, z;) + §h2fz(ti7xi)f(tiaxi) + fi(ti, zi).

Podemos seguir derivando

.’BH = fm(ta .Z')f(t, .YJ) + ft(tv 1’)
para obtener z” en términos de f y sus derivadas y continuando de esta manera calcular las
derivadas de = hasta orden k en términos de f y sus derivadas. Esto nos da una manera de

calcular métodos de aproximacién a un paso (solo usamos z;,t; y h para calcular la siguiente
aproximacion z;41). Es decir, a partir de

1 1
o(t; + h) ~ x(t;) + ha'(t;) + §h2x”(ti) +...+ ghkx(k) (t:),

proponemos el método,
1

k'hkx(k) (t;) = w3 + hTk(t;, i, h).

Tig1 ~ T+ hf(ti,a:i) + ...+

Estos métodos se conocen como métodos basados en Taylor de orden k. Su mayor problema es
que requieren encontrar y evaluar derivadas sucesivas de f(z,t).

EjempPLO 8.4. Calculemos el método de Taylor de orden 2 para el problema

2/ (t) = 2tx
{ z(0) = 1.

En este caso, al derivar, se obtiene
o = 2z 4 2ta’ = 2x(1 + 2t%).

Entonces,

Ziv1 = @ + b [2t; + xi(1+ 262)h] .

EJjemMpPLO 8.5. Ejercicio: Calcular el método de Taylor de orden 3 en este ejemplo.
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2. Métodos de Runge-Kutta

Los métodos generales a un paso son de la forma

Tiy1 = x; + h®(t;, i, h)

Podemos pensar que h®(t;, x;, h) es una aproximacién de la variacién de = cuando pasamos de t;
a t;11. Esta variacién, para la ecuacién original esta gobernada por f(x,t), asi que proponemos
una forma particular de ® dada por,

h®(x;, ti,h) = Aif(01,m) + ...+ A f(On, V),

donde (0;, ;) son puntos préximos a (¢;,x;). Para especificar el método que usamos es necesario
especificar los A; y los puntos (6;,7;).

Veamos un caso particular de lo anterior donde usamos solo dos puntos uno (¢;,z;) y el otro
(t; + ah,ahf(x;,t;)). Todavia nos queda « libre (por ejemplo al considerar a = 1 usamos
(ti+1,Ti+1) donde Z;11 es la aproximacién que da el método de Euler).

En general tenemos,
Tiy1 = x; + h[ALf(ti, 25) + Ao f (t; + ah, x; + ah f(t;, x;))] .

La estrategia del método de Runge-Kutta es elegir Aj, Ay y o para que esto se aproxime todo
lo posible a un método de Taylor.

Veamos como hacer esto. Primero expandimos
fti +ah,xi) + ahf(ti,z:) = f(ti, 2:) + fe(ti, xi)ah + fo(ti, z)ah f (i, xi) + E,
donde FE tiene la forma E = Ch?. Agrupando términos se obtiene

®(ti, i, h) = (A1 + Az) f(ti, xi) + Ah [feti, xi)a + folts, zi)af (ti, i) + Ch].
Recordemos que en el método de Taylor se tiene

h
To(ti, i, h) = f(ti, i) + 5 [fe(ti, @) + foltis i) f (i, 24)]
Igualando los coeficientes, llegamos a
A+ Ay = 1,
1

AQO{ == 5

Despejando, obtenemos
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Es decir, hay infinitas soluciones dependiendo de « (y por ende, infinitos métodos posibles).
Una eleccién posible es « = 1/2 con lo que nos queda el método (41 =0,4s =1)

Tit1 = T; + g[f(tz + g,wi + gf(ti, :CZ))] (8.3)

que usualmente se conoce como Método de Fuler modificado.

)

D=

Otra eleccién posible es @ = 1 que nos da (A; = Ag =

Tip1 = x; + g f(ts, ) + f(tigr, @ + hf(ts, x4))], (8.4)

que se conoce como Método de Heun.

Una observacién importante es que estos métodos no requieren la evaluacién de derivadas de f.

Considerando més términos en el desarrollo de Taylor se pueden deducir métodos de Runge-
Kutta de mayor orden. Especificamente, un método de Runge-Kutta de orden k tiene la forma

Tiv1 = x; + h®(t;, x;, h)

donde
O (ti, i, h) = Ti(ts, wi, h) + O(h).
También
j=1

Los términos K estdn dados por
Ki(ti, xi, h) = f(ti, xi),
j—1

Kj(ti,xi,h) = f(ti + agh,yi + 1Y B Ky (ti, 22, b)),

r=1
donde 0 < a; <1y ;= Zi;} Bjr-

EJEMPLO 8.6. Una forma de Runge-Kutta de orden cuatro es,

h
Tit1 ZCEH—E[IQ +2Ko + 2K3 + K4,

K, f(ti, x;), Ky =f
K5 Zf(ti+%,xi+%K1), Ky, =f
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3. Analisis de los Errores

Primero definimos el error de truncacién local. Si z(t) es la solucién de la ecuacién diferencial
2/ (t) = f(x(t),t) y consideramos t* y h fijos, se define el error de truncacién local, 7 por medio
de la expresion que da:

z(t* +h) = x(t") + h®(t*, z(t*),h) + hr (8.5)

3.1. Métodos de Euler y Taylor de orden k. En este caso el error de truncacién local
estd dado por

z(t* + h) = z(t*) + hf(t*, z(t*)) + h7
Si la solucién z(t) es suave (por ejemplo z” es acotada) se tiene que

h2
x(t* +h) = 2(t*) + ha'(t*) + —2"(y) para algtn 7.

2
De aqui se tiene que
h
T= 595“(7). (8.6)
El mismo argumento usado anteriormente nos da
hk
- 2D () (8.7)

(k+1)

DEFINICION 8.7. Diremos que el método x;11 = x; + hd(t;, z;,h) es de orden k si el error de
truncacion local satisface

7 = O(h")

DEFINICION 8.8. Si u(t) es una solucién de la ecuacion u'(t) = f(t,u(t)) con valor inicial x;,
es decir, u es solucion de:

{UW)If@Mm
t

u(ty) = Vi=1,...,n

(1) El error local se define como: u(tit1) — Tit1-
(2) El error global es: x(tit1) — Tit1.
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donde x;11 estd dado por el método x;+1 = x; + ho(t;, x;, h).

OBSERVACION 8.9. FEl error global y el error local se relacionan por la férmula

T(tiv1) — Tip1 = o(tipr) — w(tivr) + ultivr) — Tis1.

Esto muestra que el error global esta formado por dos “componentes” uno dado por la ecuacién
diferencial (el primero) y otro dado por el método (el segundo).

El error local puede ser expresado en términos del error de truncacién local,

u(tH_l) = u(tz) + hq)(ti, :C(ti), h) + hr.
Como u(t;) = y; se sigue,
u(ti+1) =Y; + hq)(ti, $(ti), h) + ht
y entonces

u(tiy1) — Yir1 = hT.

Si el método es de orden p, entonces el error local satisface

u(tit1) = yip1 = O(RP).

3.2. Convergencia y analisis del error. Ahora nos restringiremos a problemas regulares,

es decir
{ a'(t) = f(t, (1)),
z(0) = xo.

donde la solucién existe, es tnica y es regular en [0, to].

Diremos que el método es convergente si dado t* en [0, ¢o] se tiene

li = z(t*
n—»oo}r?* =nh Tn .’E( )

TEOREMA 8.10. Para un método a un paso dado por

Tip1 = x; + h®(t;, 245, h)
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Si ® es Lipschitz en la variable sequnda variable, con constante K entonces, para e; al error
global, es decir, e; = x(t;) — x; se tiene:

lej] < (") 1),

Demostracion. Por un lado tenemos la propiedad de Lipschitz de ¢ en la segunda variable, esto
es:

|(I)(t7x7 h) - Q(ta Y, h)’ < K|x - y|7
con K una constante independiente de ¢ y h. Fijamos un paso h = (b—a)/n y usamos el método
y el desarrollo de Taylor,

Ti41 = Xy + h@(th L, h’)

z(tiv1) = x(t;) + h®(t,z(ti),h) + h7

Donde hr; es el error de truncacién local en ¢; dado en la férmula (8.5). Restando miembro a
miembro y usando la Definicién 8.8 se obtiene

€i+1 = € + h(‘I’(ti, x(ti), h) — (I)(ti,l'i, h)) + hT;.

Empleando la hipdtesis de que ¢ es Lipschitz se obtiene

‘€i+1| < (1 + Kh)|€l| + hT;.

Si llamamos 7 = max{r;} se tiene

|6i+1| < (1 —|—Kh)|6l| + hr.

Con la misma iteracién calculada para |e;|, se obtiene

leiv1] < (1+ Kh?)|ei—1| + hr(1 + (1 + hK)).

Continuando de esta manera queda

leira] < (14 KR feo| + hr(S (1 + hEK)
§=0

Como ey = x(0) — xg se sigue que eg = 0. Entonces, usando las sumas parciales de una serie
geométrica,
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1+ Kh)*t -1 7 ;
€i+1\§h7((1+K)h)_1 = T((+ hE) - 1)

Ahora observamos que

(1 +a)i+1 < e(i+1)a

entonces

T .
leiv1] < E(QK(tm) —1).

OBSERVACION 8.11. (1) El teorema anterior requiere de la existencia de K una constante
de Lipschitz para ®. De existir una constante asi, cualquier otra mayor también sirve
para acotar el error utilizando el teorema.

(2) En cuanto a la hipétesis sobre @ (debe ser Lipschitz) esto puede extraerse de una
condicién Lipschitz sobre f.
(3) Del Teorema 8.10 se deduce que los métodos a un paso son convergentes si ]12% 7=0.

Esto se llama la condiciéon de consistencia para el método. En métodos de un paso
consistencia y convergencia son conceptos equivalentes.

(4) Si asumimos que ¢ es continua, se tiene que la consistencia equivale a la igualdad
2/ (t;) = ®(t;,z(¢;),0). Como z es solucién de la ecuacién diferencial se tiene z/(t) =
f(t,z(t)), y por tanto un método de un paso es consistente si y sélo si

O(t,x,0) = f(t,x). (8.8)

OBSERVACION 8.12. los métodos de Euler, los de Taylor y de Rungge-Kutta son convergentes.

Demostracion. Para los métodos de Taylor se tiene
1 1
o(t; + h) ~ x(t;) + ha'(t;) + §h2:v”(tl-) +...+ Hhkx%) (t:),
y por tanto

1 1
®(t,x, h) = ' (t) + 5im"(t) +...+ yhk‘lx(k) (t).

Al evaluar h = 0 tenemos, ®(t,z,0) = 2/(t) = f(t,x).

En cuanto a los métodos de Runge-Kutta, sélo verificaremos los dados por las férmulas (8.3) y
(8.4). El Ejemplo 8.6 queda como ejerecicio.

Para Runge-Kutta de orden 2 tenemos:

Tiy1 =z +h[f+ b+ Bt 2)]
wipr = @i+ B[t xi) + f(tipn, mi+ hf(t, )]
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Luego ®(t,z,h) = f(t+%,$ + %f(t,a:)), y ®(t,x,h) = %[f(t,x) + f(t,z + hf(t,x))] respectiva-
mente. En ambos casos resulta

O(t,z,0) = f(t,x).

Observemos que si en vez de una ecuaciéon debemos lidiar con un sistema

U= (u,...,un)

podemos usar los mismos mefodos que antes, por ejemplo el método de Euler nos queda

Uit1 =U; + hF(U;, t;)

En general, los métodos a un paso tienen la forma

UiJrl = U’L + h(;b(U’L’ ti? h)

4. Métodos multipaso lineales

Hasta ahora para aproximar las soluciones de 2’ = f(z,t) nos basamos en el punto inmediato
anterior para calcular el siguiente.

La filosofia de los métodos multipaso es usar la “historia”, es decir los k puntos anteriores a t;
para calcular la aproximaciéon en ;1.

Los métodos multipaso lineales (de k pasos) tienen la forma:

k—1 k
Trk = — Y GTns; + 0> Bif(tntss Tntj)
=0 j=0

Mas precisamente a un método como el anterior se lo llama método multipaso de k pasos.

Por ejemplo, si aproximamos la derivada por
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t+h)—x(t—nh)

2 (t) ~ l 57

considerando puntos equiespaciados nos queda

x’(ti) -~ Ti4+1 2_h33i—1

y como

o' (t;) = flti, x(ti) ~ f(ti, z:)

podemos poner

Li+1 — Li—1

oh :f(tivxi)

es decir
Tip1 = Ti—1 + 2hf(z4,t;)
que es un método multipaso de dos pasos (para calcular ;41 se usan x; y x;—1).

Los métodos de integracion también nos proporcionan ejemplos de métodos multipaso. Por
ejemplo, si aproximamos la integral

tn+2
(tpy2) — x(ty) = / 2'(s) ds
tn
por la regla de Simpson se obtiene
h
z(tnt2) — 2(tn) ~ g(x,(tn) + 4z’ (tpt1) + 2 (tn2))

Recordando que 2/ = f(x,t) podemos proponer el siguiente método

h
g(f(l“na tn) +4f(Tni1,tng1) + f(Tnyo, thi2))

que es un método multipaso a dos pasos.

Ip42 — Tp =

Ahora usaremos la notacién

K K
D rny;=hY Bifar
=0 J=0
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para el método.

Si G = 0 el método es explicito, mientras que si G # 0 el método es implicito.

Si usamos una férmula del tipo

tntk—1
/ 2'(s) ds ~ h(Aox (tn) + ... + A’ (thak))
tn+k

para aproximar integrales nos encontramos con un método de la forma,

Tn+k — Tn+k—1 = h(AOfn + ...+ Akfn—l—k)

Si es explicito se conoce como método de Adams-Bashforth y si es implicito como método de
Adams-Moulton (ver ejercicios).

A menudo se usan estos métodos de a pares y se usa la diferencia entre los dos métodos, x; — Z;
para estimar el error local. Este procedimiento se conoce como “predictor-corrector”.

Para comenzar a aplicar los métodos multipaso se necesitan los primeros k valores que usual-
mente se calculan con métodos a un paso.

4.1. Convergencia de los métodos multipaso. Empecemos por el error de truncacién
para un método de k pasos

k k
Yy =hY Bifar
j=0

=0
Si z(t) es la solucién de 2’ = f(x,t)el error de truncacién local esta dado por

k
aj(t+jh) —hY B (t+ jh) = hr
j=0

.
(M-
()

Si z(t) es suficientemente regular, podemos expresar h7 en la forma

ht = Cox(t) + Crha' (t) + Coh2a”(t) + ... + Ch9z D (t) + . ..

Para ver esto, escribimos

z(t + jh) = z(t) + 2'(t)jh + gj/;(t)(jh)z +...
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x/// (t)

5 (jR)? + ...

2 (t+ jh) =2/ (t) + 2" (t)jh +

Metiendo esto en la expresion de 7 e igualando potencias de h se obtiene

Co=ag+ ...+ ayg

Ci=a14+2a0+3a3+...+kap,—0g— 01— 02— ... — B

En general para cualquier ¢ > 1

1
Cq= —(o1 + 2% + 3%z + ... + klay) —

= q' '(ﬂl + 2q7152 + ...+ kqilﬁk)

1
(¢—1)
SiCy=C1=...=Cp =0y Cpy1 # 0 el método se dice de orden p. Para un método de orden
p el error 7 satisface

Th = Cp1hPH 1z (1) + O(hP+?)

Para ver la convergencia, como antes, fijamos t* y ponemos n y h tales que t* = (n + k)h.
Queremos

lim x4 = z(t*
lim &4 ()
Queremos ver que condiciones debemos imponer al método para que esto ocurra.

Primero pongamos el problema /() = 0, 2(0) = 1 (solucién z = 1). El método aplicado a este
problema se reduce a

k
Z QjTntj = 0
J=0

Para cualquier método multipaso debemos tener (como k estd fijo y h — 0) que x4 — x(t¥),
.., Tp — z(t*). Entonces podemos escribir ,4; = x(t*) + ¢;(h) con ¢;(h) — 0 cuando h — 0.

Usando esto se obtiene

.
(M-
(=)

k
aja(t*) + Y ajioi(h) = 0
j=0
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Como la segunda suma tiende a cero con h nos queda

Es decir
Cy=0.

Para ver que C7 también debe ser cero para que el método converja, consideremos el problema
2/(t) = 1, 2(0) = 0 que tiene como solucién z(t) = ¢. El método para este problema se reduce a

k k
Doyt =h) B
=0 =0

Es fécil verificar que la sucesiéon dada por

r; = lhM
es solucién de este esquema donde
k
0
M= ij_(). J
ijo JG;
Si los valores iniciales se eligen de la forma x; = [hM el método va a producir la solucién

x; = lhM y en particular

Tpik = (n+ k)hM

Como suponemos que el método es convergente se tiene que lo valores iniciales satisfacen x; —
x(0) = 0 cuando h — 0, y ademds ., — z(t*), pero

Tpik = (n+k)hM =t"M — t*

Entonces concluimos que

lo que nos da
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Ci=0
Esto se denomina consistencia del método multipaso.

Para los métodos de un paso, la consistencia implicaba la convergencia, para los métodos mul-
tipaso se requiere una condicién adicional la condicién de la raiz.

Veamos esto. Ahora consideremos el problema z'/(t) = 0, z(¢) = 0, cuya solucién es z(t) = 0.

En este caso el método se reduce a

k
E oTpy; =0
§=0

Esto describe una ecuacion en diferencias que admite como solucién a la sucesién

T = h(ry)™

donde r; es cualquiera de las raices del polinomio p(r) dado por

p(r) = a1 4+ aar + g

Si asumimos que el método es convergente se tiene que

Tpyk — (") =0 h —0

Adema3s
Tpik = h(ri)an

Para verificar que x,, 1 — 0, como n = t*/h — oo cuando h — 0 se debe tener que

Entonces la convergencia implica que todo cero de p(r) debe satisfacer

|T‘l” S 1.
Ademas, si r; es una raiz multiple de p(r) podemos poner

zj = hji(r;)’
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con ¢ <m —1 (m es la multiplicidad de la raiz). Tenemos

Tn+k = h(n + k)q(T'in_k
y como h(n + k) = t* para que z,+ — 0 se debe tener
|’I”7;| < 1.

Es decir debemos pedir la

CONDICION 8.13. (de la raiz)

(1) |ri| <1 sir; es un cero simple de p(r).
(2) |ri] <1 sir; es un cero maultiple de p(r).

Ahora podemos enunciar el teorema

TEOREMA 8.14. Un método multipaso es convergente si y solo si el método es consistente y
satisface la condicion de la raiz.

Terminaremos este capitulo con una seccién de métodos de paso variable.

5. Métodos de paso variable

La idea es elegir los pasos h; en forma variable. Por ejemplo,

5.1. Euler adaptivo para una ecuacién que explota. Ahora analizaremos un método
adaptivo para elegir los pasos 7; en el método de Euler.

Sea y(t) la solucién de la ecuacién diferencial

Yo
donde f es positiva, creciente y regular.

Supongamos que [ ooy /f < 400, entonces y(t) explota en tiempo finito 7'y podemos calcular
exactamente el tiempo de explosion. De hecho vale

+o0o 1
T—/y0 mds

Si aproximamos y(t) usando el método de Euler nos queda
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J+l — 3 f (o
Y =1%o

Ahora elegimos .

Tif(y') = A (8.11)
como los pasos 7;. Usando (8.10) y (8.11) tenemos

Y=y +r=.=¢"+ [+ 1A

y entonces,

A A

T = — = —.
T flyo 5N
De esto podemos concluir que el esquema numérico también explota en el sentido siguiente:
y) — oo mientras ), 7; < +o0.

Ademas nos provee de una estimacion del tiempo de explosién. De hecho, vale

> = A A +oo A
R ds =
27 7“*;;fwwaw>§f@@*ié Tl 50

A too g A
ﬂW*Lof@“:ﬂmﬁT

Entonces T) = >, 7; < +oo y

A
Hh-T= fyo)

Ademads, como y es convexa, es facil ver que la solucién numérica estd por debajo de la continua
y entonces

Concluimos que,

6. Ejercicios

=2z en|0,]1]

z(0) =1
empleando pasos h = 0.1, h = 0.05 y h = 0.01. Graficar las tres soluciones numeéricas
obtenidas junto con la solucion exacta.

(2) Hacer el mapa de curvas integrales en la regién [0, 10] x [0, 10] de la ecuacién diferencial

2 (t) = (z(t) — 5).(cos?(t) — 0.5),

graficando simultaneamente, para k = 0,1,.. ., 10, la solucién que se obtiene utilizando
el método de Euler con paso h = 0.01 y con condicién inicial

z(0) = k.

(1) Utilizar el método de Euler para resolver



178 8. RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

= A\
z(0) =z9 °
(a) Probar que el método de Euler con paso h genera la sucesién:

(3) Considerar el problema

;= (1+Mn)zg i=0,1,....

(b) Mostrar que si A < 0, la solucién exacta tiende a cero a medida que x crece.
(c) Para A < 0, determinar para qué valores de h ocurre que z; — 0 cuando ¢ — co.
(4) Se considera el problema

{ P'(t)=x(t)+t2+3 en|0,2]
z(0) = =2

(a) Demostrar que la solucién es una funcién convexa.

(b) Utilizar los métodos de Euler explicito e implicito, con paso h = 0.05 para obtener
dos aproximaciones de la solucién y graficarlas. Decidir en que region del gréfico
debera situarse la solucién analitica del problema.

(¢) Graficar la solucién que se logra al utilizar el comando ode45 de Matlab.

(5) Se considera la siguiente ecuacién diferencial:

{ z'(t) = 2x(t) — 5sin(t)
z(0)= 1

cuya solucién exacta es la funcién x(t) = 2sin(t) + cos(t). Graficar simultdneamente
en el intervalo [0, 4] la solucién exacta y las que se obtienen con los métodos de Euler
y Taylor de orden 2, ambos con paso h = 0.05.

(6) Escriba un programa que resuelva la ecuacién diferencial del Ejercicio 5 por algin
método de Runge-Kutta de orden 2 y de orden 4. Agregar estas soluciones al grafico
realizado en dicho ejercicio.

(7) Verificar que la funcién error, erf, puede ser definida como la solucién de la ecuacién

diferencial
_ 42
2'(t) = %e t
xz(0) =0
Utilizar un método de Runge-Kutta de orden 2 para hallar erf(¢;) con ¢; = 0,0.05, 0.1,
0.15,...,1. Comparar con los valores obtenidos directamente con el comando erf de
Matlab.

(8) Considerar la ecuacién
' =2 x(0)=0.5

(a) Calcular el tiempo T en que la solucién analitica explota.

(b) Calcular y graficar en el intervalo [0,7 — 0.1] la aproximacién a la solucién de la
ecuacién utilizando el método de Euler adaptativo de parametro A con un A tal
que el tiempo en que explota la soluciéon numérica T diste de T" en menos que
1071,

(c) Agregar al grafico anterior las aproximaciones obtenidas en el mismo intervalo con
el método de Euler usual con paso h = 0.05 y con el comando ode45.

(9) Probar que el método de Runge-Kutta de oprden 4 dado en el Ejemplo 8.6 es consistente.
(10) Hallar el error local para los métodos de Euler explicito e implicito.
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(11) Se quiere estimar, aplicando el método de Euler, el valor de e como x(1) donde z(t) es
solucién de 2/ = z, 2(0) = 1. Hallar un paso h de modo que el error cometido resulte
menor que 1073, Realizar el mismo trabajo para el método de Taylor de orden 2.

(12) Considerar el problema 2’ = —2tz, x(0) = 1, con ¢t > 0.

(a) Determinar una cota, en términos de h, para el error cometido si se usa el método
de Euler para calcular x(1).

(b) ¢Cémo deberfa tomar h si se desea que el error cometido sea menor que 10727

(c) Calcular la solucién en t = 1 usando el valor de h obtenido en el item previo, y
verificar las estimaciones previstas comparando con la solucién exacta.

(13) Repetir los items (a) y (b) del ejercicio anterior para el problema:

{ 2'(t) = tsin®(x(t))
z(0)= 1

(14) La trayectoria de una particula que se se mueve en el plano estd dada por las cur-
va (z1(t),z2(t)), donde las funciones x1,z2 son la solucién del siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

B(t) = —as(t)
Bh(t) = ai(t) - ao(t)

Resolver este sistema en el intervalo [0,20] con el método de Euler utilizando paso
h = 0.05 y graficar la trayectoria de la particula, sabiendo que en tiempo t = 0 se
encontraba en el punto (1,—1). Realizar nuevamente el grafico utilizando la solucién
obtenida con el comando ode45.

(15) Probar que una ecuacién de orden n se puede escribir como un sistema de n ecuaciones
de primer orden. Mostrar que un problema de valores iniciales para la primera se
transforma en un problema de valores iniciales para el sistema.

(16) Considerar el siguiente problema:

2" — 32 +2x =0, conz(0)=1, 2/(0) =0.

Resolver la ecuacién analiticamente y aproximar el valor (1) con un método de Runge-
Kutta de orden 2 para distintos valores de h.

(17) Considerar la ecuacién z'(t) = f(t, z(t)).
(a) Deducir la férmula de Milne:

1 4 1
Ty = Tp—2 + h(*fn + *fn—l + 7fn—2)7
3 3 3

aproiximando la integral

tn tn

f(t x(t))dt = / o' (t)dt = x(tn) — x(tn—2),
tn—2 2
con la férmula de Simpson.
(b) Analizar la convergencia (estabilidad y consistencia) del método y calcular su
6rden.
(18) Analizar la convergencia de los siguientes métodos y calcular su érden.

¢ Adams-Bashforth.

h
Tn+3 — Tp4+2 = ﬁ(ngn—&—Q - 16fn+1 + 5fn)
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e Adams-Moulton.

h
Tnt3 — Tnt2 = 15 (5fnts + 8fns2 = fas1).
(19) Considerar el método de 2 pasos

Tp+2 T ATp41 + ATy = h(Ban—I—? + B1foi1 + 50fn)
Determinar a, 32, 81, 8o de modo que el método resultante tenga orden 4.
(20) Decidir si existe algin valor de a € IR para el cual el siguiente método multipaso sea
convergente:

Tngs — 3Tpya + (3 — a®)zpgr + (a® — Dy, = hI5fnta + (—a? — 5) fn]-

(21) Misceldnea. Considerar la ecuacién o’ = /|z].
(a) Para el valor inicial z(0) = 0, seguir las iteraciones del método de Euler, con paso
h = 0.1 hasta llegar al valor de z(10).
(b) Graficar la solucién que se obtiene al aplicar el método de Euler, si el valor de z(0)
es dado con un error de 1079, es decir z(0) = 0.000001.
Nota: La gran propagacion del error en el dato inicial se debe a que esta ecuacién

tiene infinitas soluciones si z(0) = 0. En particular, cualquiera sea o > 0
0 t<a«

x(t) = t—a)?

0=y L=t .,

es solucién de la misma.



