Estos son algunos analisis de complejidad de algoritmos correspondientes a operaciones
béasicas en ABB, tomados del libro de Guerequeta y Vallecillo. Interesa que estén
resueltos de diversas formas.

Procedimiento Inorden

PROCEDURE Inorden(t:arbol); (* recorrido en inorden de t %)
BEGIN
IF NOT Esvacio(t) THEN (x 1
%)
Inorden(Izq(t)); (% 2 %)
Opera(Raiz(t)); (% 3 %)
Inorden (Der(t)) (% 4 %)
END; (x 5 %)

END Inorden;

Para calcular el tiempo de ejecucién, calcularemos primero el nimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:
— Enlalinea (1) se ejecutan 2+c OE: la llamada a Esvacio (1 OE), el tiempo de
ejecucion de este procedimiento (¢) y una negacion.
— Enlalinea (2) se efectlia la Illamada a 1zq (1 OE), lo que tarda ésta en ejecutarse
(c OE) més la llamada a Inorden (1 OE) y lo que tarde ésta en ejecutarse, que va
a depender del nimero de elementos del arbol 1zq(t).
— Enlalinea (3) se ejecutan 2+c+d OE: dos llamadas a procedimientos y sus
respectivos tiempos de ejecucion.
— El' nimero de OE de la linea (4) se calcula de forma analoga a la linea (2): 2+c
mas lo que tarda Inorden en ejecutarse con el nimero de elementos que hay en
Der(t).

Para estudiar el tiempo de ejecucion, vamos a considerar dos casos extremos:
que el arbol sea degenerado (es decir, una lista) y que sea equilibrado. Cualquier
arbol se encuentra en una situacion intermedia a estos dos casos.

 Si tes degenerado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Esvacio(lzq(t)) y que para todo a subarbol de t se verifica que Esvacio(lzq(a)).
Por tanto, el nimero de OE que se realizan en la ejecucion de Inorden(t) para un
arbol t con n elementos es:

T(n) = (2+c) + (2+c+T(0)) + (2+c+d) + (2+c+T(n-1)) = 8+4c+d+T(0)+T(n-1).
T(0) = 2+c.

Con esto, T(n) =10 + 5¢ + d + T(n-1), ecuacion en recurrencia no homogénea
gue podemos resolver desarrollandola telescopicamente:

T(nN)=10+5c+d+T(h-1)=(10+5c+d)+(10+5c+d)+T(n-2)=...=
(10 + 5¢ + d)n + (2+c) =O(n)

* Sit es equilibrado sus dos subarboles (izquierdo y derecho) tienen del orden de
n/2 elementos y son a su vez equilibrados. Por tanto, el nimero de OE que se
realizan en la ejecucion de Inorden(t) para un arbol t con n elementos es:
T(n)= (2+c) + (2+c+T(n/2)) + (2+c+d) + (2+c+T(n/2)) = 8+4c+d+2T(n/2).
T(0)= 2+c.

Para resolver esta ecuacion en recurrencia se hace el cambio tk = T(2k), con lo
que obtenemos tk — 2tk—1 = 8 + 4c + d, ecuacién no homogénea con ecuacion
caracteristica (x—2)(x-1) = 0.



Por tanto,

tk = c12k + c2

y, deshaciendo los cambios,

T(n) =cln + c2.

Para calcular las constantes, nos apoyamos en la condicion inicial T(0)=2+c,
junto con el valor de T(1), que puede ser calculado basandonos en la expresion
de la ecuacion en recurrencia: T(1) =8 + 4c + d + 2(2 + c), obteniendo

T(n) = (10 + 5¢ + d)n + (2+c) € BO(n).

Funcion Altura

PROCEDURE Altura(t:arbol):CARDINAL; (* altura de t *)

BEGIN
IF Esvacio(t) THEN (= 1 %)
RETURN 0 (% 2 %)
ELSE (x 3 *)
RETURN 1+Max2(Altura(Izq(t)),Altura(Der(t))) (* 4 )
END (x 5 *)
END Altura;

Para determinar el tiempo de ejecucion, calcularemos primero el nimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:

— Enlalinea (1) se ejecutan 1+c OE: la llamada a Esvacio (1 OE) mas el tiempo
de ejecucion de este procedimiento (c OE).

— Enlalinea (2) se realiza 1 OE.

— Enlalinea (4) se efectlian:

a) lallamada a Izq (1 OE), lo que tarda ésta en ejecutarse (¢ OE) mas la llamada
a Altura (1 OE) y lo que tarde ésta en ejecutarse, que va a depender del

numero de elementos del arbol 1zq(t); mas

b) la llamada a Der (1 OE), lo que tarda ésta en ejecutarse (¢ OE) mas la
Ilamada a Altura (1 OE) y lo que tarde ésta en ejecutarse, que va a depender

del nimero de elementos del arbol Der(t); mas

c) el célculo del maximo de ambos nimeros (1 OE), un incremento (1 OE) y el
RETURN (1 OE).

Para estudiar el tiempo de ejecucion de esta funcion consideraremos los mismos
casos que para la funcion Inorden: que el arbol sea degenerado (es decir, una lista)
0 que sea equilibrado.

* Si tes degenerado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Esvacio(lzq(t)) y que para todo a subarbol de t se verifica que Esvacio(lzq(a)).
Por tanto, el nimero de OE que se realizan en la ejecucion de Altura(t) para un
arbol t con n elementos es:

T(n)= (1+c) + (1+c+1+T(0) + 1+c+1+T(n-1)) +3 =8 + 3c + T(0) + T(n-1).
T(0)= (1+c) + 1 = 2+c.

Con esto, T(n)=10+4c+T(n—1), ecuacion en recurrencia no homogenea que
podemos resolver desarrollandola telescopicamente:

T(nN)=10+4c+T(n-1)=(10+4c)+ (10+4c)+ T(n-2)=... =
(10 +4c)n+ (2 +c) € O(n)

» Si tes equilibrado sus dos subarboles tienen del orden de n/2 elementos y son
también equilibrados. Por tanto, el nimero de OE que se realizan en la



gjecucion de Altura(t) para un arbol t con n elementos es:
T(n)= (1+c) + (1+c+1+T(n/2)) + 1+c+1+T(n/2)) +3 = 8 + 3¢ + 2T(n/2).
T(0)= 2+c.

Para resolver esta ecuacion en recurrencia se hace el cambio tk=T(2Kk), con lo que
obtenemos

tk — 2tk—1 = 8 + 3¢, ecuacion no homogénea de ecuacion caracteristica (x—2)(x-1) = 0.
Por tanto, tk = c12k + c2.

Deshaciendo los cambios,
T(n) =cln + c2.

Para calcular las constantes, nos apoyamos en la condicion inicial
T(0)=2+c, junto con el valor de T(1), que puede ser calculado basandonos en la
expresion de la ecuacién en recurrencia: T(1) =8 + 3¢ + 2(2 + ¢). Finalmente
obtenemos

T(n) = (10 +4c)n + (2 + ¢c) € BO(n).

Funcién Mezcla : en este problema interesa el tratamiento de los tamafios de cada
arbol involucrado

PROCEDURE Mezcla(tl,t2:arbol):arbol;

(* devuelve un arbol binario de busqueda con los elementos de
los dos arbeles binarios de busqueda tl y t2. La funcion Ins
inserta un elemento en un arbol binario de busqueda *)

BEGIN
IF Esvacio(t1) THEN (x 1 %)
RETURN t2 (x 2 %)
ELSIF Esvacio(t2) THEN (x 3 *)
RETURN t1 (x 4 %)
ELSE (x 5 %)
RETURN Mezcla(Mezcla(Ins(tl,Raiz(t2)),Izq(t2)),

Der(t2)) (* 6 =)

END (7 %

END Mezcla;

Supondremos que las operaciones bdsicas del tipo abstracto de datos arbol
(Raiz, Izqg, Der, Esvacio) son O(l), asi como las operaciones Opera
(que no es relevante lo que hace) y Max2 (que calcula el maximo de dos
numeros). Por otro lado, supondremos que la complejidad de la funcion /s
es O(logn).

Para resolver este problema vamos a suponer que el tiempo de ejecucion del
procedimiento Ins, que inserta un elemento en un arbol binario de busqueda, es

A logn+B, siendo Ay B dos constantes. Supongamos también que ny m son el
namero de elementos de t1 y t2 respectivamente.

Para estudiar el tiempo de ejecucion T(n,m) consideraremos, al igual que

hicimos para la funcion anterior, dos casos extremos: que el arbol t2 sea

degenerado (es decir, una lista) o que sea equilibrado.

* Si t2 es degenerado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Esvacio(lzq(t2)) y que para todo a subarbol de t2 se verifica que Esvacio(lzg(a)). Por
tanto, vamos a ver el numero de OE que se realizan en cada linea de la funcion en este
caso:

— Enlalinea (1) se invoca a Esvacio(t1), lo que supone 1+c OE.

— Enlalinea (2) se efecttia 1 OE.

— Analogamente, las lineas (3) y (4) realizan (1+c) y 1 respectivamente.



— Para estudiar el namero de OE que realiza la linea (6), vamos a dividirla en
cuatro partes:

a) al:=Ins(t1,Raiz(t2)), siendo al una variable auxiliar para efectuar los
calculos. Se efectian 2+c+Alogn+B operaciones elementales: la llamada a
Raiz (1), el tiempo que ésta tarda (c), la llamada a Ins (1 OE), y su tiempo
de ejecucion (Alogn+B).

b) a2:=Mezcla(al,lzq(t2)), siendo a2 una variable auxiliar para efectuar los
calculos. Se efecttan aqui 2+c+T(n+1,0) operaciones elementales:

Ilamada a 1zq (1), el tiempo que ésta tarda (c), la llamada a Mezcla

(1 OE), y su tiempo de ejecucion, que serd T(n+1,0), pues estamos
suponiendo que Esvacio(lzq(a)) para todo a subarbol de t2.

¢) a3:=Mezcla(a2,Der(t2)), siendo a3 una variable auxiliar para efectuar los

calculos. Se efectlan 2+c+T(n+1,m-1) operaciones elementales: la Ilamada a Der (1),
el tiempo que ésta tarda (c), la llamada a Mezcla

(1 OE), y su tiempo de ejecucion, que sera T(n+1,m-1), pues estamos

suponiendo que Esvacio(lzq(a)) para todo a subarbol de t2 o, lo que es

igual, que el nimero de elementos de Der(t) es m-1.

d) RETURN a3, que realiza 1 OE.

Por tanto, la ejecucion de Mezcla(t1,t2) en este caso es :

T(n,m) =9+ 5c + B + Alogn + T(n+1,0) + T(n+1,m-1)

con las condiciones iniciales T(Om) =2 +c¢ y T(n,0) =3 + 2c.
Para resolver la ecuacion en recurrencia podemos expresarla como:

T(n,m) =12 + 7c + B + Alogn + T(n+1,m-1) haciendo uso de la segunda condicion
inicial. Desarrollando telescopicamente la ecuacion:

T(nym)=12+7Tc+ B + Alogn + T(n+1,m—1) =
= (12+7c+B+Alogn) + (12+7c+B+Alog(n+1)) + T(n+2,m-2) =
............... . .
m(12+7c+ B) +(ZA log(n +i}J +T(n+m)0)=
=0 .

m=1

.
m(12+7c+B)+2c+3+ A(Zlog(n +1'}J .
\ =0

Pero como log(n+i) < log(n+m) para todo 0 <7 <m,

T(nom)<m(12 +7c+ B)+ 2¢+ 3 + Amlog(n+m) € O(mlog(n+n))

e FEl segundo caso es que ¢2 sea equilibrado, para el que se demuestra de forma
analoga que

T(n,m) € O(mlog(n+m)).



