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MODELOS DE STOCK

0 - INTRODUCCION

0.1 - PRESENTACION:

El presente borrador tiene por finalidad servir de guia al alumno en el Trabajo

Practico Nro. 3. Contiene el desarrollo de las tres clases de explicacién de TP y
pretende agilizar el desarrollo de las mismas, al evitar copiar del pizarron deducciones
de férmulas, graficos etc.
Se indica la bibliografia a la que el alumno debe recurrir para aclarar sus dudas y
aquella que le pueda servir para profundizar los temas de su interés. Se explican los
objetivos del aprendizaje del tema, tanto en lo que se refiere a los conocimientos
especificos que el alumno debe poseer sobre cada modelo estudiado, como a las
habilidades que debe desarrollar a través de la resolucion de problemas.

0.2. - ALCANCE DEL TEMA:

El tema a desarrollar no comprende la totalidad de los problemas relacionados con
el Planeamiento y Control de stocks, sino que esta limitado a la exposicion de algunos
modelos matematicos sencillos de demanda deterministica y a dotar al alumno de una
metodologia para el planteo y desarrollo de otros modelos.

Se puede considerar como una aplicacion de lo estudiado en las clases tedricas sobre
programacion matematica, en particular sobre Programacion no Lineal.

Otros aspectos del tema de stocks se desarrollan en Organizacion Industrial Il, como
parte de Planeamiento y Control de la Produccion.

0.3 - BIBLIOGRAFIA:

Basica: el contenido del programa de la materia para esta unidad se puede cubrir
totalmente con apuntes de la catedra. Las dos primeras clases y parte de la tercera se
encuentran en: Investigaciéon Operativa Tomo Il Ing. Isidoro Marin CEl 51.52.02. o
Investigacién Operativa Ing. Isidoro Marin CEIl 31.06.05. Un tema particular de la
tercera clase, no expuesto en los anteriores se halla en: Investigacion Operativa,
Unidad Nro. 5 Ing. Victor M. Rodriguez CEI 31.06.06.

Complementaria: Buenas exposiciones del tema, desde el punto de vista de la 10,
con otros modelos que no se estudian en el curso y aplicaciones de otras técnicas a
problemas de stock son: Métodos y Modelos de la Investigacién de Operaciones, Tomo
I, A.Kaufmman CECSA (Capitulos 4 y 9) y Métodos y Modelos de Investigacion de
Operaciones, Volumen Il, J. Prawda LIMUSA (Secciones 2.1y 2.2).
Los aspectos de Organizacion Industrial pueden verse en: Planeamiento de la
Produccion y Control de Inventarios, J.F. Magee y O.M. Boodman, El Ateneo
(Capitulos 1 a 6).
Un texto que da tanta importancia a los modelos matematicos como a los problemas de
Organizacion Industrial es: Direccion de Operaciones, problemas y modelos, E.S.Buffa
LIMUSA (Capitulos 6,17,18).
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0.4 - OBJETIVOS DEL TRABAJO PRACTICO:
De conocimiento: que el alumno conozca las hipétesis y desarrollos matematicos de
los modelos expuestos.

De habilidad:
¢ que identifigue los problemas en que se aplican esos modelos, los plantee y
resuelva.

¢ que determine las hipotesis, los factores de costos, el objetivo econémico y la
técnica matematica adecuada para plantear los problemas que se le presenten.

¢ que desarrolle y resuelva los modelos correspondientes.

¢ que grafique funciones de stock, de costo, etc. en los problemas que resuelva.

IMPORTANTE: Los objetivos de conocimiento suelen lograrse estudiando la
bibliografia y lo expuesto en clase. Pero los de habilidad sélo pueden alcanzarse
planteando y resolviendo problemas. Esta explicacién tiene la intencion explicita de dar
los elementos necesarios para que el alumno encamine su actividad hacia ese fin.

1. MODELO BASICO PARA UN PRODUCTO

MODELO DE STOCK:

En los problemas de stock o inventario se trata de determinar las cantidades a
adquirir (o a producir) de uno o varios productos, para satisfacer su demanda, que
supondremos conocida (determinista). Se plantea el objetivo de cumplir con lo anterior
de modo de minimizar el costo, cumpliendo con las restricciones que eventualmente se
impongan.

Debe tenerse muy claro que:

De ninguna manera se afirma que los modelos expuestos sean los Unicos que
describen la realidad ni siquiera que sean los que corresponden a las situaciones mas
frecuentes: son los modelos méas simples y mas difundidos en los textos.

Tampoco se afirma que el objetivo econdmico buscado en estos modelos sea el que
debe adoptar quien deba resolver un problema concreto.

Lo unico que se dice es que:

En una situacion real que cumpla (al menos aproximadamente), las hipétesis del
modelo, si se busca el mismo objetivo que se supone en dicho modelo, la solucién del
modelo dard los valores que conviene adoptar para lograr el objetivo deseado en ese
caso.

1.1. MODELO BASICO

Se exponen a  continuacion las
suposiciones del modelo béasico de stock. Demanda acumulada
Demanda: Supodngase que en un periodo de
tiempo T se demandard cierta cantidad D de
unidades de un producto, y que el cociente
d=D/T se mantiene constante para todos los
valores de T que se consideren. La
representacion  grafica de la cantidad
demandada en funcién del tiempo sera una
recta que pasa por el origen con pendiente d.
Cantidad ingresada a depoésito: Supongase que, Tiempo

a intervalos de tiempo definidos e iguales entre
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si Ti, ingresan a depdsito cantidades iguales Ingresos y demanda acumulados
de producto Qi. Si dicho ingreso es
instantaneo, la cantidad ingresada acumulada,
en funcién del tiempo tendra un gréfico en
forma de escalera. .
Cantidad almacenada: Supdngase que en un Ql
instante inicial no hay stock acumulado ni
demanda insatisfecha e ingresan Qi unidades,
suficientes para satisfacer la demanda Di en el Tiempo
periodo Ti, al cabo del cual ingresa otra Stock

cantidad Qi, etc. Siempre resultara la cantidad
ingresada acumulada mayor o igual que la
demanda acumulada. La diferencia entre
ambas sera, para cada instante, la cantidad
almacenada. Por definicion de d=D/T=Di/Ti y .
de Qi=Di resulta Qi=d.Ti=(D/T).Ti ElI nidmero Ql
de reaprovisionamientos que se producen en
el periodo T sera n=D/Di=T/Ti.

Costo de almacenamiento: suplOngase que existe un costo c; asociado al
mantenimiento de cada unidad en stock por unidad de tiempo, por ejemplo el costo de
oportunidad del dinero inmovilizado, o de espacio ocupado, se tendrd un costo de
almacenamiento dado por:

Icl.S(t).dt donde: c¢;=%/u.t S(t): cantidad de unidades en stock en el
instante t.

En este caso, para cada periodo Ti, S(t) decrece linealmente de Qi a 0 y el &rea
equivale a la de un rectangulo de base Tiy de altura Qi/2, por lo que resulta:

Costo de almacenamiento (i) = ¢1.Qi/2.Ti = (1/2).c1.Qi.Ti

Costo de reposicion: supdéngase que cada reaprovisionamiento implica un costo Kk,
por ejemplo: de emision de la orden de compra, flete, movimiento de materiales en el
depdsito, inicio de un ciclo de produccién (si en vez de adquirirse las Qi unidades de
producto se las fabrica), etc. y que dicho costo no depende de la cantidad adquirida.

Costo de reposicion (y) =k k=%

Costo de compra: cada unidad adquirida tiene un costo b que no depende de la
cantidad adquirida. La compra de las Qi unidades del periodo sera:

Costo de compra = b.Qi b=%/u

Costo total: supdngase que los Unicos costos involucrados en la administracién del
stock son los tres anteriores. Supéngase también que los valores de ¢, k y b no varian
en el periodo T considerado. Resultara que el costo total, en un periodo, es la suma de
los de almacenamiento, reposicion y compra:
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CTi=(1/2).c,;.Qi.Ti + k + b.Qi CTi:Costo Total del periodo Ti

En el periodo total T, que contiene n ciclos de reaprovisionamiento se tendra en Costo
Total:

CT=((1/2).c,.Qi.Ti + k + b.Qi).n CT: Costo Total del periodo T

y como n= T/Ti = D/Di = D/Qi se podra expresar el Costo Total en funcion de una Unica
variable Qi.

ICT=(1/2).c,.Qi.T + k.D/Qi + b.D|

La funcion CT consta de
tres términos uno es
directamente
proporcional a Qi (Costo Costo
Total de Total
almacenamiento), otro
es inversamente Costo de
proporcional a Qi (Costo almac.
Total de reposicion), el
altimo es constante
(Costo Total de
compra). Se han
representado los tres
costos en funcion de Qi
y el Costo Total.

Costo

Costo de compra

Costo de

Objetivo:  supoéngase reposicion
que se quiere
determinar el valor de la
variable Qi que hace Cantidad de reordenamiento

minimo el Costo Total
en el periodo T (en el grafico se ha indicado dicho valor con Q*. Supbngase que no se
han establecido restricciones a los valores de las variables (como podria ser por
capacidades de depdsito que limitaria Qi o de la oficina de compras que pondria limite
a n, o de disponibilidad de fondos, que restringiria b.Qi, etc.). Obviamente se exige que
Qi sea no negativo.

Resumen de las hipdotesis del modelo:

1. Demanda constante y conocida (D/T = d = cte.)

2. Reposicidn instantanea de cantidades iguales Qi, en periodos iguales Ti,
que cubren exactamente la demanda Di en cada periodo.

Costo unitario de almacenamiento por unidad de tiempo c,, constante.
Costo de reposicién k, constante.

Costo unitario de producto b, constante.

No existen otros costos.

No existen restricciones (salvo Qi= 0)

Al comienzo de cada periodo no hay stock, ni se tienen pedidos
insatisfechos.

©ONO O W
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Objetivo: hallar el valor de Qi que hace minimo el Costo Total en el periodo T.
CT=(1/2).c;.Qi.T + k.D/Qi + b.D——> MIN

Solucién analitica:

Como D,T,ci,k y b son datos, CT se ha expresado en funcién de una Unica variable
Qi. Buscar el valor de Qi que minimiza CT es el caso méas simple de optimizacion
matematica: optimizar una funciéon de una sola variable, sin restricciones. La condicion
necesaria de 6ptimo es que la derivada primera sea nula:

dCT(Qi)/dQi=0 0 sea:

(1/2).c,.T-k.D/Qi?=0  de donde:

2.k.D
Q= [~

Determinado Q* puede determinarse T* en funcion de los datos: como n = D/Qi = T/Ti,
entonces:

Ti=QI.T/D
T*= Zk—D I y entonces: T*= Zk—T
c.T D c.D

También puede expresarse CT* en funcion de los datos:

CT*= l.cl. Z'k—'D.T+ k.D.; +D.b
2 c.T 2.k.D
c.T

CT*= %.\/Z.k.D.cl.T +%.\/2.k.D.cl.T +D.b

CT*= \/2.k.D.c.T +D.b

Se ha omitido demostrar que la solucion obtenida es de minimo. Tampoco se tuvo en
cuenta la condicion Qi= 0. La primera omision puede salvarse planteando la derivada
segunda, para comprobar que es positiva, o analizar el valor de la funcion para valores
de Qi proximos a Q*, o del gréfico etc.

La segunda, que también debe considerarse al analizar la anterior, nunca presenta
inconvenientes: k, D, ¢;, y T son positivos, el radicando resultara positivo. Habra dos
raices cuadradas y se tomara la positiva.
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1.2. CASO PARTICULAR DE c;

Si el costo de almacenamiento c; es exclusivamente el costo de oportunidad del capital
inmovilizado, se podré expresar como producto de una tasa de interés i por el costo de
la unidad de producto b. Si la tasa de interés permanece constante en todo el periodo
T considerado, también sera constante c; = b.i

El modelo bésico se modificard, en este caso, del siguiente modo:

La hipotesis 3 sera: costo unitario de almacenamiento por unidad de tiempo (c;=b.i),
constante. El Costo Total se expresara:

CT= (1/2).b.i.Qi.T + k.D/Qi + b.D

y la solucién 6ptima sera:

o= Zbk_f T ik—g CT*= V2.k.D.bi.T +D.b
.. 1.

1.3. SENSIBILIDAD A LA SOLUCION
Se desarrollan analiticamente dos enfoques del tema: la variacion que causa en el
costo tomar un valor a.Qi que difiera del Q* y la que ocasiona adoptar valores

diferentes de los verdaderos c; y k.

1.3.1. Variacién en el costo por adoptar una cantidad de reordenamiento Qi Z Q'

Supdngase que se decide adoptar una cantidad de reordenamiento Q,' = S.Q,*
El costo total resultara:

. D
CT=b.D+1.c.T.e.Q +k.—
raTeQ oo
y como

« _ [2k.D
Q= c.T

resulta:
CT=b.D +.,/2.k. D.cl.T.% +2i§
£

1.3.2. Variacion en el costo por adoptar valores de k y c1 diferentes a los reales
Sean k y ¢, los valores verdaderos de los costos de reordenamiento y almacenamiento.
Sean k'=a.k y ¢ ,=p.c

2.k'.D
c,.T
hubiese obtenido con k y ¢c; verdaderos)

Se calculara un valor Q = gue puede vincularse con Q* (valor que se
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_ 2.a.k.D: a 2.k.D: a
Q'_\/ B.c.T \/;V c,.T \/;'Q

. /a
comparando con el caso anterior se observa que £ = |—

1.4. EJEMPLO

Una empresa debe planificar el stock de un producto. Se sabe que su costo unitario es
de $ 30 y su demanda mensual es de 12.000 unidades. El costo anual de mantener
una unidad en stock es de $ 3. Ademas del costo de adquisicion, cada pedido tiene un
costo fijo de $ 60, independientemente de la cantidad adquirida. Se supone que la
demanda es uniforme y que en cada pedido se ordenara una cantidad de unidades que
ingresara instantdneamente a stock, para satisfacer la demanda de ese periodo. No se
mantendrd mas stock que el imprescindible para cumplir totalmente con esa demanda.
Se pide:

a. Graficar demanda acumulada en funcion del tiempo

b. Graficar cantidad adquirida acumulada en funcion del tiempo, suponiendo que
en cada periodo se tendra un stock inicial de 6.000 unidades.

c. Determinar el tiempo transcurrido entre dos pedidos sucesivos (gréfica y
analiticamente).

d. Graficar stock en funcién del tiempo.

e. Determinar el costo total de cada periodo y el costo total.

f. Repetir a, b, ¢, d, y e suponiendo que en cada periodo se solicitan 12.000
unidades.

g. Graficar los costos de compra, de almacenamiento y de reordenamiento y total
en funcién de la cantidad adquirida.

h. Hallar grafica y analiticamente la cantidad de ordenamiento que minimiza el
costo total.

i. Para la cantidad calculada en h, determinar el periodo de reordenamiento y el
costo total

j. Graficar id a, b y d en funcion del tiempo, para la cantidad calculada en h.

k. Supongase que el costo de almacenamiento dado es el costo de oportunidad
del capital inmovilizado. ¢Cudl es la tasa de interés que expresa el costo de
oportunidad del dinero?

I. Se desea saber en qué proporcién se modificard la parte variable del costo total
(excluido el costo de compra que es fijo) si, por razones practicas, se desease
tomar un valor de la cantidad a reordenar que no sea la que corresponde al
optimo. Resuélvase para Qi = 2.300 y Qi = 2.500.

m. Supdngase que no se conocian los valores exactos de los costos de
almacenamiento y reorden y se los estimé en 4 $/unidad * afio y 50 $
respectivamente. Determinar la cantidad de reorden que se hubiese calculado y la
proporcion en la que la parte variable del costo se hubiese desviado del valor
optimo.

Hipotesis: Las del modelo basico
Datos:
D =12.000 unidades



Universidad de Buenos Aires Investigacion Operativa (71.07)
Facultad de Ingenieria

T =1 mes (puede ser D = 144.000 unidades y T = 1 afio)
b = 30 $/unidad
¢, = 3 $/unidad*afio = 0,25 $/unidad*mes

k=609%
Solucién:
ayb)
Cantidad Ingresada Stock
£
£ | 6000uds 6000 uds
15dlas  Tiempo 15 dias Tiempo

c¢) Del grafico: Ti = 0,5 mes = 15 dias
D/T = Di/Ti = Qi/Ti
Ti=Q/ (DIT) = 6000u / (12000 u/mes) = 0,5 mes = 15 dias.

e) Paraun periodo:

Costo de compra: b.Qi = 30 $/u . 6000 u = $ 180000

Costo de almacenamiento: %2 ¢; Qi Ti = %2 0,25 $/(u.mes) . 6000 u . %2 mes = $ 375
Costo de orden y: k= $ 60

Costo total: $ 180435

Para un mes:

Costo de compra: b.D =30 $/u . 12000 u = $ 360000

Costo de almacenamiento: %2 ¢; Qi Ti = %2 0,25 $/(u.mes) . 6000 u . 1 mes = $ 750
Costo de orden y: k D/ Qi = $ 60 . 12000u / 6000u = $120

Costo total: $ 360870

f) Resuélvalo y compruebe que Ti = 3 dias, CTi= $ 36075y CT=$ 360750

g) Costo de compra: b . D =30 $/u . 12000 u = $ 360000 (no depende de Qi)
Costo de almacenamiento: ¥2 ¢; Qi Ti = %2 0,25 $/(u.mes) . Qi . 1 mes = 0,125 $/u . Qi
Costo de orden y: k D/ Qi =$ 60 . 12000u / Qi = 720000 $.u /Qi
Costo total: 360000 $ + 0,125 $/u Qi + 720000 $.u / Qi

0i Cc(;seto Costo d_e Costo de Costo
almacenamiento orden Total
compra

1000 360000 125 720 360845
2000 360000 250 360 360610
3000 360000 375 240 360615
4000 360000 500 180 360680
5000 360000 625 144 360765
6000 360000 750 120 360870
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361000 Cantidad Ingresada
360900 £
Q
360800 |\ ,z\o\'b\ / f
O
360700 \\j/ g
360600 2400
360500
360400 : : ; ; ;
1000 2000 3000 4000 5000 6000 Tiempo
1000 Stock
900
800 \ o~
AN 3 e
600 N 2
500 e 0\’\
00 oS 2400 uds
300 P\
200 ~
100 e
0 e : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 6 dias Tiempo
h)
Del gréfico: Qi = 2400 u
Analiticamente:
. 2.k.D 2.60ul12
Q= _ 60u12000u  _ 400U
c.T 0,25($/ u.mes).Imes
)
T'= 2._k.T _ 2.60u.lmes — 0,2mes = 6dias
b.i.D 0,25($/ u.mes) 12000u

o también Qi/Ti = D/T ; entonces Ti = Qi/ (D/T) = 24000u/12000(u.mes) = 0,2 mes =6
dias

CT*= ./2.k.D.c.T+D.b= ,/2.60$12000u.0,25($/ u.mes).Imes +30$/u.12000u =
360600

k)

c1 = i.b ; entonces i=c,/b = 3%/u.afio . 30 $/u = 0,1 $/$.afio = 10% anual
1)

Q. = 2300

Qi* = 2400
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Q =&.Q ; entonces € =0,95833.. y remplazando en la ecuacion:
1

CT=b.D +,/2.k. D.q.T.% +2—§ se puede obtener el costo total operando con lotes
£

de 2300 u.

m)
o = [2K-D _ [ 2508120000
| c.T 4%/ (ul2meses).Imes

=1897,3u

a =k'/k =50/ 60 =0,833..
B=c'l, =4/3=133.

y siendo e=\/% remplazando en CT=b.D+1/2.k.D.q.T.% +2i§ se puede
£

obtener el costo total.

11
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2. MODELQOS ESPECIALES

Los modelos que se desarrollan en esta parte son variantes del modelo béasico. En
cada uno de ellos se modifican algunas hipotesis del primero.

2.1 MODELO BASICO CON STOCK DE PROTECCION

2.1.1. Necesidad del stock de proteccion

Dado que las hipdtesis de un modelo son una idealizacion o simplificacién de posibles
situaciones reales, y no una descripcion exacta de las mismas, puede ocurrir que en
alguna situacién concreta se desee tener en cuenta alguna posible discrepancia entre
ambas.

Una hipétesis del modelo basico supone demanda constante d=D/T que representa la
cantidad demandada por unidad de tiempo. Por eso se adquiere para cada periodo Ti
una cantidad de unidades Qi. Pero el valor asignado a d puede ser una suposicion, o el
resultado de una estimacién estadistica. Puede ocurrir que, en un periodo determinado
la demanda no cumpla exactamente la relacion d=D/T.

Si la demanda Di en un periodo Ti resulta inferior a la cantidad adquirida Qi, quedaria
un saldo en stock para el periodo siguiente. Pero si fuere mayor no habria stock inicial,
se obtendria una demanda insatisfecha. Existiria una cantidad de unidades requeridas
por clientes que no se entregaron de inmediato y se debe esperar la llegada del
siguiente lote de reposicién para cumplir esos pedidos. Si el valor d supuesto en el
modelo es correcto, aunque sea en promedio, se tendran periodos con saldo de stock
y periodos con demanda insatisfecha.

Sin embargo, por diversos motivos, puede decidirse no aceptar esta situacion. Por
ejemplo, podria perderse la demanda que no sea satisfecha de inmediato, o perderse
un contrato por incumplimiento, o sufrirse penalidades contractuales, o simplemente se
quiere brindar una imagen de servicio al cliente no haciéndolo esperar nunca.

Para evitar la aparicion de demanda insatisfecha, se mantiene un stock adicional,
llamado de proteccion, al que solo se recurre cuando la demanda del periodo es
superior a la cantidad normalmente disponible para satisfacerla. No se discutiran los
procedimientos para fijar la cantidad de unidades que deben tenerse en stock de
proteccién, pero se esboza la idea basica: debe conocerse la variabilidad del cociente
d en un periodo y tomarse una decision sobre el riesgo que se quiere asumir. Puede
fijarse una cantidad que cubra el mayor apartamiento posible o que solo alcance, por
ejemplo, para las desviaciones que ocurren el 90% de los casos etc. Una vez fijado el
valor se Sp, el modelo matematico es totalmente igual al basico, con el agregado de
una cantidad fija Sp a las unidades mantenidas en stock ( en la realidad puede variar d,
pero en el modelo sigue constante ).

2.1.2. Modelo con stock de proteccion Cantidad Ingresada
La hipotesis 8 del modelo basico se g

reemplaza por la siguiente: © -
8bis :Se mantiene permanentemente | 2 Qi

almacenada una cantidad Sp de unidades X S_‘/
y no hay pedidos insatisfechos. ai >

El costo total resulta:

Qi Si

Si

Ti Tiempo

12
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CT=(1/2).c1.Qi.T + ¢1.Sp.T+ k.D/Qi + b.D

El éptimo se encuentra como en el modelo basico
dCT(Qi)/dQi=0 0 sea:

(1/2).c,.T-k.D/Qi?=0  de donde:

2 k.D Stock
o= [212
C.

Esto era evidente porque el costo de
almacenaje del stock de proteccién es fijo y no
depende de Qi. También resulta:

ai
2.k.T

T = |—= Si
c.D =

y solo se modifica el costo total CT*

Tiempo

CT*= ,/2.k.D.c.T +D.b+c;. Sp.T

2.1.3. Ejemplo

La empresa del ejemplo del punto 1.4., una vez que determind la cantidad a reordenar
para minimizar el costo total (punto h), decide considerar las posibles fluctuaciones de
la demanda y adopta el criterio de mantener un stock de proteccidén equivalente al 10%
de la demanda en el periodo de reordenamiento Ti. Se pide:

a) Determinar la magnitud del stock de proteccion

b) Calcular el costo de mantener almacenado dicho stock.

c) Calcular el costo total 6ptimo resultante.

d) Graficar la demanda acumulada, cantidad adquirida acumulada y stock almacenado
en funcién del tiempo.

e) Determinar la cantidad almacenada al comienzo y al fin de cada periodo y la
cantidad promedio almacenada.

Hipotesis: las del modelo con stock de proteccion.

Datos: los del ejemplo 1.4.y Sp =0,1Di = 0,1Qi

Solucion:

a) Sp = 0,1 Qi*. de 1.4. h: Qi*=2400u =2 Sp=0,1.2400u = 240u

b) Costo almacenamiento Sp = ¢;.Sp.T = 0,25 $/u.mes. 240u . 1 mes = 60$/mes.
c) Es CT de 1.4. mas el costo de almacenamiento de Sp.

d)
Cantidad Ingresada Stock
£
5040
2640
2640
40
dias Tiempo 6 dias Tiempo
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e) Al comenzar cada periodo se tienen Sp+Qi* = 240+2400=2640u. Al finalizar cada
periodo se tienen 240u. como la cantidad almacenada en stock decrece linealmente, el
area del trapecio rectangulo de altura Ti y bases Sp+Qi* y Sp equivale a la de un
rectangulo de base Ti y altura igual a la semisuma de las bases del trapecio. La
cantidad promedio almacenada es: (2640+240)/2= 1440u.

Observacion: Debe tenerse en cuenta que, en general, en los modelos estudiados se
da como dato un periodo T y su correspondiente demanda D, pero en las formulas
aparece el cociente D/T. aunque no siempre se explicita, se trabaja como si el sistema
de stock se mantuviera indefinidamente. Po eso, por ejemplo, no se considera un
inconveniente tener una cantidad no entera de ordenes n en el periodo T. Salvo este
detalle, no hay inconveniente para suponer que en el modelo basico se trabaja un
lapso determinado vy, finalizado cierto periodo Ti, no se repone el stock y se da por
terminada la operacién. Pero en el modelo con stock de proteccién hay que tener en
cuenta que, si se trabaja un lapso finito hay un costo inicial de adquisicion del stock de
proteccion y debe decidirse que se hara con el mismo al terminar el periodo de
operacion: si se lo vende a terceros y a qué precio, si sera usado para satisfacer parte
de la demanda del ultimo periodo etc.-

2.2 MODELO CON COSTO FINITO DE AGOTAMIENTO

2.2.1. Posibilidad de agotamiento Stock
En el modelo béasico se supone la
adquisicidon de una cantidad Qi igual a la
demanda Di en el periodo Ti. Se supone
también que no hay stock inicial ni
demanda insatisfecha al comenzar el
periodo. De esta manera apenas vendida
la dltima unidad demandada en un |Si \Qi ﬂ\ I\
periodo, se inicia el periodo siguiente con

la llegada de una nueva cantidad Qi.. \mﬁ ~ N
Nunca se tiene demanda insatisfecha. La < > _
modificacion que se expone en este caso T2 Tiempo
supone la aceptacion de demanda Cantidad Ingresada
insatisfecha en un lapso del periodo. Cada
ciclo se inicia con una cierta cantidad de
demanda insatisfecha. Al arribar Qi P
unidades parte de estas cubre la demanda

insatisfecha acumulada hasta ese instante /

y parte queda en stock (Si). Obviamente si
la cantidad Qi es igual a la demanda Di en
el periodo Ti, como una parte cubrira la
demanda acumulada del periodo anterior,
el saldo en stock solo cubrird la demanda
en la parte Ti; del periodo Ti. En el lapso
restante Ti, no se satisfara de inmediato la

Ingr. acum.

Tiempo
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demanda e ira acumuldndose demanda insatisfecha hasta que, al cabo de Ti, se habra
acumulado una demanda insatisfecha igual a la que se tenia al comenzar el periodo Ti.
Se supone que la existencia de esa demanda insatisfecha tendra un costo c2 por cada
unidad no entregada de inmediato y por dia de demora en hacerlo (seria el caso de
una multa por demora en la entrega).

2.2.2. Modelo con costo de agotamiento
En las hipotesis del modelo basico debe eliminarse la 8va. y remplazarse por:
8bis: Al comenzar cada periodo existe una demanda insatisfecha que se cumplird con
parte de las Qi unidades adquiridas.
9: Existe un “costo de agotamiento” c, por cada unidad demandada no entregada de
inmediato y por cada dia de demora.
El desarrollo del modelo sufrira algunas modificaciones:
Qi=Si+li (Las unidades arribadas cubren la demanda insatisfecha acumulada y el
resto queda en stock)
Ti=Til+Ti2 (El periodo se subdivide en un periodo de satisfaccion de demanda Ti; y de
demanda insatisfecha Ti,).
Del grafico surgen las siguientes proporciones:
S -1 QD
Tiy Ti, Ti Ti
Los costos en cada periodo Ti serén:
Costo de almacenamiento: %2 ¢,1.Si.Ti;
Costo de agotamiento: ¥ ¢,.1i.Ti,
Costo de reposicion: k
Costo de compra: Qi.b
Costo total(i): ¥2 ¢1.Si.Tiy + Y2 ¢,.1i.Ti, + kK + Qi.b
Esta expresion puede, con las relaciones antes determinadas, ponerse en funcién de
tres variables: Qi, Si, Ti

S:Qi .:.9_ i N

_Til _Ti - T, =TI _Qi ; de Qi=Si+li li=QI-Si;
Ii:Qi .:.Ti: _l

de _iz T - Ti, I|—Qi (Qi S)Si

El costo total en cada periodo Ti resulta:
CTi = ¥ ¢,.Si.(Ti/Qi) + ¥ ¢,.(Qi-Si)>.(Ti/Qi) + k + Qi.b

y como n=D/Di=D/Qi=T/Ti n.Ti=T vy n.Qi=n.Di=D , el costo total en el periodo T
sera:

CT = % ¢,.S.(Ti/Qi).n + ¥ ¢,.(Qi-Si)>.(Ti/Qi).n + k.n + Qi.b.n

CT = % ¢,.Si.(T/Qi). + % ¢,.(Qi-Si)°.(T/Qi). + k.(D/Qi) + D.b

El objetivo es minimizar el costo total. Tal como se expresd, el costo total (CT) es
funcioén de las variables Qi y Si. Deben hallarse los valores Qi* y Si* que hacen minimo

a CT. Es un caso de programacion matematica sin restricciones (salvo que Qi y Si
deben ser mayores que cero), cuya unica novedad respecto del caso base es que se

15



Universidad de Buenos Aires Investigacion Operativa (71.07)
Facultad de Ingenieria

debe optimizar en funcion de dos variables. La condicion necesaria de Optimo es la
anulacioén de las derivadas parciales con respecto a ambas variables.

oCT(Qi,S) _ _c.S°T LG T _G.S%.T kD _

0
oQi 2.Qi? 2 2.Qi° Qi?
oCT(Qi,S) _ _¢.S.T ¢.(Qi-9).T _0
| Qi Qi
: . D S C,
La segunda permite establecer una relacién entre Qi y Si: — =
Q ¢ +c,

Como esta relacion aparece dos veces en la primera ecuacion, se la puede remplazar
en ella y quedara como unica incognita Qi. Despejando Qi obtenemos:

Que también puede escribirse como:

" 2.k.D +
Qi = J | Jq c,
c.T. C,
Obsérvese que la segunda raiz tiende a 1 cuando c, tiende a infinito, esto nos devuelve
al modelo basico donde no se admitia el agotamiento.

2.2.3. Ejemplo

La empresa del ejemplo 1.4 decide considerar una modificacion en los supuestos
originales: las cantidades ordenadas ingresaran a stock cuando se haya acumulado
una cierta cantidad de pedidos insatisfechos. Se debera pagar 1 $ por afio de demora
por cada unidad no entregada al instante de solicitarla. Se pide:

a) Graficar la demanda, cantidad adquirida, cantidad en stock (o insatisfecha),
suponiendo que con cada pedido ingresan 6000 unidades, pero ingresan a stock
cuando se han acumulado pedidos por 2000 unidades.

b) Determinar el costo total para cada periodo y para el total.

¢) Repetir a) y b) suponiendo que en cada periodo se solicitan 6000 unidades pero
ingresan a stock cuando se han acumulado pedidos por 4000 unidades.

d) Hallar la cantidad de reordenamiento y la cantidad de demanda insatisfecha en cada periodo
gque minimizan el costo total.

e) Determinar el periodo de reorden, el subperiodo en el que se abastece de inmediato
la demanda, el subperiodo en el que hay agotamiento y el costo total correspondiente a
la solucién 6ptima.

f) idem a) para la solucion 6ptima.

Hipotesis: Las del modelo con costo de agotamiento.

Datos: los del ejemplo 1.4. y ¢c,=1%/(u.afio)

Solucion:
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a)

Cantidad Ingresada Stock

o A

o0 // %l\

N N
fids oo fids  emo

Ingr. acum.

b) Para un periodo:

n=Di/Qi=12000/6000=2
Si=Qi-Si=6000u-2000u=4000u
Ti,=Ti.Si/Qi=15dias.4000/6000=10 dias
Ti,=Ti-Ti;=15d-10d=5d

Costo de compra: b.Qi= 30%/u.6000 u = $180000

Costo de almacenamiento: (1/2).c;.Si.Ti;=(1/2).0,25%/(u.mes).4000u.10/30 mes=

$166,66

Costo agotamiento: (1/2).c2.1i.Ti2=(1/2).1$/(u.mes).2000u.5/30 mes= $13,88
Costo de reorden: k= $60

Costo total (y)= $180240,54

Para un mes:

Costo de compra: b.D=30$/u.12000u = $360000

Costo de almacenamiento: (1/2).¢;.Si.Ti;.n = $166,66.2= $ 333,33
Costo de agotamiento: (1/2).c,.li.Ti,.n = $13,88.2= $27,77

Costo de reorden: k.n = $60.2 = $120

Costo total = $360481,1

c¢) Resuélvalo el alumno y compruebe que:
Si=2000u; Ti;=5 dias; Ti,=10 dias; Cti = $180157,22; CT= $360314,44

d)
i [ 2kD_ | 2605.12000u___ _ 48004
c.T HC B 10258/ u.mes.]mes.D 1$/u.afio O
" e, +¢,0 [B$/ u.afo +1$/ u.afiol!
. =
2.k.DE—ZE 2 608.12000u 1%/u'ano —
(¢, +¢, 0 [B$/ u.afio+ 1$/ u.afiol
g = = =1200u

c,.T 0.25%/ u.mes1mes
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o segun:

C
S=Qi 2 =4800 E-lL =1200u\
1+3

Cl + CZ
e)
Ti= | ZkT = | 2.60;.1mesl$/ — =0.4mes=12dias
¢, DA% 8 J 0.25% / u.mes 12000 pluaio [
[, +c,0 [3$/u.afio + 1$/u.afio
o segun:
D _T _12000_
Qi Ti 4800
Ti = L =12dias
25
de T_I1 _ E 0 Ti= S.TI _ 12000u.12dias — 3dias
S Qi Qi 4800u
Ti=Ti —Ti.O Tiz=12dias - 3dias= 9dias
finalmente:
cT =bED+%R:1ESi Dl'ilﬂw+% & (5 (i [h + KQEiD
$ 1 $ 3 1 $ 9 N 60$ [12000u

30— [12000u + = [0.25— [1200u [+— mes[2.5 + — [1—— [2600u [(— mes[2.5
u 2 u.mes 30 2 u.mes 30
CT =360,237.50%

4800u

Cantidad Ingresada Stock

e
/ ™ N N
. NN

12 dfas Tiempo 12dfas Tiempo

Ingr. acum.
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2.3 MODELO CON REPOSICION NO INSTANTANEA

2.3.1. Reposicion no instantanea

El modelo basico supone el ingreso
instantaneo de las Qi unidades a stock, Cantidad Ingresada
al comenzar cada ciclo. Esta hipétesis se
adapta a los casos en que un proveedor
entrega a la empresa un lote de
mercaderias que se almacena de
inmediato.

Sin embargo, existen casos en que el
proveedor entrega gradualmente la )
mercaderia, 0 que es la misma empresa Si
la que la fabrica y la produccion de las Qi
unidades requiere un tiempo Ti;, que no
es despreciable comparado con Ti. En
estos casos. la cantidad almacenada ™ M Tiempo
resulta inferior a la que se tendria con
reposicion instantanea, porque hay Stock
unidades demandadas durante el
periodo Ti,;, antes de completar la partida
de Qi unidades entregadas.

Esta situacion es la que se considera en
el modelo con reposicion no instantanea.
Si se llama P a la cantidad de unidades
que se podrian producir si se trabajase .
ininterrumpidamente durante todo el Si

P
lapso Typ= ? al cociente entre ambas,

y este cociente es constante para
diversos valores de T que se consideren, Ti1 T2 Tiempo
se dird que existe una “velocidad de
produccion” constante.

La velocidad de produccion debera ser mayor que la demanda (d), para producir la
cantidad Qi (igual a la demanda del periodo Di) en un tiempo Ti; menor que Ti.

Durante el periodo Til se iran produciendo unidades, de las que se consumiran
algunas y se almacenara el sobrante. Se tendr4 una cantidad en stock creciente, que
alcanzara su maximo (Si) al cabo de Ti;. En el resto del periodo Ti se consumiran las
unidades almacenadas, para iniciar una nueva tanda de produccion (o entrega gradual)
cuando se agote el stock (al finalizar Ti)

2.3.2. Modelo con reposicidn no instantanea

La hipotesis 2 del modelo basico se reemplaza por:

2' Reposicion de cantidades iguales (Qi) en periodos iguales (Ti), que cubren
exactamente la demanda Di en ese periodo. La reposicibn se hace a velocidad

constante p = L mayor que d = D
T T
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La unica variante en el desarrollo, con respecto al modelo basico seré la modificacion
de la cantidad promedio almacenada. Para determinarla se debe conocer la cantidad
maxima en stock (Si).

P [ , .
Al cabo del primer periodo Ti; se producen las Qi unidades p = T = % O Th=Qi 4=
1
D _Di D_ D_.T .
y la demanda acumulada serd Di: d =—=—[0 Di' =— i1 =— [Qi (= = Qi d:—)
T Tis T T P P
: L. e . G . D . DC
La cantidad maxima en stock sera: S =Qi = Di'=Qi — Qi BIS =Qi - _pE

Para hallar el costo de almacenamiento debe tenerse en cuenta que el area del
tridngulo de base Ti y altura Si equivale a la del rectangulo de la misma base Tiy la
mitad de la altura Si/2.

Resulta:

1 1 . D[
Costo de almacen; ==[¢ [§[Ti == i - — 4
L&, 6, [Q A o0
. . 1 DO
El costo total del periodo sera: CT. == -—=M +K+Db
p =5 Q- oa Q
e _Dbp D
YenellapsoT.CT—ZEctlEQ[% PDDF+KBQ_I+bDD

Como en el modelo basico, se trata de hallar el valor de Q; que minimiza el costo total,

TR ) _1 D D
el optimo se tendra para: (Q ) [@ DDF KE==0

Q’
De donde: Q; = 2K DD
. 5}-D

T D D .
Ycomo: N=—=— =—1[] T =Q

T b Q
gue puede ponerse en funcu')n de los datos:
T = T 2KID 2[KIOT

| E@DDH\[%

2.3.3 Ejemplo

Enunciado: La empresa del ejemplo 1.4 desea plantear una modificacion del esquema
inicial: en vez de efectuarse la reposicién en forma instantanea, cada lote se ira
entregando a medida que se fabrican las unidades.

La capacidad de produccion del proveedor es de 225,000 unidades anuales.

Se pide:

a) Graficar demanda, cantidad adquirida y cantidad en stock, suponiendo que en cada
pedido se solicitan 6,000u.

b) Determinar el costo de cada periodo.

c) Repetir a) y b) suponiendo que en cada pedido se solicitan 2,000u

d) Hallar la cantidad de reordenamiento que minimiza el costo total.

e) Determinar el periodo de reorden, el subperiodo en el que se produce, el subperiodo
en que no se produce t el costo total.
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f) Gréfica a) para la solucion optima.
Hipotesis: las del modelo con reposicién no instantanea
Datos: Los del ejemplo 1.4 y P=225,000u para T=1 afo

Solucion:
D.
an=— =120, T =T j5gias
Q 6000u Ti 2
P 365di
0=L=20 1 =g o = 6000u I g ias
T T 225000u
D, : .
i=2-2pp =2 = 220000 4 e ias = 38400
T T, T 30dias
Cantidad Ingresada Stock
6000
15 dias Tiempo 15 dias Tiempo

S =Q — D, =6000u —3840u = 2160u
Comprobacion:

) DD_ 144000u;_
s =Q 60001 - e 21600

b) Para un periodo:
Costo de compra;: = bLQ, = 30$/u [6000u =180000%

1 1
Costo de almacen;: = 5 e, (B0, = > [0.25$/u.mes [2160u B% mes = 135$

Para un mes:
Costo de compra: = b[Q, = 30$/u [12000u = 360000$

1 1
Costo de almacén: = S e, (50 = > [0.25%/u.mes [2160u [(1mes = 270$

Costo de orden:= K [(h=K E)a 60$ 20%%%” 120$

Costo total: = 360,390$

¢) Resuelva lo el alumno y compruebe que:

S, = 720u T, = 3.2dias CT, = 60.075% CT = 360.450%
* 2 2
d)Q = X ED - (603 ﬂlrggfmu = 4000u
- =20 0.25% /u.mes ]l - Un
@ Egl pU 18750ul!
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obsérvese que “D” y “P” deben corresponder a un mismo lapso: D = 144,000u y P =
225,000u para un afio o D = 12,000u y P = 18750u para un mes.

20K T 2[60% [1mes 1 .
e T = b = 120000 :émeszlodlas
C, E@ 5 oP O 25%/ u. m&[@ 187500 o [12000u
P_R g1 =g & =10000 223 _ g 4ias
T T, P 18750u
D, T,

P o210 b = pE2 2120000 22U - p60
T T, P 30dias
S =Q, - D, =4000u — 2560u = 1440u

: D[] ~12000ur_
0 S =Q, 1 - === 4000u 1440u

=Q pU 18750ut

CT=bED+%B:1ESDF+KD§

cT =302 120000 + £ .25—2— 114400 Imes + 605 3220 — 360, 360%
u 2 u.mes 4000u

Cantidad Ingresada Stock

4000 1440

10dias Tiempo 10dias Tiempo
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2.4 MODELO DE PRECIOS DIVIDIDOS

2.4.1 Variacion del precio unitario con la cantidad

El modelo basico supone que el precio unitario es constante. Esto significa que no se
modificara en el periodo T de andlisis: las n compras de Q; unidades costaran siempre
b*Q;. Pero también quiere decir que no se modificara con la magnitud de Q;: ya sea que
en cada compra se adquieran, por ejemplo, 10 o 1000 unidades, el precio unitario sera
el mismo.

Sin embargo, en la practica comercial puede ocurrir que, adquiriendo mayor cantidad,
se obtenga menor precio unitario (“descuento por cantidad”)

El modelo de precios divididos admite esta posibilidad.

Para simplificar la exposicion se supondra la existencia de tres precios unitarios: si se
compran hasta Q; unidades, el precio unitario serd by; si se compran mas de Q; y
hasta Q, unidades, el precio sera b, y si se compran mas de Q. unidades el precio sera
b;. Se supone que estos precios unitarios son decrecientes.

2.4.2 Modelo basico con precios divididos

La hipétesis 5 del modelo basico se reemplaza por:

5°El costo unitario del producto no varia en el tiempo pero es funcion de la cantidad
ordenada

Precio unitario
A
by siQi=Q
b= b2siQ1<Qi<Q: conby>bhy>Dbs
b3 si Q2 < Q bl
b2
La modificacibn que se producira en el b3
modelo basica sera en el termino b*Qi de Cti
y en b*D de CT. La expresion del costo total >
resultara: Qi
( D
CT :%ClQl 0 +K.— +le b; si QiSQl
Q
; D :
CT=< CT'=1.¢.Q D’+K.6 +h,. D b,siQ<Qi<Q;
1

CT'=1.c.Q T+ K.QR +0,.D b3siQ=Q
N\ |

Para analizar las diversas alternativas que pueden aparecer se han graficado las
curvas CT’, CT” y CT" sin restringir su dominio. Se observa que las tres tienen el

- . , . 2.k.D
minimo relativo para un mismo valorde QI = |——

c.T.
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Composicion del costo total

Costos
9]
-

Oi* Tiempo

Se analizan las distintas posibilidades:

Investigacion Operativa (71.07)

Ademas, por ser b; > b, > bs sera, para
todo valor de Qi CT(Q) > CT"(Q) >
CT”(Q)

Se ha graficado luego CT para distintos
valores de Q1 y Q2: cada parte de CT
tendra una parte de CT’, una de CT" y
una de CT™

1L Q>Q. Composicién del costo total

CT” tendra un minimo en Q ;.
Para cualquier otro valor Q; que
se considere (sin restriccion de
dominio) serd CT”(Q/)) <
CT”(Q) y para ese valor Q
serd CT”(Q) < CT'(Q) <
CT'(Q)). Por caréacter transitivo
resulta que CT”(Q/) es el
minimo de la funcibn CT

Costos

Q1 MI* Tiempo

2. Qi<Qi'<Q;

CT” tendra un minimo en Q. Para cualquier
otro valor de Q; que se considere (sin
restriccion de dominio) serd CT”(Q;) < CT”(Q)
y, ademas, CT"(Q) < CT'(Q), En Q; se tiene
el menor valor posible de CT'y CT” Pero
puede ocurrir que existe un valor de Qi para el
que CT"’ sea inferior, dentro de su dominio.
Como CT' es creciente en su dominio, solo
debe evaluarse CT"(Q,).

El menor entre CT"(Q;) y CT(Q,) es el
minimo de CT.

Composicién del costo total

CTI

Costos

Q1 Qil 02 Tiempo
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3. Q<Ql Composicién del costo total
CT’ tendra un minimo en Q. 0
El valor CT'(Q;") sera el menor de todos los [
valores de CT’ en su dominio. Pero deben © | -
considerarse los minimos de CT” y CT"". CT -
Como cada una de ellas es creciente en su — " "
dominio, deberan evaluarse CT” en Q; y CT"” _—EI/ C
en Q.. ]
El menor de los valores CT'(Q;), CT"(Q,1) y
CT(Q,) es el minimo de CT. J//

Qi' Q1 Q2 Tiempo

2.4.3 Caso particular del modelo béasico con precios divididos en que cl es el costo de
oportunidaddel dinero inmovilizado

Lo expuesto en 2.4.2 solo vale si c1 no es funcién del precio unitario. Pero si es el costo
de oportunidad del dinero inmovilizado en stock, el modelo debe modificarse.

La hipotesis 5’ expuesta en 2.4.2 es la misma.

Debe reemplazarse la hipotesis 3 del modelo basico, por la siguiente:

3’ Costo unitario de almacenamiento por unidad de tiempo (c1 =i * b) constante en el
tiempo.

La expresion resultara:

o D :
CT :%.l [ﬂ)lq D_"'Ka +b1D siQsQ;
CT = < CT'=1ib,.Q D’+K.Q2+b2.D SiQ;<Qi<Q,
| CT =4ib,Q EHK.QE +bD  siQ,<0,

Como antes, se han graficado CT’, CT” y CT"”, sin restringir su dominio. Ahora resulta que
los minimos de las tres no corresponden a un mismo valor de Qi. Si se

denomina: Q" = 2kD A

i b, T \ o
o= [2kD - [2kD \_/ o7

i [,.T. i . T. cT”
valores de Qi para los cuales
corresponden los minimos, como es pl
> b2 > b3, entonces resulta Q" < Q" <
Q.

Por la misma razon, para todo valor de
Qi resulta CT™'(Qi) < CT"(Qi) < CT'(Qi). >
Se graficd, como antes, CT para Q¥ Qi*" Qi*”

distintos valores de Q1 y de Q2.
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Si se repite el analisis hecho en
2.4.2 [gsulta que:

1. Q >Q2

El mismo razonamiento asegura
que CT™(Q;) es el minimo de la
funcion CT

QL Q2 Qi

2. Q1<Q <Q A

Vale la primera parte el
razonamiento: CT"(Q;) es el
menor valor de CT'y CT". Pero
la posibilidad de que haya un
valor de CT"” inferior, dentro de
su dominio, cambia.
No puede asegurarse que CT™”
sea creciente en su dominio. Si
lo es debera compararse, como
antes, CT(Q;") con CT™(Q,).

Si no lo es, tendra un minimo - >
relativo en Q" y debe Ql Q™ Q2
compararse entre CT"(Q") y
CT"(Q")
A , Minimos posibles

QL Q' Q2 Qi
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3. Q <Q1
CT’ tendréa un minimo en Q;".
El valor de todos los valores de CT’, en su dominio, serd CT’(Q;). Pero se lo debe
comparar con el menor valor de CT” (que puede ser CT"(Q4), si CT” es creciente en su
dominio, o CT”(Q;"), si no lo es), y con el menor valor de CT”” (que puede ser CT"(Q.)
si CT"™ es creciente en su dominio, o CT™(Q;") si no lo es).

A | A ’ Minimos posibles

Q* Q1 Q2 Qi* Q1Qi*"'Q2 Qi*™

Justifique el alumno que CT”(Q;") < CT"(Q;") < CT(Q/), lo que resolvera algunas de
las comparaciones propuestas.

Encuentre también el procedimiento sistematico para hallar el minimo de CT con la
menor cantidad de calculos y comparaciones. Compruebe que es aplicable al caso
expuesto en 2.4.2 y que, en ambos casos, no depende de la cantidad de precios
distintos que se consideren.

2.4.4 Ejemplo

Enunciado: La empresa del ejemplo 1.4 debe considerar una modificacion de los
precios que le propone el proveedor: por compras de hasta 1,000 unidades se
mantendra el mismo precio unitario (30$/u); por compras mayores, hasta 10,000
unidades, el precio unitario sera de 29%/u, por compras mayores que 10,000 unidades,
28%/u.

Se pide:

a) Expresar analiticamente b = f(Q;) y graficar

b) Idem CT =1(Q))

¢) Determinar la cantidad de reordenamiento que hace minimo el costo total

d) Repetir a), b) y c) suponiendo que los precios unitarios fuesen 30%/u; 29.95%/u y
29.90%/u, respectivamente.

e) Resolver el problema suponiendo que cl no es constante, sino que es el costo de
oportunidad del dinero inmovilizado, determinado para b = 30%$/u

f) Idem e), para los nuevos precios dados en d)

Hipotesis: Las del modelo basico con precios divididos ( para a), b), ¢) y d)). Las del
modelo béasico con precios divididos y ¢1 como costo de oportunidad del dinero
inmovilizado (para e) y f))
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Solucion:
a) Precio unitario
(BO$/u Si Qi<Q, A
b = [(29%/u siQ1<Qi<Q;
(P8%/u siQ.<Q;
30
29
28
—>
Qi
b)
(CT'ZEEtl[(D,D'+KEg—+b1[D siQi<Q
CT = { CT"=%@1EQD'+KE8—+b2DD SiQ:1<Qi<Q;
k(;'|""=%@1[(Qi[|'+K[-g—+b3[ID siQ,<Q
f CT = % [(D.ZSL ED.. Ames + 60% 2000u +3O§ (12000u siQi<Q,
u.mes Q u
cr= CT' =125 imes 608 2‘350” +20° m2000u i Qu<Q<Q;

u

CT =1025—> [ ames +603 222 +28% oo si Q. <@
L U.mes Q u

Qi 0.125%/u * Q; 720,000 $*u / Qi b, *12,000u CT

500 62.50 1,440.00 360,000 361,502.50
1000 125.00 720.00 360,000 360,845.00
1000 125.00 720.00 348,000 348,845.00
1500 187.50 480.00 348,000 348,667.50
2000 250.00 360.00 348,000 348,610.00
2500 312.50 288.00 348,000 348,600.50
3000 375.00 240.00 348,000 348,615.00
5000 625.00 144.00 348,000 348,767.00
7000 875.00 102.85 348,000 348,977.00
9000 1,125.00 80.00 348,000 349,205.00
10000 1,250.00 72.00 348,000 349,322.00
10000 1,250.00 72.00 336,000 337,322.00
11000 1,375.00 65.45 336,000 337,440.45

28



Universidad de Buenos Aires Investigacion Operativa (71.07)
Facultad de Ingenieria

A
~ |

350000

340000 \

>
Oi*
0 Q = \/Z.K.D _ 2.60%12000u 400U
T 4lo2s Clmes.
u.mes

CT tiene un minimo relativo en Q; = 2,400u.

CT”(Q/) es el menor de los valores de CT’ y CT” en sus respectivos dominios. Debe
compararse con el minimo de CT" en su dominio que, por ser esta creciente, se halla
en Q,=10,000u.

El minimo de CT sera en menor entre:

CT'(2400) = 4 D125 (24000 Ames-+60$ 220 +29% m2000u = 3486003
U.mes 2400 u

CT"(10000) = 1 0125— > [10000u mes + 608 = 2220 , 56® m0000u =337322%
U.mes 10000u u

El minimo de CT se tiene para Q; = 10,000u., con un CT = 337,322% (en rigor debe
tomarse una cantidad levemente superior, porque el dominio de CT™ es Q; > 10,000)
d) Resuélvalo el alumno y compruebe que el costo total minimo se obtiene para Q; =
2,400u y vale 360,000%

e) El valor de c; resulta funcion de b

$
G 3u ana
=b M0 = & —= 01
G =b b, 30 afo
u
. o $_ .9 :
Cl—blf[l—OlT 30— =3—- Sl QiS].,OOOU
ano u u.ano
ci= < ¢, =b, I=01— 203 =200 1,000u < Q; < 10,000u
ano u u.ano
¢, =b,I=01— ¥ =080 10,000u < Q
. ano u u.ano
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( CT':%E;BQ,EHKE(%mlDD si Qi< 1,000u

CT= < CT =1[e @ [T+K [-IQ[l+b2 D si 1,000u < Q; < 10,000u

L CT"‘:%REIEQEF+KE§+QUD s 10,000u=<Q

( CT =1 3_° [@ [mes+60$ 200U, 30% 20004
ul2meses Q u
CT= /{ CT =1 29— > [@ [mes+60$ 2000u, 568 o000
U .12meses Q u
CT' =128 @ ames+608 322N 4 28% mo000u
N U 12meses Q u
Qi 0.5*c1*Q1*1mes 720,000 $*u / Q; by * 12,000u CT
500 62.50 1,440.00 360,000 361,502
1000 125.00 720.00 360,000 360,845
1000 125.00 720.00 348,000 348,840
1500 187.50 480.00 348,000 348,661
2000 250.00 360.00 348,000 348,601
2500 312.50 288.00 348,000 348,590
3000 375.00 240.00 348,000 348,602
5000 625.00 144.00 348,000 348,748
7000 875.00 102.85 348,000 348,948
9000 1,125.00 80.00 348,000 349,167
10000 1,250.00 72.00 348,000 349,280
10000 1,250.00 72.00 336,000 337,238
11000 1,375.00 65.45 336,000 337,348
Q= 2K.D _ | 2603120000 _, .0
¢.T. 3L
ul2meses
Q" = \/2.!<.D _ 2.602.12000u - a4l
c.T. 29 ¥
ul2meses
Q" = \/2.‘!'<.D _ 2.602.12000u 248423
G.T- 428 ®
ul2meses

CT” tiene minimo relativo en Q; = 2441u.. CT”(Q;") es el menor de los valors de CT’y
CT” en sus respectivos dominios.

Debe compararse con el minimo de CT” en su dominio que, por ser esta creciente (Q;
<10.000) se hallara en Q, = 10.000u. Como CT”(2441) = 348,589.91$ y CT"”(10,000) =
337,238.66%. El optimo de CT se tiene para Q; = 10,000 y vale 337,238.66

f) Resuelvalo el alumno y compruebe que el costo total minimo es obtiene para Q; =
2,402u y vale 359,999.49%

30



Universidad de Buenos Aires Investigacion Operativa (71.07)
Facultad de Ingenieria

3 RESTRICCIONES - MODELOS MULTIPRODUCTO

3.0 ANALISIS GRAFICO

3.0.1 MODELO MULTIPRODUCTO SIN RESTRICCIONES

En los dos primeras partes se han expuesto modelos de stock para un Unico producto.
En esta se consideraran modelos en que una empresa maneja simultdneamente varios
productos y quiere minimizar el costo total de la administracién de los mismos.

Como introduccién al tema se expondra un caso simple, con dos producto, que se
puede representar graficamente.

Sea una empresa que maneja dos productos, para cada uno de los cuales se cumplen
las hipotesis del modelo basico. Sera:

CT2
CT1

/

CT:I.:bll:IDl-I_%mll[(DllD--l_Kl E!Ql
11

CTzzbZDDZ +%m12 KDIZ |:I--'-KZ sz
12

Se han graficado CT,(Qi) y CT2(Qi) y se indicaron los respectivos valores de Qj; para
los cuales se tiene el costo minimo

El costo total, para ambos productos, seré:

CT =CT, +CT, =b, D, +1 5, @, T +K, % +b, D, +1 §, Q, T +K, %

11 12

La funcién CT(Qi1;Qi2) puede graficarse del siguiente modo: en dos ejes coordenados
se representan Q; y Qp. Cada punto representa una combinacion de dos valores
posibles de ambas variables y tiene asociado un valor de CT, que es la suma de los
valores de CT, y CT, para los respectivos valores de Q;; y Qi- Si se unen entre si los
puntos que corresponden a un mismo total, se obtienen las curvas llamadas :
“isocosto”.
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Se han graficado curvas para
cuatro valores de CT que
verifican la relacion CT, < CT,
<CT; <CTp.

En realidad CT, es un solo
punto, cuyas coordenadas
resultan Qi y Qp, valores
que, para cada producto por
separado, minimizan  su
correspondiente costo.
Resulta entonces que el
minimo de CT es CT, y los "
valores de las variables que Qrl
lo minimizan son Q4 y Q.
(Esto se comprueba
facilmente si se plantea
analiticamente la condicion

de optimo de CT(Qi;;Qi) que Qir2
requiere T(Q:iQ:) =0 y
xR
Qi) _
Q.

Hasta aqui se ha supuesto que no existen restricciones: todos los pares ordenados
(Qi1;Qi2) son soluciones posibles (si ambos son no negativos). Para cualquier cantidad
de productos que se tenga, vale la conclusién obtenida: el minimo costo total se tiene
para un conjunto de valores Qij*, cada uno de los cuales hace minimo su respectivo
costo total Ct;.

3.0.2 Restricciones
Por diversas razones pueden tener que incluirse restricciones a los valores posibles de
las variables. En este paragrafo se dan algunos ejemplos y se muestra su influencia en
la solucién gréfica del problema. Pero lo que se busca es, fundamentalmente, mostrar
como distinguir las restricciones que limitan las variables, obteniéndose una solucion
diferente del caso sin restricciones, de aquellas que no la modifican; se quiere también
mostrar que tipos de restricciones obligan a plantear modelos multiproducto y cuales
no impiden hallar la solucién optima trabajando con cada producto por separado.
Restricciones en modelos de un solo producto: ejemplos de posibles restricciones son:

e Limitacién del espacio disponible para almacenado

e Limitacién del capital inmovilizado en dicho producto

e Limitacién del periodo que puede permanecer en stock

* Fijacion de la cantidad de ordenes a emitir en el periodo T

» Existencia de cantidad minima de unidades a ordenar
Todas las restricciones pueden expresarse en funcion de la variable Q; y pueden
igualdades (fijando un unico valor posible de Q;), o desigualdades (que podran fijar un
minimo o un maximo para Q;).
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Observe el alumno los siguientes gréficos e indique el valor de Qi que minimiza el

costo total.
CT CT CT
A Qi A Qi A Qi
CT CT
N N S
A Qi A Qi

Restricciones independientes en los modelos multiproducto: ejemplos de este tipo de
restricciones son:

Limitacién del espacio disponible para almacenar determinado producto, en un lugar
distinto del deposito comun donde se almacenan los demas

Limitacion de la cantidad a tener en stock de un producto determinado

Estas restricciones se expresan en funcion de una variable Q; determinada: se
restringe el conjunto de valores posibles de la cantidad a reordenar del producto j, pero
la restriccibn no afecta el conjunto de soluciones posibles para las cantidades a
reordenar de los demas.

Supodngase un modelo de dos productos, como el expuesto en 3.0.1, imponiéndose
una restriccion de igual para Qi; (Q, = A). El conjunto de soluciones posibles es una

semirecta paralela al eje de Qj;, cuyos puntos tienen todos abscisa Qi; = A. Si se
comparan los costos que
corresponden a los puntos 1,
2, 3, 4, y 5 se ve que el
minimo se tiene para el punto
3: la curva de isocosto es
tangente a la semirecta de
valores posibles y el valor de
Q. correspondiente es el
mismo que minimiza el costo

CTIV

total del producto 2
considerado individualmente
Qw.

Qi*1 \t
N~——

Oi=A Qi*2
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Si la restriccion para Q;; es
de desigualdad, el optimo
se tendrd para Qi
(correspondiente a
optimizar sin restricciones
CT,) si dicho valor esta en
el conjunto de valores
posibles de Qg, o en el
limite de la restriccion, si
Qi.” no es un valor posible.
Pero en todos los casos, el
valor de Qi2 que | gjx
corresponde al optimo sigue
siendo Qj, .

Oi<A Q2
CTIV
CTI
CTH
, CTI
- k/
Qi*2 Oi<B

La conclusiéon es que, aun cuando se impongan restricciones a los valores de las
variables Qj, si tales restricciones son independientes (no vinculan entre si a las Q; de
distintos productos), puede hallarse la solucion optimo para el conjunto, optimizando
cada costo CT; por separado, considerando, obviamente, las eventuales restricciones
impuestas a las correspondiente Qj;.

El costo total optimo sera la suma de los CT; 6ptimos y las Qj las que respectivamente
optimicen cada CT;.

Corrobore esta conclusién el alumno comprobando, en los graficos anteriores, que si la
restricciones Q, =B, el optimo se tiene en (B; Qiz*), si es Q;=A, el optimo

corresponde a (Q1;Qi,) y sies Q, = B, a (B; Qi,). Considere luego un valor C<Q, y
una D > Q,*2 y plantee los siguientes casos:
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1)Q;=C2Q,=C 3 Q,;>C 4Q,=C 95Q,=D 6)Q,2D

Comprobara que, en todos, el optimo se tiene para un valor de Qj;; que coincide con el
optimo sin restricciones (Qi1) y el valor Q,,” que corresponda a optimizar CT, con la
respectiva restriccion.

Por ultimo, si quiere considerar la posibilidad de restricciones para las dos variables
puede hacer lo siguiente:

considere las 6 restricciones distintas de Q;; (=, <y = para Ay para B) y las 6 de Q. (=,
<y = para C y para D), tendr4 36 casos para graficar, obtener el par (Qi;; Qi) que
minimiza el costo total y comprobar que son los mismos que respectivamente
optimizan CT, y CT,, cada uno con la correspondiente restriccion.

Restricciones comunes en modelos multiproducto: ejemplos de restricciones que
vinculen entre si a las Q; de todos los productos serian:

Imposicién de un valor fijo para el capital promedio a inmovilizar en stock

Imposicién de una cantidad fija para la cantidad de ordenes a emitir en el periodo T
Limitacidn del espacio disponible en el deposito

En estos casos, no es posible obtener la solucién optima considerando cada producto
por separado.

Estas restricciones vinculan
entre si a las Q; de los distintos
productos. En el caso de los CTIV
productos, las restricciones de
igual determinaran una linea
(recta o curva) en el plano Qjy,
Q2 como conjunto  de
soluciones posible; las

restricciones de desigualdad un
area.

Sea el caso graficado, en que

las soluciones posibles son | g« CTl
puntos de una recta.

La solucion optima se tiene k
para el punto en el que las
curva isocosto es tangente a la
recta. En efecto, los demas Qi*2

puntos de la recta estan sobre
curvas de mayor costo.

CTIV
Si  la restriccibn es de

desigualdad, y el punto (Qy,
Q) pertenece al éarea de
soluciones factibles, para ese
punto se tendra la solucién

optima. (corresponde el minimo
costo posible)

, CTI
" k

Qi*2
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Si (Qs, Q) no esta en el
area de soluciones
factibles, la solucion optima CTIV
se tendrd para un punto de
la recta que limita el area:
aqui en el que una curva
iIsocosto sea tangente a la
curva; los demas

pertenecen a curvas de

mayor costo.

. CTI
o k

Qi*2

Se recomienda al alumno plantear otras restricciones, ya sea con rectas 0 curvas
(siempre se debe tener un conjunto CONVEXO de soluciones factibles) y verifique que
las conclusiones obtenidas en este caso son generales.

Se le pide que recuerde lo que aprendié con las restricciones de los problemas de
programacion lineal; es un disparate creer que las relaciones de = determinan un area
“hacia arriba” de la frontera y las de < “hacia abajo”.

Los tres ejemplos de restricciones mencionados al comienzo del parragrafo se
estudiaran y resolveran en forma analitica, en 3.2 y 3.3, previamente, para familiarizar
al alumno con la herramienta matematica a utilizar, se consideraran en 3.1 casos de un
solo producto con restricciones.

3.1 RESTRICCIONES EN MODELOS DE UN SOLO PRODUCTO

Se desarrollaran ejemplos en los que se tienen las condiciones del modelo basico de
un solo producto y una restriccibn de espacio disponible: cada unidad de producto
ocupa un espacio v y se dispone de una capacidad de espacio V. Almacenar Qi
unidades requiere un espacio VLQ . En un primer ejemplo se supone la exigencia de

ocupar todo el espacio disponible (V =v[Q), en el segundo solo se pide no
sobrepasar la disponibilidad (V < vLQ ). En un tercer ejemplo se agrega al segundo un

nuevo condicionamiento: que el capital promedio inmovilizado en stock (EEQ' ) no

, 1
sobrepase cierto valor Tl, o sea > Q<TI.

3.1.1 Modelo bésico con restriccidon de espacio ocupado (condicion de =)
Hipotesis: Se agregan a las del modelo bésico:

_ [volumen]
[unidaded]

10. Espacio disponible V, que debe ocuparse por completo al llegar cada lote.
Desarollo: el modelo resulta:

9. Espacio ocupado por cada unidad de producto v, [v]
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CT=bD+30¢ [@Q [T+K [—8— - Minimo sujeto a V = v[Q

]
Se aplica el metodo de Lagrange: a la funcién objetivo CT, que es funcién de una Unica
variable (Q;) se le resta la diferencia entre los dos miembros de la ecuacion que
expresa la restriccion, multiplicado por un coeficiente indeterminado (Y). Se obtiene asi
el “Lagrangiano”, funcién de Q; e Y, que debe minimizarse, sin restricciones:

L(Q;Y)=bD +1 g, [@ D’+K%—Y[@J[@, -V) - Minimo

Como L es funcién de dos variables, la condicion de optimo correspondera a la
anulacion de sus derivadas parciales con respecto a ambas variables:

dL(Q'Y):%m:l[__T—KE%_Ym:O m:—v[{[}l +V =0
xQ Q R
Solucion:

\% .
De la segunda: Q =— que reemplazada en la primera da:
v

1 T-KO2,
o

D

e, T-KO,
L e, ¢
\' \
C'/
ACT(-) === NCT(+)
. AQi
AQi
/ :
B Oi* A

Interpretacion de Y
El cociente Y tiene una interpretacion economica. Supongase de V es una variable, o
sea que L es funcién de: Qi, V, e Y. Su derivada parcial con respecto a V resulta:

aL(Q;Y;V)
oV
Esto significa que la variacion de L (Y en el optimo, por ser Vv[Q -V =0 de CT). Por

cada unidad en que varie V, es Y. Dicho de otro modo: un incremento unitario en la
disponibilidad de volumen V produce una variacion de costo total de Y, por eso se dice
que Y es el costo marginal de la restriccion.

=Y
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. \%
Supongase que el valor de Qi hallado al resolver el problema es A=— y que resulta
v

A> Q,*, donde Q es el valor de Qi que corresponde al optimo sin restricciones.

Observese la expresion de Y: el numerador Y es positivo, un aumento del volumen
disponible de V a V + AV producira un aumento de costo igual a Y. En cambio, para

un valor de V para el que la solucién sea Q = B, donde B<Q', se ve en la expresion

gue la derivada de CT es negativa: si el volumen disponible pasade V a V + AV, el
costo disminuira en valor |Y|, por ser negativo.

(Tengase en cuanta, para la interpretacion grafica, que asi como el espacio total V

. , \% : .
equivale a una cantidad almacenada Q =—, un incremento AV equivaldra a un
v

incremento de cantidad AQ :ﬂ. Sera Y = E :E
\ Av  vIQ

. la pendiente de la curva

CT(Q;), multiplicada por % esY)

3.1.2 Modelo bésico con restriccion de espacio ocupado (condicion <)
Hipotesis: Deben agregarse a las del modelo bésico:

9. Espacio ocupado por cada unidad de producto v

10. Espacio disponible V, que no puede sobrepasarse al llegar cada lote
Desarrollo: EI modelo resulta:

CT=b[D+3 g [@ EF+K% - Minimo sujeto a V 2v[Q

]
Para hallarse la solucion optima debe transformarse, en primer lugar, la desigualdad en
igualdad, se agrega una variable slack X que representa el espacio no utilizado.
v[iQ + X =V Luego se plantea el Lagrangiano:

L(Q;Y)=bD+1iE @ EF+K[—£——Y[(}\/[(QI +X V)

Para obtener la solucién optima deben cumplirse las condiciones de Kuhn y Tucker:

%:%@D—KE—I(%—YN:O (1)
%=—v[®,—x+v =0 2)
X[IY=0 (3
X=>0 4)
Y<0 (5)

Solucién: (3) exige Y =0 o X = 0. Se analiza cada solucién posible.
1°Y =0 (cumple (3) y (5))

/ZEIK (D
De (1): Q = 0T coincide con la solucin para el modelo sin restricciones.
G

Se reemplaza ese valor de Q; en (2) y se calcula X. Si es no negativo (cumple (4)) se
ha obtenido la solucién optima. Si X resulta negativo, debe descartarse la suposicion
inicial (Y = 0). (no se cumples (4))
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Para interpretar graficamente ambos casos conviene CT
plantear la ecuacion (2), despejar X ydividir m.a.m. n palucion dptima
X _V : X
por v:—=—[Q. El termino — representa el
vV VvV Y
espacio no ocupado, expresado en unidades de Xiv (+
Y% . . : N
producto. — es la maxima capacidad, en unidades
i
de producto. Decir que X es no negativa significa que Qi* Vv 6i
la capacidad de almacenamiento es mayor que la
cantidad Q; necesaria para el optimo sin restricciones: CT
la condicion no resulta restrictiva y se tendra espacion 4 Solucion 6ptima

sobrante. Decir que X es negativo significa que la la
capacidad de almacenamiento es inferior a la que
requiere la optimizacion sin restricciones, no puede
almacenar esa cantidad, porque no se cumple la
hipotesis 10.

2° X =0 (cumple (3) y (4))

\ . . -
De (2): Q =— (coincide con la solucién para la condicion de =)
Y

36, T-K

3 D
e g
De (1): Y= . o % Si

\Y

este valor cumple con (5) se tiene la solucién optima CT
sino se descarta la suposicion X =0.
Un analisis grafico siﬁqilar al de la primera suposicion Y<0 S

muestra a que la solucién optima corresponde al caso ¥e)
en que la maxima capacidad es inferior a Q;. En este Solucién 6ptima
caso como se vio en 3.1.1 Y resulta negativo. La
solucion que se descarta corresponde a la situacion en
que la capacidad maxima es mayor que Q;: saturar el .
recurso (X =0) implica que Y es positivo. En este VIiv Qi* Qi
caso, si a un aumento del volumen disponible

corresponde un incremento de costo. Dado que vIQ jal

no debe igualar a V (como ocurre en 3.1.1), sino solo
no debe excederlo, se puede disminuir el costo bajando
Qi: mientras Y sea positivo conviene seguir bajando Qi.. Solucién 6ptimd
Al llegar a Y = 0 se tendra el costo minimo. (esta es la
solucion considerada en la 1° suposicion). Se
comprende ahora porque las condiciones de Kuhn y
Tucker exigen Y < 0. No conviene saturar el recurso _ >
cuando el no saturarlo mejora el funcional (Y >0). Viv. Q* Q

<

V

o
B>
O

Conviene saturarlo cuando el no hacerlo empeora el
funcional (Y <0).
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3.1.3 Modelo bésico con restricciones de espacio ocupado (<) y capital promedio
inmovilizado (<).
Hipotesis: a las del modelo expuesto en 3.1.2 se agrega:
11. El capital promedio inmovilizado en stock no puede exceder de Tl [TI] =$
Desarrollo: el modelo resulta:
: . 1

CT=bD+30¢ [@Q [T+K [—8— - Minimo sujetoa v[Q <V vy EEE)EQ <TIl

]
Si la condicion fuera de maximo capital inmovilizado, seria: b[Q <TI
Para convertir desigualdades en igualdades se agregan slacks:

viQ + X, =V ; %EEJEQ + X, =TI
Se forma el Lagrangiano:

L=bD +3 g, [@ EI'+KE—£—|—Y1[@/[(]}| +X, —V) -Y, %Q +X, —TIQ

Para que exista optimo deben cumplirse las condiciones de Kuhn y Tucker:
izlm:lEl'—K[-)Bz—YlEY—YZE—lI—[B:O (1)
Q2 Q 2

oL

—=-v[@Q -X, +V =0 2
, @ =X, (2)
oL 1

—=——=1[b -X, +Tl =0 3
> 2 @ -X, 3)
X, =0 (4)
X,20 (5)
Y, <0 (6)
Y,<0 (7)
X, Y, =0 (8)
X, ¥, =0 ©)

Solucion: El cumplimiento de (8) requiere X, =00 Y, =0;elde (9), X,=00Y, =0.
La solucién optima se tendra para algunos de los casos siguientes:
Y, =Y,=0 ny=X,=0 i X, =Y, =0 VX, =X,=0
Se analiza cada una:
'Y, =0 (cumple con (6) y (8)) Y, =0 (cumple con (7) y (9))
2[K[D

c [0
Se reemplaza en (2) y debe cumplirse (4)
Se reemplaza en (3) y debe cumplirse (5)
Si se cumplen ambas, se tiene la solucién optima. Si no, se descarta la alternativa |.
I1'Y, =0 (cumple con (6) y (8)) X, =0 (cumple con (5) y (9))

2Tl

De (3) Q :T

De (1): Q =
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Se reemplaza en (2) y debe cumplirse (4)

Se reemplaza en (1) y debe cumplirse (7)

Si se cumplen ambas, se tiene la solucién optima. Si no, se descarta la alternativa Il.
I X, =0 (cumple con (4) y (8)) Y, =0 (cumple con (7) y (9))

De (2): Q 2%

Se reemplaza en (3) y debe cumplirse (5)
Se reemplaza en (1) y debe cumplirse (7)
Si se cumplen ambas, se tiene la solucion optima. Si no, se descarta la alternativa lll.
IV X, =0 (cumple con (4) y (8)) X, =0 (cumple con (5) y (9))
2Tl

De (2): Q 2% yde (3): Q :T

Si ambos valores no coinciden, se descarta la alternativa IV.
Si da la casualidad que coinciden, se reemplaza en (1) y deben cumplirse (6) y (7).
Se se cumplen, se tiene la solucién optima. Si no, se descarta la alternativa 1V.

CT _ _ CT _ _
A Solucién 6ptima (Y1=0,Y2=0) A Solucién éptima (Y1=0,X2=0)
/
X (+ X (+
2Tl/b (+) I/b (+)
Qi i
DT/~
CT CT
A Solucién 6ptima (X1=0,Y2=0) A Solucién éptima (X1=0,X2=0)
Y1<0
2X2/b (+) Y2<0
i
\/h. DTI~A—=\/

Se han graficado situaciones en las cuales, para cada una de las cuatro suposiciones
iniciales, se obtiene una solucion optima. Queda a cargo del alumno hallar, para cada
suposicion, alguna posible variante en la que también se tenga solucién optima y las
situaciones en las que la suposicion inicial debe descartarse

3.1.4. Ejemplo

La empresa del ejemplo 1.4. desea considerar algunas restricciones que inicialmente
no tuvo en cuenta.

Se sabe que cada unidad de producto ocupa 4 dm?®. La disponibilidad de espacio en
deposito para almacenar ese producto es de 16 m*. Se pide:
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a) Determinar la cantidad de reposicién para minimizar el costo total, suponiendo que
se exige ocupar totalmente el espacio disponible al llegar cada partida

b) Calcular el costo total correspondiente

c) Determinar la variacion de costo total que se produciria si se variase en 1 dm® en
mas 0 en menos el espacio disponible (cumpliendo siempre la exigencia de ocuparlo
totalmente)

d) I3dem a), b) y c) si el espacio asignado al almacenamiento del producto fuese de 8
dm

e) Idem a), b) y c) si no se exige ocupar los 16 dm?, pero no se puede superar ese
valor

f) Idem e) con la disponibilidad de 8 dm?®

g) ldem e) agregando la condicion de que el capital inmovilizado en stock, en
promedio, no pase de 30,000$

h) ldem e) agregando la condicion de que el capital inmovilizado en stock, en
promedio, no pase de 40,000$

Solucion:

am® __ 3
T =16,000dm° 0 G 4,000u)

Por Lagrange: CT =b[D +3[¢, [Q [T +K %

a) (Es evidente que sera 4

CT= 3.0§ [12,000u +1 [@25i [Q Clmes-+60$ dZ,OOOu
u 2 ulines Q

CT = 360,000% + 0125° @ 47200003
u

dm’
u

3

L = 3600008 +0125° [ +/ 200008 _ %4 g —16,000dm3ﬁ

u u

Sujetaa V =v[Q =4— [@Q =16,000dm’

3
A _g1p5® 720000800 |, o dm _ 1)
Q u . u
3
% = —4dﬂ [@ +16,000dm® =0 (20 & 4,000u
u
j?g’;’;’jzﬁ“ ¥ 0.1253
Reemplazando en (1): Y = ( ’ ) 3 = O.OZi3
4dm dm
u

$ 720,000$ [

b) CT = 360,000% +0.0125— [4,000u + = 360,680%
u

¢) La variacion de costo por unidad de incremento disponibilidad es Y = 0.02 d$3 : Sise
m

incrementa el valor del volumen total a ocupar en 1 dm3, el costo total subira 0.02%. Si
se lo disminuye en 1 dm3, el costo bajara0.02$. (Resuelva el alumno el problema

imponiendo la condicion vIQ =16,001dm> y compruebe que el costo total es
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CT =360,680.02%; resuelva el alumno el problema imponiendo la condicion
vIQ =15999dm’ y compruebe que el costo total es CT = 360,679.98%.
d) Resuelvalo el alumno el problema y compruebe que:

Q =2,000u; CT =360,610%; Y =0.01375 is

e) (Si se tiene en cuenta que el optimo sin restricciones era cuando Q =2,400u y
4d—ms [2,400u = 9,600dm® se concluye que la limitacion no es restrictiva y la solucién
es IleJl misma que en el ejemplo 1.4.)

El modelo sera:

CT= 360,000$+0.0125§ g +/200008W yimo sujeto a 4d:‘3 [ < 16,000dn

3
M 5 + X =16,000dn?
u

La restriccidn se convierte en: 4

Se forma el Lagrangiano:

$ + 720,000$ [u

dm’ .0
L =360,000% + O.OlZSG @ -Y o + X —16,000dm H

Y se plantean las condiciones de Kuhn y Tucker:

3
&L :_0125§ _ 72,0003 tu -Y Mdﬂ =0 (1)
Q u | u
3

a _ _4dﬂ [@ - X +16,000dm® =0 2
Y u

X=0 (3)
Y<0 (4)
XY=0 ()

El cumplimiento de (5) exigge X =00 Y =0
Se supone Y =0 (cumple (4) y (5))

De (1): Q = w = 2,400u
0125~
u
s dm’ 3
De (2): X =16,000dm’ —4—— [2,400u = 6,400dm cumple (3)
u

(Compruebe el alumno que suponer X =0 llevaa Q =4,000u ya Y = 0.02%, que
m

debe descartarse por no cumplir (4))
Q =2,400u es la cantidad de reposicion que minimiza el costo total.

CT =360,000$ + 0.0125§ (2,400u +W = 360,600%

Como Y = 0, variar la disponibilidad de espacio no modifica el costo.
f) Resuelvalo el alumno y compruebe que la solucion optima coincide con la del punto
d), agregando X =0 (recurso saturado) y que debe descartarse Y =0 porque lleva a

Q =2,400u y a X =-16,000dm’
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g) CT = 360,000$+0125° [ +/200008
u

- . dn?? . 1. %
Minimo sujeto a 4—— [@Q <16,000dm” y > [30—[@ < 30,000$
u u

dm?
u

Se agregan slacks: 4 [@ + X, =16,000dm’ ;

%[30% @ + X, =30,000%

Se forma el Lagrangiano

_ $_. . 7200008 ., Oon? 0 $ _
L =3600008-+00125" [Q ey @T +X, ~16,000dn71-Y, [@sa @ +X, 30,000&5@

Y se plantean las condiciones de Kuhn y Tucker:

3
i :_0125§ _W =Y, gdﬂ -Y, [|15§ =0 (1)
oQ u ] u u
3

%1 =4 dZ‘ [@ - X, +16,000dm® =0 ?)
%2 = —15% [@ - X, +30,000$ =0 3)
X, =0 (4)
Y, <0 (5)
X, Y, =0 (6)
X, <0 (8)
Y,<0 (7)
X,Y,=0 (8)

Surgen cuatro posibilidades:
'Y, =0 (cumple con (5) y (6)) Y, =0 (cumple con (8) y (9))

De (2): Q = w = 2,400u
0125~
u
s dm’ 3
De (2) X, =16,000dm” —4—— [2,400u =6,400dm™ cumple (4)
u
$

De (3) X, =30,000$ -15— [2,400u = -6,000$ no cumple (7)
u
I1'Y, =0 (cumple con (5) y (6)) X, =0 (cumple con (7) y (9))

De (3): Q = 300%?$ =2,000u
15-
u
s dm’ 3
De (2): X, =16,000dm® —4—— [2,000u =8,000dm cumple (4)
u
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ozt o
De (1): Y, = u oM - 000362 cumple (8)
$ $
15—
u

Solucién optima
I X; =0 (cumple con (4) y (6)) Y, =0 (cumple con (8) y (9))

3
De (2): Q =200000M _; hoou
dm
4
u
De 3): X, = 30,000$—15§ [4,000u = =30,000u no cumple (7)
o125 - 72000081
De (1): Y, = ( - u) =O.02i3 no cumple (5)
40 dm
u
IV X, =0 (cumple con (4) y (6)) X, =0 (cumple con (7)y (9))
3
De (2): Q =200000M _; hoou
dm
4
u
De 3): Q = 30’0(?50$ =2,000u Soluciones incompatibles
15—
u

h) Resuelvalo el alumno y compruebe que la solucién coincide con la del caso sin
restricciones (Q = 2,400u)

Se tiene:
Y, =0; Y, =0;
X, = 6,400dm’ (sobrante de espacio); X, =4,000$ (sobrante de capital)

3.2. RESTRICCIONES EN MODELOS MULTIPRODUCTO

3.2.1. Restricciones de igual

Se exponen dos ejemplos de modelos multiproducto con restricciones de igual. En
ambos se quiere minimizar el costo total y se tiene una restriccibn expresada como
igualdad. En un caso se impone un valor determinado para el capital promedio
inmovilizado en stock y se trata de minimizar la cantidad de ordenes a emitir. En el otro
se fija una cantidad de ordenes a emitir y se trata de minimizar el capital inmovilizado
en stock.

Desde el punto de vista didactico, se trata de dar un ejemplo de programacion
matematica con restricciones de igualdad (que vinculan entre si a los productos), para
aplicar el metodo de Lagrange.
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Desde el punto de vista practico debe pensarse en una empresa que ya establecio una
politica de stock y desea plantearse la posibilidad de disminuir el capital inmovilizado
optimizando la asignacion del capital que admite inmovilizar. Ambas situaciones son
totalmente posibles y no debe pensarse que, en la realidad, todas las restricciones son
desigualdades.

3.2.1.1. Capital Inmovilizado Fijo (TI)

Sea el caso de una empresa que maneja m productos, para cada uno de los cuales
son validas las hipétesis del modelo bésico y:

El costo de almacenamiento c,; de cada producto es el costo de oportunidad del capital
inmovilizado en cada unidad de producto por unidad de tiempo. Se lo expresa como
producto de una tasa de interes (i), por el costo unitario del producto: C1j =i [bj

(=1,2, ... , m)
Las ordenes de compra de los diversos productos tienen un mismo costo kj =k (=
1,2, ... , m)
Se fija un valor determinado para el capital promedio inmovilizado en stock
[l m 1 [l
D =1 2 D
Son datos: D;, T, bj, i, k, Tl (G=12,2, .cc....... , m)

El costo de almacenar un producto j en el periodo de andlisis T sera:

D.
CT,=b, D, +$ 1B, @, T +KE*- y para el conjunto de los m productos:

Ul

m m m m D.

J

CT - ZCTj :ij (D, +Z%[ﬂ[ﬂ>j [@, D’+ZKE—IQ—

=1 =1 J=1 J=1 ij

El primer término es el costo de adquisicién de todos los productos demandados en el
periodo T y es constante (no es funcion Qy).

m
El segundo término puede expresarse como: i [T DZ% 00b [Q =i, es el
=1

costo del capital inmovilizado y se expresa como producto de la tasa de interes, el
tiempo y el capital promedio inmovilizado. Fijado TI, tampoco este término es funcion
de Qij-
El dltimo término si es funcion de Q;. Resulta asi que minimizar el costo total queda
reducido a minimizar la cantidad de ordenes a emitir.
m . m
El objetivo es minimizar TO = Z—’ sujeto a Z%[ﬂ)j [@Q, =TI . Se resuelve aplicando
171 X J=1
Lagranje:
o D; | 0 - . o
L= z— -Y — b [Q. —TIOLa condicién de 6ptimo se obtiene igualando a 0
4 ) L2 J J 0
=1 QJ =1
las derivadas parciales con respecto a las m variables Q; y con respecto a Y:
oL D, 1 . oL =1
—=-—--B,¥=0(G=1am)y — =" B @ +T =0
aQ; Q 2 oY 2
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[D. 1. m
L ylaudltimaa Tl ==[§ b, [@.
Yb, 220,

La determinacion de los Q; exije conocer Y. Para vincular esta incognita con Tl puede
hacerse lo siguiente:

Las primeras m llevan a: Q; =

Se parte de: Q’ 2D,
epartede: Qi = [——
Y i ij
Se multipli L bti [ﬂ) @ EE) o s
e multiplica por —[b. y se obtiene — ij =
plica p 50 y i Yb
_ 1 , —b, (D
Se introducen factores: — [b, [Qj =
2 2Y
Se suman las m ecuaciones, se distribuye y se saca factor comun:

1 . 1 il
b i = b [D.
12:12 JEQJ 20 i j

]=

1 m
Se reemplaza por Tl Tl = b. [D.
plaza p TWDZ‘/ ; D,
@ D

2[T1°2
Expresado en funcién de los datos, con ella se calculan las Qij, con lo que queda
resuelto el problema.
Se buscaré ahora vincular el total de ordenes con el capital inmovilizado:

m D, m b (D, “b ED
= ZQ— = Z z -Y E—IZ— ==Y E—I’? Si se compara con
=1 =1

ik

Y sedespeja¥Y Y =

YEﬂ)-

z /b, [D,

J J
la expresion obtenida antes para Y, se comprueba que ’:lT:\/—Y Tl .
Reemplazando: TO =+/=Y H/-Y I =-Y I

Por Ultimo, es conveniente hallar la vinculacién entre TO' y Tl , en cuncién de los

datos:
m f
B b, D, O «/
TO =-YOl pero Y='1—2D de donde: D Tl vy
2Tl 2[T1°2
[y b D, 0
resulta; TO' [T = == L
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Esta expresion se utilizara en las representaciones gréficas del punto 3.2.1.3

3.2.1.2. Total de 6rdenes fijo (TO)

Sea el caso anterior, pero reemplazando la restriccion de capital promedio inmovilizado
m .

fijo por la de total de 6rdenes fijo (TO = z —1)
J=1 X

. ' m m m D.
La expresion del costo total es la misma: CT = zbj D, + Z% Db, @, [T + z KB+
1=1 =1 1=

1j

m
El primer término, como antes, es constante. El tercero resulta z KEL=KOO; es
J=1 Qlj
el costo de ordenamiento, que resulta constante. El segundo es funcion de Q;;.
Minimizar el costo total es minimizar el costo de almacenamiento y, por ser iy T
constantes y positivos, es minimizar el capital promedio inmovilizado en stock. La
funcién objetivo sera entonces:

_el o nD |
= 12:15 B, [@Q; sujetaa Z— =TO se resuelve por Lagrange:

1=1 ]

L—mltﬂ)E(D YDmD" ToD
JZJ-Z : ’ j=1Qij %
D 2[YID

i 1[ﬂ) +YEL =00
@ Qlj bl

m D D.
dL —L+TO=00 Z—‘: TO
o"'Y

J=1 Xij )= 1j

1 B. D. B.
T = = J:DJD - 3
.| 2y, Q 20Y D,

D. B [D. mD 1 m
L= = ) /b|:D
ij 2y @ 2 &
g EZWEDE
TO = b, [D. Y=
ﬁ[z P 2007

Como Y es funcion de los datos, pueden hallarse las Qj;.
Se vincula ahora TI" con TO:

| 2[Y D,
zzmm” ZZE"’D‘ b 2D(D2me

:EEV—zw O/-20Y [TO =-Y [TO

Por dltimo, se vinculan TI"y TO en funcién de los datos:
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%Z bjﬂ% q[DjE
T'=-ymo=22___Umgo=E7__ U

foof
qo==2=___ 4

2

De donde: TI”

3.2.1.3. Graficos TI-TO

Para considerar la relacion entre los dos modelos estudiados y el caso de optimizacion
libre, es util la representacién en graficos TI-TO.

En 3.2.1.1. se demostrd que , fijando TI, el TO que minimiza el costo total es el minimo

. L 5 N R L
TO que cumple la restriccion, vinculandose ambos por Tl [TO = > [iA/bj [D, %

En 3.2.1.2. se demostro que , fijando TO, el Tl que minimiza el costo total es el minimo

* . ., . , * _ 1 il
Tl que cumple la restriccion, vinculandose ambos por Tl [TO = > EEZ /b, D, E

Esto significa que, dados los m valores de b; y de D; si se fija cierto valor de TI, se
puede obtener directamente valor 6ptimo de TO. Si se fija un valor de TO igual al
obtenido, el Tl 6ptimo que corresponde coincide con el inicial. Ademas, en un gréfico
cartesiano en cuyos ejes se representen Tl
y TO, los respectivos pares de valores

optimos se encuentran en una hipérbola i
equilatera. | \
Los pares de valores que no corresponden L
a la solucion o6ptima corresponden a 1
puntos situados por encima de la
hipérbola. Por ejemplo, dado un valor del \
total de 6rdenes TO;, el minimo costo total Il
se obtiene minimizando el capital 2 T
inmovilizado: su valorsera Tl;; una >
solucién no 6ptima llevara a un valorde TI
TO1 TO

mayor, por ejemplo Tl,.

Y si, por ejemplo, se fija un capital
inmovilizado Tl; el minimo costo total se r
obtiene minimizando el total de ordenes:
su valor serd TOg; una solucién no éptima
llevara a un valor de TO mayor, por H
ejemplo, TO..

TO3 TO2 TO
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Se considera ahora la posibilidad de indicar en el gréfico a que punto corresponden los
valores de Tl y TO que se obtienen optimizando sin restricciones.

Intuitivamente se puede decir que el par de valores también debe determinar un punto
de la hipérbola: si se obtienen las Q; que optimizan el costo total sin restricciones y se
calculan los valores de TI' y TO" correspondientes, es evidente que si se fija, por
ejemplo, TI, el valor de TO que se obtenga del grafico debera ser TO'.

Esto puede demostrarse de la siguiente manera:

_ . [xkm>,
Cada Q; se obtiene con Qij = TD_] (optimizacion sin restricciones)
| .
J

El total inmovilizado sera:
el 1. 2k D 1 _[2[k I
T =y b Q. == — 1 1 === b D.
220Dy i R
. oD il D. 1 200 &
El total de 6rdenes sera: TO =y L= —L_ =" —— b. [D.
2q,~ & 2, zJ < 2P
i[ﬂ)jEI'

. L1 D
El producto resulta: Tl [TO —2E§1A/bj ED]-E (corresponde a un punto de la

hipérbola)

A

>
TO* TO

Es obvio que, dados k, i, T y por supuesto, los bj y Dj pueden hallarse los valores de
TI* y TO* con las expresiones deducidas, y ubicarse en el gréfico el punto que
corresponde a la optimizacion sin restricciones.

Pero también se lo puede hacer por un sencillo procedimiento gréfico.

Si se hace el cociente:

1 2K &
n 2T DZVbiEDi k? k
o = 1 00 1= =5 T = T se comprueba que el punto buscado
al [ I
“gle= b, (D
2[:{/ k [JZ J J

* k * .
se encuentra sobre la recta TI :ED—O Si se traza una recta que pasa por el
|
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h)
)
)
k)

p)

origen, de pendiente ——, la interseccion con la hipérbola determinara el punto que

corresponde a la optimizacion sin restricciones.

Al
TI=(k/iT).TO

TO* TO

3.2.1.4. Ejemplo

La empresa del ejemplo 1.4. decide incluir en su estudio un segundo producto, cuya
demanda mensual es de 9.000 unidades y su costo unitario 90$. El costo de
adquisicion de cada pedido es el mismo que para el primer producto. El costo de
almacenamiento es el costo de oportunidad del capital inmovilizado con una tasa del
10% anual. Se pide:

Determinar las cantidades de reordenamiento, para ambos productos, que minimizan
el costo total.

Determinar los respectivos periodos de reordenamiento.

Determinar el costo de adquisicion total para ambos productos en conjunto.
Determinar el costo de ordenamiento total para ambos productos en conjunto.
Determinar el costo de almacenamiento total para ambos productos en conjunto.
Determinar el costo de total para ambos productos en conjunto.

Si la empresa decide que el capital promedio inmovilizado en stock debe ser
150.000%, determinar las cantidades a odenar de cada producto para minimizar el
costo total.

Determinar los respectivos periodos de reordenamiento.

Determinar la cantidad de érdenes mensuales que se deberan emitir.

Comprobar que se cumple Tl ==Y [TO

Si, en vez de fijarse el capital a inmovilizar, se impone la condicibn de emitir
mensualmente 15 6rdenes de compra, determinar las cantidades a ordenar de cada
producto para minimizar el costo total.

Determinar los respectivos periodos de reordenamiento.

Determinar el capital total que, en promedio, se inmovilizara en stock.

Comprobar que se cumple TO ==Y [Tl

Verificar que las cantidades de Tl y TO halladas para los casos propuestos en g y en k

- . .1 1L
corresponden a puntos de la hipérbola TI [TO = > E@ /b, D, g

Obtener graficamente los valores de Tl y TO que corresponden a la optimizacion sin
restricciones y verificar que coinciden con los calculados a partir de la solucion de los
puntos ay siguientes.

Solucion:
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b)

c)
d)

f)

9)

Se agregan a los datos:

D, =9000u T =1mes
k = 60% e =012 mo¥-9 3 _g5 ®
$@fio  u  ul2meses u
_ 1 D, 1 D,
CT —blED1+EE:11|:Q1D'+kEQF+b2[D2+§@;12 @, T +kO-2
i1 2
CT = 30§ [12.000u +£ [(D.ZSL Omes[@,, +60$gm +90§ [9.000u +1 @_75L [mes (@, +60$ ﬁ.OOOu
! 2 uines i1 u 2 u ines N
CT = 360.000$ + 0.125§ , + (2000080, 4160008+ 0.375° g, + 400008
i1 u >
ocT -0125§ 7200008 _ ) o o [T200008M _, 4o,
2 Q 0.125%
u
ocT _0375§ m 00 Q,=
aQiZ Qi2

Notese que ambos productos son independientes: optimizar el costo total es lo mismo
gue optimizar el costo de cada producto.

e O T,=Q, El =2400uE——— =0.2mes=6dias
T T, D, 12.00Qu
Do Qg7 2q,0" =120000™ =0.13mes = 4dias
T T, D, 9.000u

Costo de adquisicion total: =b, (D, +b, (D, =360.000$ +810.000$ = 1.170.000$

Costo de ordenamiento total =k E& +k EID—2 = 720.0005tw + 540.0003 tu =750%
Q. Q, 2.400u 1.200u
Costo de almacenamiento total

= ; e, [0, [T+ , 6 [0, T = 0.125§ [2.400u + 0.375§ [1.200u = 750$

Costo total = Cy, +Copg + Cypy =1.170. 000$+ 750% + 750$ 1.171.500%

Deben ser: Q, = _2 Q,= —2b, con Y =- Jbl EDZEI’Yb D )2

Tl =150.000%
EJso % 12.000u + \/ 90> [9.000u é
u
oy =- = ~0.00005
2 [(150.000$) $
0Q, = 2EL2.(iOOu : — 4.0004 Q, = 2[9.0fOu : — 5 000U
0.00005— [(BO— 0.00005—- ®P0—
$ u $ u
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h) &—Q”D T, QIEL=4OOOUEIL“%:O.§WES:10dias
T T, D, 12.000u
D, _Qp O0T,=Q, 0 =2 000u o imes _ 0.2mes = 6.6dias
T T, D, 9.000u
) _ D, _12000u _, _ D, _9.000u _
' D, 4.000u ? D, 2000u
TO:n1+n2 =75
i) =150.000% TO=75 Y = -0,00005

TO = -yl =-150.00 [(— 000005 7,5 O se verifica.

k) Debenser: Q,= ———1% ZWED Q,= _Zi(EDZ
2

D, +./b, D
conY=—(\/bl : J?l 1)2 TO=15
2[T0
$ $
30~ [12.000u + |90~ [9.000u
y=_ou . = -5.000$
205 '
1Q.= " 2 [5.000$$m2.000u ~2000uy Q, = —2[5.000&;[9.0% —1 000,
30~ 90~
u u
Ny T,=Q, O =2000u0 2™ = 0.16mes = 5dias
D, 12.000u
T, =Q; o' =1.000u0 ™S = 0 imes = 3.3dias
D, 9. OOOu
$ 1 $
m) Tl = [Ql (b, + @,2 (b, = DZ 000u [30 + [L.000u [9of = 75.000$
n) TO 15 75.000$ Y= —5.000$

=-y[TO =5.000$ EL5 = 75.000$ se verifica

2
o) TIOO=_ iw EH/3O$ELZOOOU+\/9O$[SDOOOUD 1.125.00$
g

'Y

90606
75000

5 75 10 125 15 TO
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P)

TO TI($) Comentarios
5.0 225.000
7.5 150.000 Puntos gy j
10.0 112.500
12.5 90.000
15.0 75.000 Puntos ky n
Debe trazarse la recta: Tl = L ao con L = P07
1T I T
Tl =7.200$010

La interseccion con la hipérbola corresponde a TO =125 y TI =90.000%

Verificacion:

TO = D, N D, _12.000u N 9.000u _ 195
Q, Q, 2400u 1.200u

Tl = ; @, (b, + ; M, [b, = ; 2.400u 30> +; 11.200u 90 = 90,0008
u u

Se verifica.
3.2.2. Restricciones de desigualdad

3.2.2.1. Limitacién de espacio disponible
Sea nuevamente la empresa que maneja m productos, para los que se cumplen las

hipétesis del modelo basico. Sean los datos: D,;T;c;; k(j =1.. m)

Supdngase una restriccion de capacidad de almacenamiento: Vv, es el espacio ocupado

por cada unidad del producto j; el espacio total disponible, que no puede sobrepasarse,
es: V

El objetivo, como en los demas casos, es minimizar el costo total.

El costo total, como en los casos anteriores, sera:

CT:JiCTJ' :]ibi EDJ’ +J§%[¢:1j [(Dij D_+,ikjgg_,j

La restriccion seré: Zvj [@Q; <V, que puede convertirse en igualdad
171

m

zvj [Q; + X =/ (una ecuacion para cada restriccion).

11

El Lagrangiano resulta:

m m 1 m D. m
L=Vb D +y=[C, QT+ k[—l—'—Y&v. EQ.+X—VE
JZ j j ;2 1j j ]Z Qij 4 j j

Las condiciones de Kuhn y Tucker para que exista el Optimo seran:

oL _o1 < 0P

= =S5 =[C, MT+YkEL -Y¥, =0 (m ecuaciones) 1)
aQij ; 2 Y JZ Qii2 ]

oL Al

- =- V. =X +V 2
- ; [, (2)
Y<0 3)
X=0 (4)
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XLY=0 ()

El cumplimiento de (5) exige X =0 o Y =0. Se analiza cada una de las alternativas.
a Y =0 (cumple3y)5).

De (1):

Dela(2) se obtiene:

m
) X=V- Zvj [Q;
11
El valor obtenido debe cumplir (4). De ser asi, se habra encontrado la solucién 6ptima.
El caso corresponde a una limitacion de espacio que no impide almacenar las Qij enla

optimizacion sin restricciones. Un X positivo, como exige (4), es el espacio no
utilizado (sobrante). Y =0 significa que no existe costo marginal de la restriccion: una
variacibn de V (dentro de ciertos limites) no modifica la soluciébn obtenida. Si
el X obtenido no cumple (4), la suposicion inicial (Y =0) debera descartarse. Esto
significa que no existe suficiente espacio disponible para almacenar las

Qij correspondientes a optimizar sin restricciones: la restriccion de espacio obliga a

modificar esos valores de las Q., el recurso se saturara y no puede tener costo

ij
marginal nulo como se habia supuesto inicialmente.

d) X =0 (cumple4y)5).
De (2):

e) V= ivj [Q;
B

D 1 2k [D. _
De (1) kG4 ==[C,; 0T-YLy; 0 Q = |———=" (mecuaciones)

Encontrar la solucion optima para esta posibilidad no es tan simple como en otros casos.
No se puede, como en el caso de un producto (ver 3.1.2), obtener la solucion posible de
(2), reemplazar en (1), hallar Y vy verificar si cumple Y <0. Para un unico producto (2)
tiene solucién Unica y tal procedimiento es correcto. Pero para varios productos se tiene
una infinidad de conjuntos de valores que pueden cumplir (2), para cada solucion factible
de (2) deberia reemplazarse en (1) (que no es una ecuacion sola, si no m, una para cada
producto) y hallarse Y : si los m valores de Y que se encuentran son iguales entre si
(notese que Y es unico) y cumplen (3), se tiene la solucion. Es sumamente dificil aplicar
con éxito este procedimiento.

Tampoco es posible recurrir al procedimiento utilizado en 3.2.1.1y 3.2.1.2 para vincular Y

con V : aunque cada valor de Q; se multiplicase por su respectivo v; y se sumasen todas

m a m, no se podria despejar Y : es imprescindible que sea factor en la expresion de Qij

para poder sacar factor comun de la sumatoria. Como Y es parte de un término, no se
puede usar ese método.
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Lo que puede hacerse es un procedimiento de “tanteo”. Dar diversos valores a Y (que
cumplan 3), para cada uno hallar los respectivos Qij y reemplazar en (2 hasta que se

cumpla la igualdad.
Es relativamente facil hallar la solucion: para un valor de Y determinado se obtienen

m
ciertos Qij y un valor de Zvj BD”. . Si este valor supera a V , debe incrementarse el valor
1=1
m
absoluto de Y : los nuevos Q; seran menores, por lo que Zvj [Q; sera menor. Si
1=1
todavia supera a V, se sigue incrementando el valor absoluto de Y . Si la sumatoria
resulta inferior a V debe disminuirse el valor absoluto de Y : los nuevos Q; resultaran

mayores.
Discutida la solucion matematica de la alternativa X = 0, resta exponer su interpretacion.
Suponer X =0es admitir que se utiliza todo el espacio disponible. La exigencia Y <0

(condicion 3) impuesta al valor de Y con que se calculan los Q; significa que el costo

marginal del recurso es negativo. Si se incrementase el espacio total disponible V se

podrian incrementar los Qij , disminuyendo el costo total.

Si no es posible hallar un valor negativo de Y para el que se determinen Q; que saturen
V, y sélo un valor positivo de Y permite saturar el recurso, debe descartarse la
suposicion inicial (X =0). El motivo mateméatico es que no se cumple la condicion (3).
Esto se interpreta de la siguiente manera: si un valor positivo de Y permite saturar el
recurso, el costo marginal del recurso es positivo; incrementar el espacio disponible, si se
lo ocupa totalmente, sube el costo, pero ocupar menos espacio baja el costo. No se tendra
el costo minimo saturando el recurso, sino dejando parte de él sin ocupar. Evidentemente,
el caso del que se hable es aquél en que se dispone de mayor espacio que el necesario
para optimizar sin restricciones por eso se descarta la suposicion de saturar el recurso y se
considera la primera alternativa (Y =0).
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3.2.2.2 Ejemplo:

Investigacion Operativa (71.07)

Considerar para el ejemplo 3.2.1.4, que exsiste una restriccion del espacio disponible para
almacenamiento. Cada unidad del primer producto ocupa 4 dm3 y cada unidad del

segundo , 3 dm3. Se dispone de una capacidad de almacenamiento de 7,5 m3. Se pide:

a) Determinar si esta restriccibn obligard o no a modificar las cantidades de
reordenamiento obtenidas al suponer la ausencia de restricciones.

b) Graficar curvas isocosto para el conjunto de ambos productos.

¢) Indicar en el grafico la solucién sin restricciones y hallar la solucién con la
restriccion de espacio.

d) Resolver analiticamente.

e) Resolver graficamente y analiticamente suponiendo que la restriccion de espacio
fuera de 16 m3.

Solucioén:

a) En 3.2.1.4 (a) se determinaron Qi1=2400u y Qi2=1200u.
El espacio requerido sera:
VLQI1+v2Qi2 = 4d—ms.2400u + 3dm3
u u

La restriccion de espacio disponible (V=7,5 m3) obligara a m odificar la solucién.

.1200u =13200dm3

b) CT=CT1+CT2;

S $/ 1, 720.0008U
CT1=30 A .12.000u + 0,125 A .Q|1+—Qil ,

o $/ ~ . 540.0008u
CT2=90 A .9.000u + 0,375 A Qi2+ o2

Se determinan CT1 y CT2 para diversos valores de Qi. Luego se obtiene
CT=CT1+CT2 para cada par de valores de Qil y Qi2:

Qi CT1 CT2
500| $361.502,5 $811.267,5
1000] $360.845,0 $810.915,0
1500/ $360.667,5 $810.922,5
2000/ $360.610,0 $811.020,0
2500/ $ 360.600,5 $811.153,5
3000/ $360.615,0 $ 811.305,0
3500/ $ 360.643,2 $ 811.466,8
4000/ $ 360.680,0 $811.635,0
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Qi1/Qi2 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
500 $1.172.770,0] $1.172.417,5] $1.172.425,0] $1.172.522,5] $1.172.656,0] $1.172.807,5| $1.172.969,3] $1.173.137,5
1000] $1.172.112,5| $1.171.760,0] $1.171.767,5| $1.171.865,0] $1.171.998,5] $1.172.150,0] $1.172.311,8] $1.172.480,0
1500] $1.171.9350| $1.171.582,5| $1.171.590,0] $1.171.687,5] $1.171.821,0] $1.171.972,5] $1.172.134,3] $1.172.302,5
2000 $1.171.877,5] $1.171.525,0] $1.171.532,5] $1.171.630,0] $1.171.763,5] $1.171.915,0] $1.172.076,8] $1.172.245,0
2500 $1.171.868,0] $1.171.5155] $1.171.523,0] $1.171.620,5] $1.171.754,0] $1.171.905,5| $1.172.067,3] $1.172.2355
3000 $1.171.882,5] $1.171.530,0] $1.171.537,5] $1.171.6350] $1.171.768,5] $1.171.920,0] $1.172.081,8] $1.172.250,0
3500 $1.171.910,7] $1.171.558,2] $1.171.565,7] $1.171.663,2] $1.171.796,7] $1.171.948,2| $1.172.110,0] $1.172.278,2
4000] $1.171.947,5] $1.171.595,0] $1.171.602,5| $1.171.700,0] $1.171.833,5| $1.171.985,0] $1.172.146,8] $1.172.315,0
¢) La solucién sin restricciones corresponde a:
Qi1=2400, Qi2=1200; CT=1.171.500%
La restriccion de espacio puede expresarse como:
VLQi1l+v2Qi2<V
i1 Qi2
Ql,Qz_,
\% \%
vl  v2
Qi1 4 Qi2 <1
7500dm3  7500dm3 —
4dm3/u 3dm3/u
Del grafico se ve que el minimo costo corresponde a:
Qi1=1200u ; Qi2=900u y CT=1.171.700%
A
2000
1200
900 \(
>
1000 1200 2400 3000 4000
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d) CT=360000%$ +0.125 $/u. Qil+ 720000$u/Qi1+810.000$+0.375%/u.Qi2+540000%u/Qi2

Sujeto a:  VL.QIl+v2Qi2<V

Se expresa la restriccion como igualdad: 4dm3/u.Qil+3dm3/u.Qi2+ X = 7500dm3
Y se forma el Lagrangiano:

L =3600008+ 0.125%/u. Qi1+ 720000$u/Qi 1 + 810.000$ + 0.375%/u.Qi2 + 540000$U/Qi2 - y(4dm3/ u.Qil1+ 3dm3/uQi2 + X — 7500dm3)

Se plantean las condiciones de Kuhn y Tucker:
0L/0Qi1=0.125%$/u. Qi1+ 720000$w/(Qi1)* - y.4dm3/u=0
0L/8Qi2 =0.375 $/u. Qi2 + 540000$u/( Qi2)* - y.3dm3/u =0
dL/dy =-4dm3/u. Qi1- 3dm3/u.Qi2- X + 7500dm3 =0

X220 y<O0 X.y=0

el cumplimiento de esta Ultima restriccion exige que X=0 o y=0

I. y=0 (cumple con 5y con 6)

pe1: Qit= | 200U _ o1y
0,125%/u

De2 Qiz= 220000 SU _ 150,
0,375%/u

De 3: X=7500dm3-4dm3/u.2400u-3dm3/u.1200u=-5700u
No se cumple 4. Se descarta la suposicion I. Notese que este planteo formal coincide
con el andlisis intuitivo del punto a).
II. X=0 (cumple con 4y 5).
De 3: 4dm3/u. Qil+3dm3/u. Qi2= 7500dm3

De 1: Qil= 720000 $u
0,125%/u - y.4dm3/u

De2: Qi2= 540000 $u
0,375%/u - y.3dm3/u
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Debe tantearse para valores negativos de y (con | se descart6 Y=0).

y Qil Qi2 4dm3/u. Qi1+ 3dm3/u. Qi2
-0,01 2088 1154 11814
-0,02 1874 1114 10838
-0,03 1714 1077 10087
-0,04 1589 1044 9488
-0,05 1488 1014 8994
-0,06 1404 986 8574
-0,07 1333 960 8212
-0,08 1271 937 7895
-0,09 1218 914 7614
-0,091 | 1213 912 7588
-0,092 | 1208 910 7562
-0,093 | 1207 908 7552
-0,094 | 1198 906 7514
-0,095 | 1194 904 7488

La solucién optima aproximada es:

Y: entre —0.094 y —0.095: si la disponibilidad de espacio se aumenta en 1dmg3, el
costo disminuird en 9,4 centavos. Si se disminuye la disponibilidad en 1dm3, el costo
aumentara en 9,4 centavos.

e) Resuelvalo el alumno y compruebe que la solucion coincide con la del problema
sin restricciones:
Qi1=2400u Qi2=1200 u y=0 (el costo no varia si se modifica la disponibilidad).

3.2.2.3 Limitacion del tiempo disponible para lanzar érdenes de produccion:

Sea otra vez la empresa que maneja m productos para los que se cumplen las
hipétesis del modelo basico. Sean los datos: Dj, T, Clj, Kj (j=1....m)

Supoéngase una restriccion del tiempo disponible para el lanzamiento de ordenes de
produccion (o de compra): cada una requiere un tiempo aj y el tiempo total disponible,
que no puede sobrepasarse, es A.

El objetivo, como en los casos anteriores, es minimizar el costo total.

m m m 1 m o D.
Elcostototalsera CT=SCT. =Nb M. +Y=[C, @ [T+ Y Kk
]Z J JZ J J ]Z 2 1j @U ]Z J Qi]-
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La cantidad de ordenes emitidas en el periodo T es, para un producto: Dj/Qij y el

tiempo insumido aj Dj/Qij, la restriccion resulta: Zaij/QijsA, que puede

convertirse en igualdad : Zaij /Qij+X =A
=

m m m D
El Lagrangiano sera: L = ij [D, +;%[Clj @, [|'+Zk[_|_‘ &aj [_g_ljj+x AE
£ = 4 )

Las condiciones de Kuhn y Tucker para que exista 6ptimo seran:
oL 1[QZIJD'+ijEI—+YBij—J—
0Q, = 2 Qij

—:—za] E—ID—J X+A=0
aY J=1 QIJ

X=0
X.Y=0

El cumplimiento de 5 exige X=0 o Y=0. Se analiza cada una:
* Y=0 (cumple 3y5)

. |2KjDj < . D
De 1 Qij = <32 (=1 a De2 X =A- —1
el Qi CLiT (=1 am). e ,ZlaJQij

El valor obtenido para X debe cumplir 4. De ser asi se tendra la solucion éptima, lo
que significa que el tiempo disponible no impide emitir la cantidad de érdenes que
corresponde a la optimizacion sin restricciones. El valor de X es el tiempo sobrante.
Y=0, como siempre, significa que el recurso no saturado no tiene costo marginal.

Si el valor obtenido para X no cumple 4 debe descartarse la suposicion inicial (Y=0): el
recurso debera estar saturado y no tendré costo marginal nulo.

e X=0 (cumple 4y 5)

De2: Z a E—I(?—J A. Nuevamente debera recurrirse a un procedimiento “de tanteo”.
J=1 ”
pe 1: qij = | XKD ~Y4Dj)
CLT
conjunto de Qij que satisfagan 2.

se daran valores a Y (que cumplan 3) hasta llegar a un
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Observesé que, para Y=0, los Qij corresponden, como se vi6é arriba, a optimizar sin
m D

restricciones (si estos Qij hacen que Zaj EI—J no supere el tiempo disponible A ya
= |

se tiene la solucién). Si la expresién excede a A debera suponerse un valor negativo

m .
. . - ]
de Y, que dara un conjunto de Qij mayores que antes, con lo que zaj U
=1 QIJ
disminuira.
m
Se seguird incrementando el valor absoluto de Y hasta que Z a,
J:
al tantear se da un valor negativo de Y tal que se determinen Qij para los cuales
m D
a, E—I—J resulta inferior a A, deber& buscarse un valor de Y cuyo valor absoluto
= Qij
sea un poco menor. De este modo se llega rapidamente a la solucion.

E—ID—,J_ iguale a A. Si,
Qij

3.2.2.4. Ejemplo

Considerar para el ejemplo 3.2.1.4 que existe una restriccion del tiempo disponible

para emitir 6rdenes. Cada orden del primer producto requiere 10 hs y cada orden del

segundo, 20 hs. Se dispone de 150 hs mensuales para emitir ordenes.

a) Determinar si esta restriccion obligarda o no a modificar las cantidades de
reordenamiento obtenidas al suponer la ausencia de restricciones.

b) Utilizando el grafico obtenido en 3.2.2.2 hallar la solucion con la restriccion de
tiempo.

c) Resolver analiticamente.

d) Resolver gréfica y analiticamente suponiendo que el tiempo disponible es de 300
hs mensuales.

a) En 3.2.1.4 (a) se determinaron Qil= 2400 u Qi2= 1200 u (para optimizar sin
restricciones)

El tiempo requerido sera:

alE N a2D—_2 _ 1OhSlZOOOu / mes + 20hs 9000u/ mes
Qil Qi2 2400u 1200u

= 200hs

La restriccion de tiempo disponible (150 hs) obliga a modificar la solucion.

b) Se determinan puntos pertenecientes a la hipérbola que respresenta el limite de la
restriccion. Estos puntos y los correspondientes a Qij mayores (por estar los Qij
en el denominador y ser restriccion de <) corresponden al conjunto de soluciones
factibles. Se superpone esta region en la grafica anterior.
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c) CT=360000% +0.125 $/u. Qil+ 720000$u/Qi1+810.000$+0.375%/u.Qi2+540000%u/Qi2

Suietoa  al-2t +a2 02 =10ps 2000/ MES | g J000U/MeS i
Qil Qi2 Qil Qi2
Se expresa la restriccion como igualdad:
10h512000l_”mes + 20hs 9000u_ / mes + X =150hs
Qil Qi2
Se forma el Lagrangiano:
L =360000$ + 0.125%/u. Qi1+ 720_000 +810.000$ + 0.375%/u.Qi2 + 540000 _ y(120000 £ 180000, o 150hs)

Qi2 Qi1 Qi2
Y se plantean las condiciones de Kuhn y Tucker:

720000, 120000hu/mes _
(Qi1)* (Qi1)*

540000 , . 180000hu/mes _
(Qi2)* (Qi2)*

0L/0Qi1=0.125%/u. Qi1+

dL/9Qi2 =0.375$/u. Qi2 +
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-120000hu/mes Lo 180000hu/mes
Qil Qi2

oL/ay = -X +150hs = 0

X220 y<O0 X.y=0
El cumplimiento de 6 exige X=0 0 Y=0

e Y=0 (cumple5y 6)

_ [120000 $u
De1: Qil= |22 U - oun0y
el Q 0125%/u
. 540000 $u
De2 Qi2= |22 3 — 1900y
2 Q 0375%/u

120000 hu /mes 180000 hu /mes
2400 u 1200u

De 3: X =150 hs/ mes = -50h/mes

No cumple 4, se descarta.

Esta alternativa se habia planteado intuitivamente en (a).

e X=0 (cumple 4y 6)
. 120000 hu /mes 180000 hu / mes

Qil Qi2

De 3 =150h/ mes

.. _ |720000 $u —Y.120000 hs.u.mes
Del: Qil=
0125%/u

540000 $u - Y.180000 hs.u.mes
0,375%/u

De 2: Qi2=\/

Deben tantearse valores negativos de Y (con | se descarté Y=0).

Y Qil (u) | Qi2(u) |120000/Qi1+180000/Qi2
$/(h/mes)
-1 2592.29 | 1385.64 176.19
-2 2771.28 | 1549.19 159.49
-3 2939.38 | 1697.05 146.89
-2.6 2873.32 | 1639.51 151.55
-2.7 2889.98 | 1654.08 150.34
-2.8 2906.54 | 1668.53 149.16
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d) Resuelvalo el alumno y compruebe que la solucién coincide con la optimizacion
sin restricciones:

Qil=1200u Qi2=1200u X=100h/mes Y=0
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3.2.2.5 Limitacion simultanea de espacio disponible y de tiempo para emitir
ordenes.

Supdngase la exitencia simultanea de las restricciones consideradas en 3.2.2.1y 3.2.2.3
m m m 1 m D.

El costo total sera: CT = ZCTj =Y b, D, + ZE [C, [@Q, 0T+ ij [—)Q—’
J= 1= J= ]= ij

Las restricciones: Zvi @, <V Zaij /Qij< A

]= J=
Expresadas como igualdades: Zvj @, + X =V z aDj/Qij+X = A
=1

=1

El Lagrangiano resulta:

m m 1 m D. m mo DJ
L=Yb [D +) =[C, [Q T+ kEI—'—YlEZV- [Q--FX_VE‘YZEZ&BT*—X_AE
JZ J J ;2 1j ] ]Z Qij £ J ] a QIJ

Y las condiciones de Kuhn y Tucker:

D, j
1) a_Lzl[(Dlj [r+k[—)—J—Y1.Vj +Y2@j£.1.:
0Q, 2 Q; QIj

o =m
2) == =-Fv. @ -X+V =0

4)Y1<0
5)Y2<0
6)X120
7)X220
8)X1.Y1=0

9)X2.Y2=0
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El cumplimiento de 8 exige X1=0 o Y1=0. El cumplimiento de 9 exige X2=0 o Y2=0.

Surgen cuatro alternativas.
l. Y1=0, Y2=0

2KDj

C1T

Reemplazando en 3 se obtiene X2, que debe cumplir 7.

De 1. Qij = Reemplazando en 2 se obtiene X1, que debe cumplir 6.

II. X1=0, Y2=0 (cumple 5,6, 8y 9)
Dj
[

j 2

Del: 1/2C1jT -k

~Y1yj =0

De 2: Zvj @, =V

Deben tantearse valores de Y1 hasta hallar los Qij que verifiquen 2. Una vez hallados,
reemplazar en 3 y hallar el valor de X2, que debe cumplir 7.

. Y1=0, X2=0 (cumplen 4, 7, 8y 9)

D

ij2

Dj
--2

Qi

=0

De1: 1/2C1jT -kK—= +Y2.q

m
De 3: Zaij /Qij = A

]:
Deben tantearse valores de Y2 hasta hallar los Qij que verifiqguen 3. Una vez hallados,
reemplazar en 2 y hallar el valor de X1, que debe cumplir 6.

V. X1=0, X2=0 (cumplen 6, 7, 8 y 9)
De2: ) v. [Q. =V
JZ J J
De 3: ) aDj/Qij =A

Hallados los Qij que cumplen ambas condiciones, se obtienen de las 1 los valores de
Y1 e Y2. Estos valores deben cumplir 4 y 5.
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3.2.2.6 Ejemplo.

Considerar que, en el ejemplo 3.2.2.4 se agrega a la restriccion de tiempo para emitir
ordenes, una limitaciéon del espacio

de almacenamiento: se disponen de 24m3, cada unidad ocupa 4dm3 para el primer
producto y 3dm3 para el segundo.

a) Resolver graficamente.

b) Resolver analiticamente.

a) La factible es la interseccién de la obtenida en 3.2.2.4 y el semiplano que tiene por
borde a la recta 4Qil1+3Qi2<24000.
La solucion 6ptima coincide con la de 3.2.2.4. Aproximadamente: Qil= 3000u y
Qi2=1636u.

2000

1200

900

1000 1200 2400 3000 4000

b) CT=360000% +0.125 $/u. Qil+ 720000$u/Qi1+810.000$+0.375%/u.Qi2+540000$u/Qi2

Sujeto a: 4dm3/u.Qil+ 3dm3/u.Qi2 < 24000dm3

o 120000hu/ mes N 180000hu / mes

_ <150h/mes
Qil Qi2

Se expresan las restricciones como igualdades:

Adm3/uQil+ 3dm3/uQi2+ X1 = 24000dm3
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120000hu/ mes N 180000hu/ mes
Qil Qi2

+ X2 =150h/ mes

Se forma el Lagrangiano:

720000 , 410,000+ 0.375.0i2 + 22299 _ v 1(40i1+ 3Qi2 + X 1- 24000) - y 2122000 180000

L =360000+0.125.Qil1+ - -
Qil Qi2 Qil Qi2

+ X —~150hs)

Y se plantean las condiciones de Kuhn y Tucker:

1) OLIOQIL = 0125 $/u, Qi1+ 12200 _yg 44y p12000Mmes _
(Qi1) (Qi1)
540000 180000hu/m es _

2) 9L/Qi2 = 0.375 $/u. Qi2 + Y1.3+Y2

(Qi2)? (Qi2)?
3) AL/AY1= —4Qi1-3Qi2+ X1+ 24000 = 0

-120000hu/m es N -180000hu/m es

4) dL/oY 2 =
Qil Qi2

-X2+150hs =0

5) Y1<0
6) Y2<0
7) X120
8) X2=0
9) X1.Y1=0

10) X2.Y2=0

El cumplimiento de 9 exige X1=0 o Y1=0.
El cumplimiento de 10 exige X2=0 o Y2=0.

. Y1=0, Y2=0 cumple 5, 6, 9 y 10.

pe1: Qit= 22000 SU _ 0
0,125%/u
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. 540000 $u
De2 Qi2= |22 3 — 1900y
2 Q 0375%/u

De 3: X1=10800dm3 cumple 7.
De 4: X2=-50h/mes no cumple 8.

La interpretacion de esta alternativa es obvia: suponer que los costos marginales
de ambos recursos son nulos significa que para ambos, hay sobrante (no estan
saturados), por eso la solucion debe coincidir con la optimizacion sin restricciones.
Las cantidades de reordenamiento deberian cumplir con ambas restricciones.
Como hay sobrante de espacio pero se excede el tiempo disponible para emitir
ordenes, debe descartarse la alternativa. Es facil verificar en el grafico que el punto
que corresponde a optimizar sin restricciones pertenece a la region factible
determinada por la restriccion de espacio, no asi a la de tiempo: entonces no
pertenece a la interseccion de ambas y no puede ser solucion.

X1=0, Y2=0 Se cumplen 6, 7,9y 10.

720000 $us
0,125%$/u-Y1.4dm3

540000 $u
0,375$/u-Y1.3dm3

De 1: Qi1=\/

De 2: Qi2=\/

De 3: 4Qil+3Qi2 = 24000

Segun se ha explicado en 3.2.2.5 deberian tantearse valores negativos de Y1
(para cumplir 5) hasta hallar los valores de Qil y Qi2 que verifiguen 3. Queda a
cargo del alumno verificar que no existen valores negativos de Y1 que cumplen la
condiciébn y por lo tanto debe descartarse la alternativa. La explicacion es la
siguiente: con Y1=0 se obtuvieron Qi que no saturaban el recurso de espacio,
valores negativos de Y1 aumentarian el denominador de los radicandos, dando
menores Qi e incrementando en el sobrante. Obviamente, se podrian tantear
valores de Y1 positivos que lleven a Qi a que saturen el recurso. Esto no es valido
como solucion por no cumplir 5: se estaria en un punto de la recta correspondiente
a la saturacién del espacio, donde una curva isocosto es tangente a la misma, si
Se usa Menos recurso se pasa a una isocosto de menor valor (esto confirma que
es positivo), no es solucién optima la que satura el recurso.

X2=0, Y1=0. Se cumple 5, 8, 9y 10.
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. _ |720000 $u —Y.120000 hs.u.mes
Del: Qil=
0125%/u

540000 $u — Y .180000 hs.u.mes
0,375%/u

De 2: Qi2=\/

120000hu/ mes N 180000hu/ mes
Qil Qi2

De 4: =150h/ mes

Pueden resolverse estas ecuaciones repitiendo el mismo tanteo que se hizo en
3.2.2.3, la solucion aproximada es: Y2=-2,7$/h/mes Qil= 2889 u Qi2= 1654 u
El valor de Y2 cumple 6.

De 3: X1=24000dm3-4dm3/u.2889u —3dm3/u.1654u = 7477dm3 cumple 7.

La solucién hallada cumple todas las condiciones de Kuhn y Tucker (1 a 10), por lo
tanto es optima.

Se ha encontrado el punto de la hipérbola correspondiente a la saturacion de
tiempo disponible, en que una curva isocosto es tangente a ella: si se dispusiese
de mas tiempo se podrian ordenar Qi menores (mas proxiimas al éptimo sin
restricciones, recuerdese que en la restriccion las Qi estan en el denominador),
pasando a una isocosto de menor valor (por eso Y es negativo). Se ve, entonces
gue el menor costo posible se tiene para la saturacion del recurso tiempo y que,
alejandose de ese punto se tendria mayor costo. Por otra parte, el punto
determinado esta dentro de la region factible determinada por la restriccion de
espacio: hay sobrante de espacio y no se satura el recurso (su costo marginal es
nulo).

IV. X1=0, X2=0.

De 3: 4Qi1+3Qi2 = 24000

=150h/mes

- 120000hu/ mes N 180000hu/ mes
' Qil Qi2

De 4

Queda a cargo del alumno resolver el sistema de ecuaciones (0 sea hallar los
puntos de interseccion entre la recta y la hipérbola correspondientes a la
saturacion de ambos recursos) y comprobar que corresponden a:

IVa. Qil=974 Qi2=6700 Ivb. Qi1=4925 Qi2=1432

Si para cada uno de los puntos se reemplazan Qil y Qi2 en 1 y 2 queda un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que permite calcular Y1 e Y2.

Verifique el alumno que, para el caso IVa, se obtienen:
Y1=0,1333273 Y2=9,2323919. Debe descartarse por no cumplir con 5 ni 6.
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Y para el caso IVb:

Y1=0,0232351

Y2=-0,4814281. Debe descartarse por no cumplirse 5.
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