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1 Analisis Dimensional

1.1 Introduccion

analisis dimensional es un proceso mediante el cual se examinan las dimen-
siones de los fendmenos fisicos y de las ecuaciones asociadas, para tener una
nueva vision de sus soluciones.

A partir de este analisis surge la importancia que tienen el uso de distintos
parametros adimensionales. Las ventajas de ello son:

1. Reducir el niimero de variables

2. Dar una guia de como realizar experiencias sobre modelos a escala.

1.2 Objetivos

Identificar los parametros adimensionales importantes que describen un flujo
y la interacciéon del mismo con un cuerpo sélido.



1.3 Variables y Parametros

En general adaptamos algunas variables en el problema en estudio como variables
independientes. Las que habitualmente consideramos son las coordenadas del punto
considerado (z,y, z) y el instante ¢.

Existen algunas wvariables dependientes, o funciones de campo, que dependeran de
cada problema considerado.

En los problemas de mecédnica de fluidos tenemos generalmente:

v Velocidad

p Presién

p Masa por unidad de volumen

Se suelen tambin considerar algunas variables como pardmetros fisicos y otras como
datos del problema.

Ejemplos:

Parametros Fisicos:

e 4 viscosidad dindmica

e ¢ velocidad de propagacién del sonido

Datos:

L Longitud caracteristica

e [ Velocidad caracteristica

L presion de referencia

1.4 Magnitudes dimensionales y magnitudes adimensionales

Magnitudes Dimensionales son aquellas cuyos valores numricos dependen de las
escalas elegidas.

Las Magnitudes Adimensionales son en cambio independientes del sistema de unidades
adoptado.

Ejemplos de de cada una ellas son:



e aceleracion — dimensional

aceleracion
o T TTMITY
g

— adimensional

densidad — dimensional

. densidad
densidaddelagua

— adimensional

1.4.1 Unidades de medidas de base y unidades derivadas

Las diferentes magnitudes fisicas (¥, L, tiempo, masa, etc) estn vinculadas entre s
por relaciones determinadas. Sobre algunas de ellas, que denominamos fundamen-
tales, pueden adoptarse unidades de medida. Por ejemplo, en MKS, la longitud se
expresa en metros, el tiempo en segundos, . ... Las deméas magnitudes fisicas pueden
expresarse entonces en funcion de las fundamentales. Se distinguen entonces entre
unidades de medida fundamentales y unidades de medidas de magnitudes derivadas.
En la practica de mecéanica de fluidos de problemas de flujo incompresible, alcanza
con establecer las unidades de medida para 3 magnitudes fundamentales. Habit-
ualmente se adoptan:

e unidades de longitud
e unidades de tiempo

e unidades de masa

1.4.2 Foérmulas de Dimension
Las férmulas de dimension de toda magnitud fisica tiene la forma de un monomio
de potencias. En el caso de mecanica de fluidos, esta es en general del tipo:
L)'y
Un ejemplo de ello podria aplicarse en la siguiente ecuacion:
Ap = pgAz
MT 2L =ML LT % L



1.5 Teorema II de Buckingham

"Dada una ecuacion de k variables homegénea en forma dimensional, se puede
reducir a una relaciéon entre k — r productos adimensionales independientes, donde
r es el nimero minimo de dimensiones de referencia necesarias para describir las
variables.”
Es decir, dado

up = flug,us, ..., ug)

M, = (M, s, ..., IT_,)

Las consecuencias del teorema pueden apreciarse con un ejemplo. Sea Apy, la caida
de presién por unidad de longitud en un conducto bajo un régimen de escurrimiento
incompresible y laminar. Esta puede expresarse en funcion de las variables D, u, p ,
V', Didmetro, viscosidad dinamica, densidad y velocidad respectivamente. A priori
puede pensarse un problema de k = 5 variables. En el mismo hay 3 dimensiones
independientes ([L], [M], [T]. Con la aplicacién del teorema, se asegura que el
problema puede expresarse mediante una relacién entre k — r = 2 parametros
adimensionales.

Para la generacion de cada uno de los términos Il en un problema pueden seguirse
los siguientes pasos

1. Enumerar las k variables que aparecen en el problema. Debe incluirse cualquier
cantidad que participe en el fenémeno bajo investigacién. Estas podran ser
del tipo:

e geométricas.
e propiedades del fluido

e cfectos externos

y deben ser independientes. Por ejemplo si se hallan incluidas p y p no debe
incluirse v.

2. Expresar cada variable en términos de cada una de las » dimensiones bsicas.
Para flujo newtoniano, incompresible es comn utilizar » = 3, M, L, T.

3. El nimero de términos [Tesn =%k —r

4. Se elige un conjunto de r variables independientes en cuanto a sus dimen-
siones. (por ejemplo, no deben incluirse 2 variables que sean longitudes).

5. Un término II se forma aadiendo una de las variables restantes (por ejemplo
Um) a las r escogidas en el punto anterior

6. Se resuelve el problema algebraico:
([ul]al [UQ]a2 . [u,.}ar)[um]am — LOTOMO

7. Se repite hasta formar los n términos II



8.

Se expresa I} = O (I, I3, Iy, ..., Ix_,.)

Volviendo al ejemplo del calculo de la caida de presiéon en una caeria lisa, podemos
repetir cada uno de los pasos enunciados:

Se eligen u, p, U, Dy App. k=5.

.r=3, M, L, T.
. El nimero de términos Il esn =%k —r =2

1
2
3
4.
)
6

Se elige el conjunto de variables independientes: p, U, D.

. El primer término II sera funcién de (p, U, D)p.

. Se resuelve el problema algebraico:

([l [U]*2[D]**) )" = LOTM°

Ma1 L73a1 La2T7a2La3M1L71T71 _ LOTOMO

se tiene el sistema:
a1 +1=0

—3a1+as+a3—1=0
—a2—1=O

Resulta a; = —1, ag = —1, a3 = —1, = II; = [p] ' [{U]}[D]"'p = 1/Re
Por comodidad se adopta II; = Re pues el requisito sobre II; es que sea un
nimero adimensional.

15 se forma a partir de (p, U, D)Apy,

. Se resuelve el problema algebraico:

([l [U]*2[D]*)[Apr]t = LOTM°
Ma1 L—3a1 La2T_a2La3M1L_2T_2 _ LOTOMO

se tiene el sistema:
ay + 1=0

73a1+a2+a3—2:0

—a — 2= 0
App D
Resulta a; = —1, ag = —2, az3 = 1, = Iy = [p] ' [U]%[D]' Apr, = p(;
P

El término adimensional puede ser afectado por una constante adimensional,

. ApLD
entonces, para darle una forma mas frecuente: Iy = — B

3P



9. Se tiene finalmente II, = ®(II;)

AprD
L = B(Re)
3PU

La funcién ® puede provenir de datos experimentales. Para el ejemplo de la caeria
lisa, en el rango de 310% < Re < 10° la correlacién de Blasius es:

= 0.1582 % Re /4

Correlacion de Blasius
0.022

0.02 -

0.0181

0.016 -

0.014 -

Ap DA1/2)p U

0.012-

0.01 1

0.008 3 ‘4 S
10 10 10
Re

1.6 Problema propuesto

Una delgada placa de ancho w y alto h estd en posicién paralela a un flujo incom-
presible. Supdngase que el arrastre D que el fluido ejerce sobre la placa es funcién
de w y h, de la viscosidad y densidad del fluido y de la velocidad U del flujo que
se aproxima a la placa. Determinar un conjunto de términos Il apropiados para
estudiar experimentalmente el problema.

1.7 Numeros adimensionales

Segun los tipos de problemas existen distintos nimeros adimensionales asociados.
Sucede a menudo que, para el tipo de planteo presentado, es necesaria cierta ex-

periencia previa para incluir las variables que verdaderamente interesan y excluir
aquellas superfluas.



El planteo puede ser mas riguroso si se analizan las ecuaciones que rigen los fenémenos
en estudio. Por ejemplo, para un flujo incompresible newtoniano en 2 dimensiones
se tendra:

ou v,
dxr Oy
ou ou  Ou Op 1 u  0%u

a+u%+vafy—*%;+l/(w+aiy2)

@+u8_v+v@ —_@14_1/(@4_&)_
ot ox dy  Oyp ox? = Oy? g

Se define un conjunto de variables adimensionales. Para ello, deben elegirse canti-
dades de referencia para cada variable dimensional que aparece en la ecuacién.

U{jj L{x wlip  r{

Y

Luego, las variables adimensionales quedan:

* u % xT p** p
U= — ¥ = = =
U L —Po
U*:E y*:g o t
U L T
Luego,
ou  ouU
dr  Ox* L

Pu _ 3(%g) _Pw U
dx2 Oz dx* L’ Oz*2 L2

Las ecuaciones adimensionales quedan:

ow o
dzx*  Oy*
L ou* Lou* ou* Po . Op* v 0% 0%

(Tar "o TV T w2l T On) 5 T g

L  Ov* L Ov* LOv"  po  Op* v 0% 0% gL
o "o T ey Loy T o) G T o)~ ()

Los términos entre paréntesis son nimeros adimensionales que se forman y son

conocidos como: )
v 1 fzas.viscosas

)= — = Nu de R, 1ds.
(UL) Re fzas.inercia HHHero de Reynoids



L L X .G ti
(=) = Lt = fzas mer‘cza c?nvec s _ st Niimero de Strouhal, frecuencia
TU U fzas.inercia.local

de oscilacion adimensional

(%) _ Jzaspresion = FEu El nimero de Euler es de utilidad ante p y Ap
p
_ fzas.gravitacion 1

~ fras.inercia .
importantes en un flujo. (?]—2) = Fras.inercia = El nimero de Froude
se utiliza alli donde las fuerzas volumétricas debidas a la gravedad son importantes.
En Flujos con superficies libres en canales, barcos.
Otro nimero muy utilizado, que aparece en flujos compresibles y no puede deducirse
de Navier Stokes, es el nimero de Mach, Ma = U/c donde ¢ es la velocidad del
sonido a la temperatura del flujo. Podemos resumir un conjunto de ecuaciones de
las que pueden derivarse niimeros adimensionales:

- conservacion de la masa
- conservacién de la cantidad de movimiento

conservacion de la energia

funcién de estado (termodindmica) p, p.

Ley de Fourier (calor).

1.7.1 Otras cantidades adimensionales tipicas

Fp T
Cp=+——— Cr=—>—
P LA " IpU?Ry
(Fuerza) (Torque)
Tw quwl
C = — N =
I 102 YT AT
(friccion) (Calor)
Donde: Fp : fuerza de arrastre Ay Area frontal T : Torque Ry :
Tw : tensién de corte en la pared Nu : Numero de Nusselt Qw : flujo de
calor en la pared A @ coeficiente de conduccion del calor



2 Semejanza

Con las herramientas del andlisis dimensional pueden establecerse criterios de se-
mejanza, muy utiles a la hora de realizar experimentos. En efecto, los prototipos de
flujos que se disean y estudian -por ejemplo en una valvula de muy grandes dimen-
siones, en turbinas hidraulicas, en autos, en la circulacién sanguinea, etc- tienen a
menudo condiciones geométricas o fisicas que dificultan su ensayo desde un punto
de vista técnico.

Es posible llevar estas condiciones de flujos reales a condiciones de laboratorio més
manejables. Para ello, la condicion de semejanza es que los nimeros adimensionales
que gobiernan las leyes del fenémeno en estudio de un prototipo deberan ser los
mismos que en un modelo de laboratorio. En simbolos: I1,,; = 1I,,.

La condicion de semejanza asegurard semejanza geométrica, cinematica y dindmica,
esto es:

- Semejanza Geométrica: Modelo y prototipos son semejantes, uno es la es-
cala de otro. Esta relacién deberd respetarse también en el caso de valores
rugosidad, radios, etc.

- Semejanza Cinemética: Las lineas de corriente W son iguales y la razén entre
los moédulos de velocidad entre prototipo y modelo debe ser constantes en
todo el campo.

- Semejanza Dindmica: La razén entre los médulos de las fuerzas presentes en
el flujo del prototipo y del modelo debe ser constantes en todo el campo.

2.1 Ejemplo

Se piensa realizar pruebas en un modelo para estudiar el flujo a través de una gran
vdlvula que tiene una seccion de entrada de 24 pulgadas de didmetro permite el
paso de agua a un caudal de 850 l/s. El fluido de trabajo y su temperatura en el
modelo es el mismo que en el prototipo. Entre el modelo y el prototipo hay completa
semejanza geométrica y el diametro en el modelo es de 3 pulgadas. Determinar el
caudal requerido en el modelo.

Solucién: Para asegurar semejanza, es suficiente aqui que Re,, = Re,.

10



HUm;UpD:L ,
A, mD2 o
A, D2

D, 3
Qm = QpD—p = ﬂ8501/s = 106.251/s

2.2 Ejemplo

Se busca conocer a partir de las experiencias hechas sobre un modelo, el arrastre
(Drag) sobre un auto prototipo. Como ejercicio adicional puede verificarse la 0b-
tencion de 11y, Il Solucién:

D:f(U7L7p7ILL)

Fp
H1 = Re H2 = CD —_—_—
2PU Ay
- CD = f(Re)
Si usamos en el tinel de viento aire atmosférico { Zm i Z P
m = Hp
UnDy  UpD,
VUm U
Up
Un = sy

SR la relacion de escala geométrica no debe ser muy pequeo ya que ante una U,
grande la U,,, — ¢ con lo que parecen efectos de compresibilidad.
C'Drn = CDp

().~ ()
%pU2Af m %pUzAf »

U, \* (4y)
D, -D, _P) P D, = Dy(SR)
g (Um (A7), ?
~ D, = Dn,

2.3 Ejemplo

La resistencia al avance en barcos puede calcularse descomponiendo la parte del
drag por friccion y la parte debida a la accion de las olas.

D=D,+ Dp

D = f(U7L7p7,U/7g)

11



. , . . D U
Se trabaja con 3 ntmeros adimensionales: Rej, Cp =

- = Fr—___
$pU2L? " VgL
Cp = f(RG,FT’)

Froude supuso (y luego verific6 en forma experimental) que D,, vy Dp estdn de-
sacoplados siendo D, (Fr) y Dr = f(Re). De modo que:

Dy, €
m - (CD)placaplana (Re7 E)
Dp
U024, (€D) froude (F7)

A,: area mojada del barco

Mostrar que no es posible una similitud total entre modelo y prototipo para este
problema
Calcular:

(a) Uy
(b) Dy

(¢) Potencia consumida

Con datos:
L,=100m SR=1/50 Vi =1lm/s Dy =266N (Ay)m = 0.9m?
pm = 1000K g/m? pp = 1030K g/m?
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