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1. Desarrollo del trabajo Practico - Ejercicios

1.1. Parte A

Sea X (n) un proceso autorregresivo de orden 1, X(n) = aX(n) + W(n), se
pide simular:

. E[X]
= Ry[k]
= Sxlw]
= fdp

para distintos valores de a(—0,9,0,1 y 0,98)
Sea un proceso autorregresivo de primer orden dado por

X(n)=aX(n—1)+W(n)

donde W es ruido blanco, la transferencia del sistema estd dada por

X(z 1
H(z) = W((z)) T 1_ax!
Por lo que
H(2)” = H(Z)H(%) T 1_a2 —1a(z + 1) T1_a2 —12acos(w)

de lo cual se extrae, siendo Sx(w) = <7‘2,V|H(z)|2

2
Ow

T 12— 2a cos(w)

se calcula su autocorrlacién Rx como la antitransformada de Sx (w)

K|
5 a

RBx=owi—pa

Luego se procede a simular con el Matlab:
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1.2. Parte B
1.2.1. Analisis de un proceso ARMA

En esta oportunidad se analizard la diversidad de filtros que se pueden gener-
ar utilizando un filtro ARMA.

Introduccién:
Sea un filtro autorregresivo de orden N, la ecuacién en diferencias que lo
describe es:
X(n)=a1-X(n—1)4a2-X(n—2)+...4+an-X(n—N)+W(n)

Donde W (n) es la senal de entrada. Aplicando la transformada Z a ambos
miembros de la ecuacién se determina la funcién del sistema correspondiente:

X(z)(1—ar-2 —as-z2—...—ay -2 V) =W(2)
Han(2) :
zZ) =
AR l—ay-z7t—ag-272—...—ay -2~ N
SN
Hagr(z) = P B B ROC' : |z| > Ppas

Es decir, un filtro autorregresivo de orden N coloca N ceros en el origen y
distribuye N polos en el plano z segun los valores de los coeficientes ai. Py,q, €8
el polo de médulo mayor.

Ahora analicemos por un momento un filtro moving average de orden NV, el
cual se describe por la ecuacion en diferencias:

Y(n)=X(n)—a1-X(n—1)—az-X(n—2)—...—any-X(n—N)

Nuevamente, tras transformar ambos miembros de la ecuacion, se despeja la
funcién de sistema asociada.

Y(Z):X(Z)(I*bl'271*52'2727...76N~27N)
N_y3 .N-1_3 . N-2 _ _
Haa(z) = = b2 E?V : = poe |z >0

Esto significa que un filtro moving average coloca N polos en el origen y N
ceros distribuidos en el plano z de acuerdo a los coeficientes b;.
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Win) Hin Tin
| (n) ()

AR (N) MA(N)

w

Mediante la conexién en cascada de ambos filtros, se puede obtener un filtro
con la siguiente funcién de transferencia.

Hrp(z) = Har(2)Hpa(2)

Ho(2) 2N 2N 2Ny N2 by
T\%) =
2N —qp 2N-1 gy 2N-2_ —apn N
N N-1 N-2
zV —b -z —by -z —...— by
Hr(z) = ROC : |z| > Prax
N N—1 N—2
z7 —ay 2 — a2 —...—an

Como conclusién se puede ver que asignando valores adecuados de bi y ai,
se puede obtener cualquier tipo de configuracion de filtro.
Filtros:

Ahora se mostrardn ejemplos de implementaciones de filtros con sus corre-
spondientes ecuaciones en diferencias.

Pasabajos

Colocando ceros en z = —1 se obtiene un pasabajos. Esta configuracion
puede obtenerse con un filtro ARM A(1,1), aunque también con un filtro moving
average de orden 1. Se muestra a continuacién el diagrama de polos y ceros y
su densidad espectral de energia:
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Densidad espectral de energia

Diagrama de polos ¥ ceros

Frecuencia Re(z)

Ecuacion MA(1) : Y(n) = X(n) + X(n—1)
Pasaaltos:

Colocando ceros en z = 1 se obtiene un pasaaltos. Esta configuracién puede
obtenerse también con un filtro ARMA(1,1), aunque tambien con un filtro
moving average de orden 1. Nuevamente se muestran los graficos asociados a
este filtro:
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Densidad espectral de energia Diagrama de polos y ceros
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Frecuencia Re(z)

Ecuacién MA(1): Y(n)=X(n) — X(n—1)
Notch Filter

La implementacién de este filtro se realizé con un filtro ARM A(2,2) para
generar polos y ceros complejos conjugados y eliminar una ”banda”que no sea
z =1 ni z = —1 correspondientes a las bajas frecuencias y las altas respectiva-
mente.

Los graficos de la implementacién se muestran a continuacién:
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Dengidad espectral de energia Diagrama de polos y ceros

o8-

Arnplitud

06

L Rttt S St

] T e SRS S S
o 1 1 1 1 1 1 a5 I I I I 1 |
i} 1 2 3 4 ) B 7 -1.5 1 0.5 0 0s 1 15

Frecuencia Reiz)

Ecuacién AR(2) : Y(n) = —0,99X (n — 2) + W(n)

Ecuacién MA(2): Y (n)=X(n)+ X(n—2)

Los polos se ubicaron muy cerca de los ceros, de manera de que se compense
su efecto para frecuencias alejadas a las del cero.
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1.2.2. Ejercicio 2

Wy 3

Tin)
AR (N) % ?

1) Defina el bloque designado como é&”de tal manera que Y (n) = W(n)

Segun lo analizado en las hojas anteriores el filtro inverso es un filtro moving
average con sus coeficientes b iguales a los coeficientes a del filtro autorregresivo.

2) Halle la expresion de Rxy (k) en un proceso MA de orden 1.

Para hallar el valor de la correlacién cruzada Rxy, se supone que el sistema
es FSA y se realiza el célculo por definicién:

Rxy(k)=E[X(n)Y(n+k)]=E[X(n)(X(n+k)+bX(n+k—1))]

Rxy (k) = E[X(n)X (n + k)]+bE[X(n)X (n+ k —1)] = Rxx (k)+bRx x (k—1)

En la siguiente grafica se puede apreciar la autocorrelacién para distintos val-
ores de a, donde se simulo con M (100) realizaciones de un proceso de N(1000)
muestras de ruido blanco:

bl =0.5

U
992 994 996 988 1000 1002 1004 1006
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bl =-0.9

0B 4

I I | L I I L
992 994 996 958 1000 1002 1004 1008 1008

Para un filtro moving average de orden N, la correlacién cruzada Rxy (k)
resulta:

N
Rxy (k) = Rxx(k) + ) biRxx (k — i)

i=1
3) Si X(n) es ruido blanco, halle:

= E[Y(n)]
» Ry (k)
= Sy(w)

Esperanza:
Sea H(w) la respuesta en frecuencia del filtro moving average

E[Y (n)] = [H(w)PE[X(n)] = [H(w)]?0=0

Es inmediato, porque la media de X (n) = 0.

Autocorrelacion:

Para hallar esta funcién, se extendera el resultado a un filtro M A de segundo
orden:

Ryy (k) = E[Y(n)Y (n+ k)]
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TP N°4 15

Ryy(k) = E[(X(n) + byX(n—1) + by X(n—2)) (X(n+k) + by X(n + k — 1) + by X (n + k — 2))]
Ryy(k)=E[X(n) + X(n+k)]+b [E[X(n) + X(n+k— 1]+ E[X(n+k)+X(n—1)]]+...
oo+ [EX(n—-2)+ X(n+E)]+E[X(n)+X(n+k-2)]]+...
b [E[X(n 1)+ X(n+ k-2 +E[X(n—2)+X(n+k—1)]] +...
A BEX(n— 1)+ X(n+k—-1D]+bBE[X(n—2)+ X(n+k—2)]
Haciendo factores comunes, la expresién resulta:

Ryy(K) = Ryx(K)(1+b] +b3) + (Rxx (K + 1)Rxx (K — 1)) (b1 (L +b2)) +...

oo+ (Rxx(K+2)Rxx(K— 2)) b

Para el caso en que X (n) es Wy, se deberd reemplazar Rx x(K) = ond(k) .
Nuevamente se muestra la simulacién asociada para by = 0,54 y by = —0,3:
Rxvy(K)

0.8 B

0.6 B

0.4 B

0.2r B

N2F .

1 1 1 1 1 1 1
952 934 956 938 1000 1002 1004 1006 1008
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Ryy(K)
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Densidad espectral de Potencia:

Haciendo la transformada de Fourier de la Autocorrelacién del filtro se ob-
tendra:

Sy (w) = F[Ryy(K)] = Sx(w) [(1 + b3 4 02) + (79 4 e7I9) (b1 (1 + by)) + (e72 + e‘jgw)bg}

Para el caso en que X (n) es Wy, se deberd reemplazar Sx(w) = oy .
La simulacién para by = 0,5 y b = —0,3 arroja:

248 T T T T T T T

0ar B

1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 GO0 BOO 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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2. Anexol

A continuacién se presentan los programas en Matlab mencionados en este

informe.

2.1. Parte A

close all;
clear all;

M=100;
N=1000;

%ruido blanco gausiano
WNi=randn(M,N) ;

%ruido blanco uniforme
WN2=rand (M,N) *sqrt (12) ;
WN2=WN2-sqrt (12)/2;
%parametro ’a’

a=input (’ingrese a: ’);
%AR (1)

A=[1 -a];

B=[1 0];

for (i=1:M)
X1(i,:)=filter (B,A,WN1(i,:));
X2(i,:)=filter(B,A,WN2(i,:));
end;

Exl=mean(X2’);
Ex2=mean(X2’);

%Media Ex
Exl=mean(Ex1)
Ex2=mean (Ex2)

%Calculo de Rx

Rxl=zeros(M,2*N-1);

Rx2=zeros (M, 2*N-1) ;

for (i=1:M)
Rx1(i,:)=xcorr(X1(i,:),’biased’);
Rx2(i,:)=xcorr(X2(i,:),’biased’);

end;
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Rxl1=mean(Rx1);
Rx2=mean (Rx2) ;

%Calculo de Sx
Sx1=fft (Rx1);
Sx2=fft (Rx2);

%Graficos

figure

subplot(1,2,1);

plot (Rx1);

title(’Rx para ruido blanco Gausiano’)
subplot(1,2,2);

plot (Rx2);

title(’Rx para ruido blanco Uniforme’)

figure

subplot(1,2,1);

plot(abs(Sx1));

title(’Sx para ruido blanco Gausiano’);
subplot(1,2,2);

plot(abs(Sx2));

title(’Sx para ruido blanco Uniforme’);

figure

bins = ceil(sqrt(N));  Numero de bins a utilizar en el histograma
subplot(1,2,1);

histo(mean(X1) ,bins)

title (’FDP para WN ruido blanco gausiano’)

subplot(1,2,2)

histo(mean(X2) ,bins)

title (’FDP para WN ruido blanco uniforme’)

2.2. Parte B
2.2.1. Filtros.m
S

%E1 presente Script aborda la implementacion de filtros de distintos
%tipos utilizando filtros autorregresivos y filtros moving average

%Pasabajos
B= [1 1];
A= [1 0];

[HLP WLP]= freqz(B,A,256, whole’);
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hold on;

subplot(1,2,1)

plot (WLP,abs (HLP) . 2)

xlabel (’Frecuencia’);
ylabel(’Amplitud’);
title(’Densidad espectral de energia’);
subplot(1,2,2)

hold on;

plot(-1,0,’0?)

plot(0,0,°x’)

xlabel(’Re(z)’);

ylabel(’Im(z)’);

title(’Diagrama de polos y ceros’)

figure;

%Pasaaltos

B= [1 -1];

A= [1 0];

[HLP WLP]= freqz(B,A,256, whole’);
hold on;

subplot(1,2,1)

plot (WLP,abs (HLP)."2)

xlabel (’Frecuencia’);
ylabel (’ Amplitud’);
title(’Densidad espectral de energia’);
subplot(1,2,2)

hold on;

plot(1,0,%0’)

plot(0,0,°x’)

xlabel(’Re(z)’);

ylabel(’Im(z)’);

title(’Diagrama de polos y ceros’)

figure;
%Notch Filter
B= [1 0 1];

A= [1 0 .99];

[HLP WLP]= freqz(B,A,256, ’whole’);
hold on;

subplot(1,2,1)

plot (WLP,abs (HLP)."2)

xlabel (’Frecuencia’);

ylabel (’Amplitud’);

title(’Densidad espectral de energia’);
subplot(1,2,2)

hold on;
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plot(0,1,%0’)

plot(0,-1,%0")

plot(0,0.99,’rx’)
plot(0,-0.99,°rx’)
xlabel(’Re(z)’);

ylabel(’Im(z)’);

title(’Diagrama de polos y ceros’)

2.2.2. MAverage.m

%E1 presente script aborda el analisis de las funciones de
%autocorrelacion y correlacion cruzada para un proceso MA(2) a su vez
%como tambien ilustra las DD.EE.PP.

N= 1000;

M=100;

bl = input(’Ingrese el valor de "bl": ’);
b2 = input(’Ingrese el valor de "b2": ’);

= [10 0];
B= [1 bl b2];
X = randn(M,N);
Y = zeros(M,N);
R = zeros(M,2%N-1);

%Filtrado

/A——

for(i=1:M)

Y(i,:) = filter(B,A,X(i,:));

end

%Funciones de Correlacion

%Correlacion cruzada
for(i=1:M)
Rc(i,:) = xcorr(Y(i,:),X(i,:),’biased’);

end
%Autocorrelacion
for(i=1:M)
Ra(i,:) = xcorr(Y(i,:),’biased’);
end

Cc =mean(Rc);
Ca =mean(Ra);

stem(Cc)
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figure
stem(Ca)

#Densidad Espectral de Potencia
figure
plot(abs(fft(Ca)));
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