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1. Desarrollo del trabajo Practico - Ejercicios

1.1. Parte A

Sea un sistema LTT descripto por la ecuacién en diferencias:

X(n)+X(n—a)

Y(n) = o

El cual es aplicado a un proceso aleatorio de ruido blanco. El mismo es
estacionario en sentido amplio y tiene las siguientes caracteristicas:

» Rxx(k)=E[X(n) X(n+k)]=o0c%-0(k)

Se pretende obtener, para el proceso Y (n), las funciones de autocorrelacién
y densidad espectral de potencia.

Media

ElY(n)] = E X(n)+X(n—a) _ 1

[E[X(n)] + E[X(n - a)]

Y como tanto X (n) como X (n — «) son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con media nula: E[Y (n)] =0

Autocorrelacion:

X(n)+ X(n1 —a) X(n2) + X(na — )

Ryy(nl, ng) = E[Y(nl)Y(ng)] =F

Como el operador esperanza es lineal, se realiza la distribucién del producto
y se aplica el operador a cada uno de los sumandos:

Ryy(ni,ng) = % [E[X(n1) - X(n2)] + E[X(n1) - X(ng — )] + ...

.+ E[X(ng) - X(n1 —a)l+ E[X(n1 —a) - X(ne — )]
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Suponiendo que el proceso es estacionario en sentido amplio, se realiza el
cambio de variable no = nq + k , y se continua trabajando sobre la expresién:

1
a2

Ryy (k) = — (E[X(n)-X(n+k)]+EX(n)-X(n+k—a)...

L FEXn+Ek)- X(n—a)|+ EX(n—a) - X(n+k—a))

Puede observarse que en esta ultima expresién aparece E[X (n) - X(n + k)]
que es la autocorrelaciéon de X (n). De esta manera, resulta:

1
Ryy(n) = 2 [Rxx(k') +Rxx(k—a)+ Rxx(k+a)+ Rxx(k)]
Como Rx x (k) = o% - 9(k) , la autocovarianza resulta:

Ryy (k) = 2—% [26(k) + 6(k — a) + 6(k + a)]

Esto significa, que para un instante n dado, X (n) sélo estd correlacionado
con el valor del instante anterior y el siguiente.

Densidad espectral de potencia:

La densidad espectral se calcula aplicando la transformada de Fourier a la
funcién de autocorrelacién.

Syy (w) = F[Ryvy (k)]

Por propiedades elementales de la transformada de Fourier de tiempo dis-
creto:

Syy (W) = (%)2 (2= e 790 _ (i%) = 9 (‘%)2 [1 + cos(Qa)]

Se ve entonces que la forma de la D.E.P. depende directamente del valor de «.

Simulacién en Matlab:

Para la simulacién del proceso se genera un arreglo de M realizaciones del
proceso estocdstico X (n). A continuacién, para cada realizacién se realiza el
filtrado utilizando la funcién filter(B,A,X), donde los vectores B y A son
tales que corresponden a la ecuacién en diferencias:

A(1)-Y(n)=B(1)-X(n)+B(2)- X(n—1)+...+Bng+1)- X(n—np) —...

CAQ) Y(n—1)—...— Alna+1)-Y(n—na)
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Luego de filtrar cada una de las realizaciones de X (n), se le calcula la fun-
cién de autocorrelacion sesgada a cada una de ellas. Finalmente se obtiene un
promedio entre las M funciones de autocorrelacién para obtener una funcién
mas parecida a la ideal.

1M
Rx,, = — E Ry,
M M ¢ 2
=1
En el siguiente grafico se muestra la funcién de autocorrelacion para o = 1:

Funcion de autocorrelacion para alfa= 1
25 T T T T T T T

| 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Muestra
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Realizando una ampliacién sobre la zona central para observar la funcién de
autocorrelacién para valores cercanos al corriente:

Funcion de autocorrelacion para alfa =1 Densidad espectral de potencia para alfa =1
25 T T T T 6 T T T T T T
2k o g
15 E
R, )
1+ oo g -
05k e
0
a5 1 1 1 1 1
5 0 5 10 0 1 2 3 4 5 B
Muestras Frecuencia

Se pueden observar las 3 deltas correspondientes a los valores k =0, k =« y
k = —a. También se puede apreciar en la D.E.P la presencia de a ceros ubicados
en forma equidistante.
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A continuacién se muestran los graficos correspondientes a distintos valores
de a:

Funcion de autocarrelacion para alfa= 2 Densidad espectral de potencia para alfa= 2

06 T T T T T T 1.4 T T T T T T

osf o] T

04 T

01F B

_D. 1 1 1 1 1 1 1 1 D 1 1 1 1 1 1
5 4 2 0 2 4 B 0 1 2 3 4 5 5

hWuestras Frecuencia
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Funcion de autocorrelacion para alfa= 5

0.08 - o

0.05
0.05F+
R, )
0.04 - [o] [o]
003

0.02r

0o E

L.

|
-10 A i}
Muestras

Densidad espectral de potencia para alfa=15

0.25

02t

0.15

5, )

IRN

0.05 -

Frecuencia
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a=10
Funcion de autocaorrelacion para alfa =10 Densidad espectral de potencia para alfa =10
T T T DDE T T T T T
0.0 - o b
0018 - B
0.05 -
0016 - B
0014 - B 004
0012 - B
0.0k o o . 0.03
R, () Sy(w)
0.008 - B
0.02 -
0.005 - B
0.004 - B
0.01 -
0.00% - B
D | | | | |
-40 =20 a 20 40 a 1 2 3 4 =3
Muestras Frecuencia
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1.2. Parte B

Sea un sistema LTT descripto por la ecuacién en diferencias:

El cual es aplicado nuevamente a un proceso aleatorio de ruido blanco. El
mismo es nuevamente E.S.A.; con media nula y varianza unitaria.

Se pretende obtener, para el proceso Y (n), las funciones de autocorrelacién
y densidad espectral de potencia.

Media

E[Y(n) =E - - é

[E[X(n)] - E[X(n — )]

Y como tanto X (n) como X (n — «) son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con media nula:E[Y (n)]

Autocorrelacion:

X(ny)— X(n1 —a) X(n2) — X(ng — )

Ryy(’l’Ll, ’I’LQ) = E[Y(’I’Ll)Y(’n,g)] =F

Como el operador esperanza es lineal, se realiza la distribucién del producto
y se aplica el operador a cada uno de los sumandos:

1
a2

Ryy(ni,n2) = 5 [E[X(n1) - X(n2)] = E[X(n1) - X(n2 — )] + ...

.= E[X(n2) - X(n1 —a)]+ E[X(n] —a) - X(ny — a)]]

Suponiendo que el proceso es estacionario en sentido amplio, se realiza el
cambio de variable no = nq + k , y se continua trabajando sobre la expresién:

Ryy (k) = % (E[X(n)-X(n+k)]—EX(n)-X(n+k—a)...

—EX(n+k)- X(n—a)| + E[X(n—a) - X(n+k—a)])

Puede observarse que en esta tltima expresién aparece E[X(n) - X(n + k)]
que es la autocorrelacién de X (n). De esta manera, resulta:
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Ryy(n) = % [Rxx(k) —Rxx(k— a) —Rxx(k—l—a) +Rxx(k)]

Como Rxx (k) = 0% - d(k) , la autocovarianza resulta:

Ryvy (k) = 2—% [20(k) — 6(k — @) — 8(k + a))

Esto significa, que para un instante n dado, X (n) sélo esté correlacionado
con el valor del instante anterior y el siguiente.

Densidad espectral de potencia:

La densidad espectral se calcula aplicando la transformada de Fourier a la
funcién de autocorrelacion.

Syy(w) = F[Ryy (k)]

Por propiedades elementales de la transformada de Fourier de tiempo dis-
creto:

Syy (w) = (%)2 (2- e IS _ ejno‘) =2 (%)2 [1 —cos(Qa)]

Se ve entonces que la forma de la D.E.P. depende nuevamente del valor de a.

Simulacién en Matlab:

Se procede de la misma manera que en el punto anterior, pero para esta
oportunidad, los vectores que ingresan a la funcién filter cambian en un signo.
Nuevamente se realiza un promedio sobre las funciones de autocorrelacion de
las M realizaciones para dar lugar a una tltima funcién de autocorrelaciéon con
bajo efecto de borde.

Se grafican a continuacién las funciones de autocorrelacién para los distintos
valores de a:
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a=1
Funcion de autocorrelacion para alfa =1 Densidad espectral de potencia para alfa = 1
25 T T T 6 T T T T T
2r fo) _
5 -
151 4
1+ . s
R, [m)
ki
05 1 5w
3F
0
05 T 2F
RS -
1k
1Ak B
_ 1 1 1 D 1 1 1 1 1
-10 5 0 ] 10 ] 1 2 3 4 5
huestras Frecuencia
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a=3
Funcion de autocorrelacion para alfa =3 Densidad espectral de potencia para alfa=3
03 T T T 07 T T T T T
025 B
o 06 F
02k E
015 - 05r
01F E
04r
0.05 - 4 Sy(w)
R, (w)
i o3t
]
005+ E o2k
01k B
RN
015 E
_Dz 1 1 1 D 1 1 1 1
-10 5 0 5 10 ] 1 2 3 4 5
Muestras Frecuencia
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a=10
Funcion de autocorrelacion para alfa =10

0.03 T 0.08

0.025 E
0.05

002 - o] B

0015 B
0.04

001 - E

S, )
R, )
0.00s B 0.03
0
0.0z
-0.005
0.01

0.01

-0.015 E
0.02 - ]

-50 ] a0

Muestras

Densidad espectral de potencia para alfa =10

1 2 3 4
Fracuencia

m

Se observa la presencia de ceros en la densidad espectral de potencia asoci-

ada a el sistema diferenciador.

Andlisis en el dominio transformado:

La razén de la presencia de los ceros en las DD.EE.PP. se asocian tras
analizar la funcién de sistema correspondiente a cada uno de los sistemas.

X(n)+X(n—a)

Y(n) = 5
o= XL+ 00

Y(2) = ~X(2) [1+277]

«
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Como se ve, la presencia del término [1 + z_a] indica que se producen ceros
para los valores:

2r+ 1w
a

z=e¢7? con Q= con r €z

Lo mismo ocurre para el sistema diferenciador, solo que los ceros estaran en:

. 2mr
z2=e¢7? con Q=" con re”
«
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1.3. Parte C

Sea una variable aleatoria
Z(t) = X(t) cos(wot) + Y (t) sin(wot)
con X (t) e Y(t) ruido blanco, calular Rzz y Sz(w).

Como X (t) e Y(t) son ruido blanco, tienen media mx = my = 0 y varianza

2 2 :
0% Y 0y respectivamente.

Ryzz = E[Z(t1)Z(t2)] = E[X (t1)X (t2) cos(wot1) cos(wota) + Y (¢1)Y (t2) sin(wetq) sin(weta) + - - -

<4 X(#1)Y (t2) cos(woty ) sin(wete) + Y (t1) X (t2) sin(wety) cos(wota)]

v dado que la esperanza es un operador lineal, y la esperanza de una con-
stante es la misma constante, se tiene

Rzz = E[X (t1) X (t2)] cos(wot1) cos(weta)+E[Y (t1)Y (t2)] sin(wotq ) sin(wyta)+- - -

<o+ E[X(t1)Y (t2)] cos(wety) sin(weta) + E[Y (1) X (t2)] sin(w,ty) cos(wota)

Donde por definiciéon E[X(t1)X(t2)] = Rxx v E[Y(t1)Y (t2)] = Ryy, v
E[X(t1)Y (t2)] = E[Y (t1)X (t2)] = 0 ya que al ser X e Y variables independi-
entes, F[XY] = E[X]|E[Y] = 0 en este caso ya que mx = my = 0 por ser ruido
blanco.

Por ser ruido blanco también se tiene que Rxx = 0%6(7) y Ryy = 0%3.(7).

Con estas relaciones y reescribiendo los términos de cosenos y senos en fun-
cién de 7 = t; — t9 se obtiene

cos(woT) = cos(wy(ty + ta))
2 2

cos(woT) B cos(w,(t1 + t2))

Rxx = 0%5(7’) 5 5

}+032/5(7') {

Por lo que, si 0% = 0% = 02,

Rxx (1) = 0%0(T)
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1.4. Parte D

Considere el siguiente sistema LTI

Nun)

X(n) h(n) —— Y(n)

donde X (n) y N(n) son procesos ESA descorrelacionados entre si. La vari-
anza de N(n) es 0% y la de X (n) es 0%

1 Hallar la funcién de autocorrelacién del proceso Y (n)

2 Defina el error e(n) = Y (n) — X(n). Determine la autocorrelacién de e(n)

3 Si h(n) =a-d(n), elija el valor de a que minimice la varianza de e(n)

1.4.1. Funcién de autocorrelacién del proceso Y (n)

Sea Y(n) = (X(n) + N(n))«xh(n) y considerando que se trata de un sistema
LTI, se define:
Syy(w) = [Sxx(w) + Syn ()] - [H(w)|* = Sxx (@) [H(w)[* + Syn(w) [H(w)[?

Con Syn(w) = .
Por otra parte

Ryy (k) = F'[Syy (w)]

= Ryy (k) =F ' [Sxx(w) [Hw)]?] + F ' [Syn(w) [Hw)]*] = -

= F 7 [Sxx(w) H(w) H (w)] + oR F ' [H(w) H (w)] = -+
n = Rxx (k) x (k) = h* (—k)] + o3rh(k) * h*(—k)
1)
La igualdad plateada en (1) surge de:

H(Q) =) h(k)e 7"

H*(Q) =Y h*(k)e! " = F ' [H* ()] = h*(~k)

Procesos Estocasticos 1.er cuatrimestre 2007
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1.4.2. Calculodee=Y — X

Sea

se define

Ree(k) = Ele(n)e(n+ k)] =E[Y(n) — X(n)Y(n+ k) — X(n+ k)]
Rec(k) = E[Y (n)Y (n+k)|—E[X (n)Y (n+k)|—E[Y (n) X (n+k)|+E[X (n) X (n+k)]

Ree(k) = E[Y ()Y (n + k)] — 2B[X ()Y (n + k)] + E[X(n)X (n + k)]

= E[X(n)Y (n+ k)] = E[X(n) + i (X(n+k—1)+Nn+k—1)hl) =

l=—0c0

=EXn)Yn+k)=F

i X(n)*X(n—&-k:—l)—i—N(n—i—k—l)*h(l)] =
l=—00

=F

i (X(n)*X(n—l—k;—l)—&—X(n)*N(n—i—k—l))*h(l)] =
l=—00

o0

= EX()Y(n+k)]= > h(l)*(Rxx(k—1))

l=—0c0

Finalmente

Ree(k) = Rxx (k) + Ryy (k) — 2 i h(l) * (Rxx (k —1))

l=—00
1.4.3. Calculo de varianza de e(n)
Si h(n) = ad(n) entonces la autocorrelacién calculada en el inciso anterior

se puede expresar de la siguiente manera:

Ree(k) = Rxx(k)+Ryy(k)72 Z a(;(l)*(Rxx(k*l)) = RXx(k)+Ryy(k)72aRxx(k)

l=—00

Dado que VAR(e) = Re.(0) se calcula
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VAR(€) = Ree(0) = Ryy (0)+VAR(z)—2a VAR(x) = a*(1+V AR(z))—2a V AR(x)+V AR(x)

Se deriva VAR(e) respecto de a y se iguala a 0 para obtener el minimo de
la funcién:

2a(1 + VAR(z)) — 2VAR(z) = 0

_ VAR()
T 1Y VAR(z)

Se concluye que a debe tomar dicho valor para minimizar la varianza de e(n)
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2. Anexol

A continuacién se presentan los programas en Matlab mencionados en este
informe.

hold off;

clear;

clc;

N=10000

M=100;

alfa = input(’Ingrese el valor de alfa’)

X=randn(M,N) ;

F=zeros (M,N)

B=zeros(1,alfa+1);

A=zeros(1,alfa+1);

B(1)=1;

B(alfa+1)=1;

A(D=1;

for(i=1:M)
F(i,:)=filter(B,A,X)

end
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%E1 presente script de Matlab es la implementacion de un filtro
% de potencia generado a partir de un diferenciador.

hold off;
clear;
clc;

N=5000;
M=100;
alfa =
X=randn(M,N);

F=zeros (M,2*N-1);

B=zeros(1,alfa+1);
A=zeros(1,alfa+l);
B(1)=1;
B(alfa+1)=-1;
A(D=1;
Z=zeros(1,alfa);

input (’Ingrese el valor de alfa:

”)

#Muestras del proceso de W.N.
#Realizaciones del proceso de W.N.

%Se generan las M realizaciones
%del proceso de ruido blanco de
%longitud N cada una de ellas

%Se generan los vectores que
%Permiten utilizar la funcion
%Filter, de acuerdo a la ecuacion
%en diferencias que describe

%al filtro.

%Vector de condiciones iniciales.

%A continuacion se filtra y se computa la autocorrelacion sesgada para cada

%realizacion del proceso X(n)
for(i=1:M)

F(i,:)=xcorr(filter(B,A,X(i,:),Z)/alfa,’biased’);

end

%Se obtiene el promedio entre las M funciones de autocorrelacion

Y=mean (F) ;

plot(-N+1:1:N-1,Y)

title([’Funcion de autocorrelacion para alfa

xlabel (’Muestras’);

figure
subplot(1,2,1)
stem(-N+1:1:N-1,Y)

title([’Funcion de autocorrelacion para alfa

xlabel(’Muestras’);

= 7 ,int2str(alfa)l);

= 7 ,int2str(alfa)]);
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ylabel("R_Y(w)’);

subplot(1,2,2)

plot (0:pi/N:2*pi-2*pi/N,abs(f£t(Y)))

title([’Densidad espectral de potencia para alfa = ’,int2str(alfa)l);
xlabel (’Frecuencia’);

ylabel(’S_y(w)’);
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