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Capitulo 1

Introduccién y Definiciones

1.1. Circuitos Eléctricos

Los circuitos eléctricos, también llamados redes eléctricas, son un conjunto de
elementos conectados entre si, de manera que tienen un comportamiento determinado
y predecible.

Son un caso de los muchos sistemas que pueden aparecer en la fisica. Sera relevante
analizar las variables del circuito que determinan su comportamiento.

Convencion: en las ecuaciones se utilizan letras mintsculas para representar
las variables, siempre que puedan ser dependientes del tiempo. Las letras
mayusculas indicardn que permanecen constantes.

1.1.1. Carga eléctrica

La carga eléctrica es la mas antigua de las variables que se hizo visible. Es una
propiedad de la materia, no se puede decir qué es, pero se conocen sus propiedades;
define el comportamiento de un cuerpo en los circuitos eléctricos. Es observable,
medible y predecible.

Su unidad es el Coulomb (C).

La carga eléctrica de un electrén es de: e = 1,6.107*°C. Es la carga minima
posible en la naturaleza.

La variable que indica la carga eléctrica suele ser ¢(t), o bien @ si la carga es
constante.

1.1.2. Intensidad de corriente eléctrica

La intensidad de corriente eléctrica es el flujo neto de cargas eléctricas moviéndose
a través de una superficie. Es decir, es el movimiento de cargas (generalmente
electrones) en el circuito eléctrico. Puede variar a lo largo del tiempo.

Su unidad es el Ampere (a), y es equivalente a Coulomb dividido segundos (C/s).

Es posible expresar la intensidad de corriente eléctrica en funcion de la carga,
mediante la siguiente ecuacion.

i(t) = % (1.1)

Luego, es posible expresar la carga eléctrica en funcién de la intensidad de carga,
mediante la siguiente ecuacion.
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q(t):/t i(T)dT:/O i(f)dw/;z'(f)df (1.2)

—0o0 — 0o
Se considera que la integral desde —oo hasta cero representa las condiciones
iniciales de la carga, y se la denomina ¢y. De esta manera, se obtiene la siguiente
férmula para la carga eléctrica:

q(t)=q0+/0 i(r)dr (1.3)

Nota: A la intensidad de corriente que circula por un elemento del
circuito, se la suele llamar simplemente corriente.

1.1.3. Energia eléctrica

Al igual que la carga eléctrica, la energia eléctrica es una variable que se puede
apreciar, ain cuando no se pueda explicar su existencia. Estd relacionada con la
capacidad de desarrollar un trabajo, y como en la mayoria de los sistemas que se
estudian en la fisica, se considera que la energia total se conserva.

Se la representa con la letra w. Su unidad es el Joule (J).

1.1.4. Potencia eléctrica

La potencia eléctrica consiste en la capacidad que tiene un determinado circuito
eléctrico para desarrollar un trabajo, en un determinado tiempo. Y esta dada por la
variacion de la energia en el tiempo.

Su unidad es el Watt (W), que es equivalente a J/s.

Para representar la potencia eléctrica, y la energia eléctrica, se utilizan las
siguientes ecuaciones.

dw
dt

o) = wot /0 p(r)dr (1.5)

1.1.5. Potencial electrostatico

El potencial electrostético es la variacion de la energia eléctrica con respecto a
la carga eléctrica. Se refiere a una particula que entrega o recibe trabajo al moverse
de un punto a otro.

Su unidad es el Volt (V), y se define de la siguiente manera: si una carga eléctrica
de 1 Coulomb, se mueve entre dos puntos del espacio, variando su energia en 1 Joule,
la diferencia de potencial entre esos dos puntos es de 1 Volt,

Es posible expresar el potencial electrostatico con la siguiente ecuacion.

dw(t)
t) = —— 1.6
o) = 5, (16)
De esta manera, es posible obtener una nueva definicion para la potencia eléctrica.
dwdq dwdg ,
)= ——= =2 —p(t)i(t 1.7
o) = S = g =0 (17)
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Figura 1.1: ddp entre
los puntos A y B.
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Nota: A la diferencia de potencial (ddp) entre dos puntos, se la suele
llamar tension entre esos dos puntos. También se lo puede encontrar
identificado con el nombre de voltaje.

1.1.6. Flujo y Campo magnéticos

El flujo magnético esta definido por la ley de Faraday:

o(t) = % (1.8)

El campo magnético puede apreciarse cuando aparece una fuerza en una particula
que se encuentra en movimiento.

1.2. Convencion de signos

1.2.1. Cargas

Es necesario establecer la convencion que se utilizara. Se considera positiva la
carga del protén y negativa la del electrén.

1.2.2. Corrientes

En 1752, Benjamin Franklin establecié que la corriente circula desde el terminal
positivo hacia el negativo. Luego se descubrié que en la realidad sucede exactamente
al revés. Sin embargo, por cuestiones de simplicidad, se suele adoptar esa convencion.

Se indicard con una flecha el sentido hacia el cual circula la corriente, que
serd positiva cuando circule en ese sentido y negativa cuando circule en el sentido
contrario.

1.2.3. Diferencia de potencial

Si una carga g positiva que se lleva desde el punto A hasta el punto B, aumenta
su energia, el potencial de B es mayor que el de A.

Podemos establecer que la diferencia de potencial (ddp) entre los puntos A y B
serd: vap = va —vg = 2E. Esta diferencia vap serd positiva cuando el potencial en
A sea mayor que el potencial en B.

1.3. Elementos de dos terminales

Un elemento de un circuito es cualquier elemento que se pueda introducir en el
circuito y que permita establecer relaciones eléctricas con el resto del circuito.

El terminal de un elemento es aquél punto que puede conectarse con otro terminal
de otro elemento, de forma tal que circule corriente entre ellos.

Los elementos que tienen mas de dos terminales pueden escribirse como una
combinacion de elementos de dos terminales.

1.3.1. Sentidos de referencia asociados
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La corriente se considera positiva cuando ingresa por el terminal que se indique
como positivo para la diferencia de potencial. Esto en la realidad es exactamente
al revés, pero para el andlisis de circuitos no tiene importancia, ya que se trata
simplemente de una convencién de signos.

Se indicara con una flecha el sentido que tiene la corriente, y luego se indicaran
los terminales positivo y negativo.

Es decir que, para poder establecer los sentidos de referencia asociados a un
determinado elemento, debe ser posible asociar al potencial un valor positivo o
negativo para cada uno de los terminales.

Si un elemento no posee sentidos de referencia asociados, esto se debe a que la
intensidad de corriente y la diferencia de potencial son independientes.

i) | i)

-
A o(t) B

2

Figura 1.3: La potencia disipada en el elemento B es positiva, mientras que la potencia disipada
en el elemento A es negativa.

Si la potencia calculada segtun los sentidos de referencia asociados es positiva,
el elemento esta recibiendo potencia. Si, en cambio, la potencia calculada segtn los
sentidos de referencia es negativa, el elemento estd entregando potencia.

1.3.2. Tipos de elementos

Lineales o alineales son lineales aquellos elementos para los que vale el principio
de superposicion. Es decir, que el efecto producido por la suma de varias causas
es equivalente a los efectos producidos por esas causas separadamente.

Tanto la derivacion, la integracion y la multiplicacion por una constante son
lineales sobre una funcion. De manera que si el efecto que produce el elemento

Figura 1.2: sentidos
de referencia
asociados.

esta expresado por medio de alguna de estas tres posibilidades, o por combinaciones

de ellas, el elemento es lineal.

En la vida real, ningtin elemento es realmente lineal. Se utilizan modelos

lineales para poder estudiar un sistema, porque consisten en una buena aproximacion

a la realidad.

Los transistores, por ejemplo, son elementos alineales, pero para ciertos analisis
puede resultar 1util considerar que son lineales dentro de una gama restringida
de operacion.

Variantes o invariantes en el tiempo son invariantes en el tiempo aquellos elementos

que mantienen sus caracteristicas en forma constante.

Al igual que en el caso de los elementos lineales, los elementos invariantes en
el tiempo no existen en la realidad.

Sin embargo, segtin coémo se esté estudiando al sistema, si el tiempo de ensayo
es mucho menor que la variaciéon de las caracteristicas, muchos elementos
pueden considerarse invariantes en el tiempo.
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Parametros concentrados o no concentrados los elementos de parametros concentrados
son aquellos en los que todo el comportamiento eléctrico que puede ser atribuido
a ese elemento, se concentra en un unico punto.

Es decir que, el tamano del elemento es lo suficientemente pequeno como para
que los fenémenos se puedan considerar simultdneos en cualquier parte del
elemento.

Un ejemplo de un elemento de parametros no concentrados son las antenas,
que pierden su energia en radiacion.

Pasivos o activos son pasivos aquellos elementos en los cuales la energia total que
reciben es, en todo momento, positiva.

t

w(t) = / p(7)dT > 0Vt (1.9)
—00

Los elementos activos son los que entregan energia al sistema, es decir, las

fuentes de tension y corriente. Para estos elementos, se cumple que no siempre

la potencia es mayor que cero.

Ft/w(t) <0 (1.10)

Conclusion

Los elementos que se consideraran para el andlisis de circuitos seran lineales,
invariantes en el tiempo y de parametros concentrados. De forma que las ecuaciones
diferenciales que se obtengan serdn ordinarias y a coeficientes constantes.

Se trata de una simplificacion de lo que sucede en la vida real, sin embargo, los
valores que se obtengan de los calculos se aproximaran bastante a los valores de la
vida real.
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7 1.4 Leyes de Kirchhoff

1.4. Leyes de Kirchhoff

En 1845 Kirchhoff enuncié las leyes que describen el comportamiento de las
corrientes y las diferencias de potencial a lo largo de un circuito.
Ambas leyes son validas para un circuito de parametros concentrados.

1.4.1. Definiciones

Una rama de un circuito, consiste en una linea de circuito sobre la que esta colocado
un elemento.

Un nodo es un punto de la red al cual estan conectadas una o méas ramas del
circuito.

Un lazo es un conjunto de elementos de red que forman un camino cerrado, de
tal manera que los nodos que aparecen en el camino estan incluidos una sola vez.
No todos los nodos tienen que estar incluidos, pero ninguno puede estar repetido.

Una malla es un lazo dentro del cual no hay ningun otro elemento de circuito.
El niimero de mallas de un circuito siempre es menor al niimero de lazos.

1.4.2. Ley de las corrientes

Segin lo expresado por la ley de la conservacién de la carga, en todo
momento, la carga de un punto del circuito debe permanecer constante, es decir
que no se debe acumular carga en ninguno de los nodos. Toda la carga que ingresa
debe salir por algiin camino.

De aqui se deduce la ley de Kirchhoff de las corrientes: la suma algebraica de
las corrientes de rama en cualquier nodo, debe ser cero, en cualquier instante de
tiempo.

> ity =0 (1.11)

En general, se aceptan como positivas las corrientes que ingresan al nodo, y
negativas las que salen.

Otra forma de enunciar la misma ley serd: la sumatoria de las corrientes que
ingresan a un nodo, debe ser igual a la sumatoria de las corrientes que egresan de
él.

1 - %2 424 " 3

Figura 1.4: un circuito con 4 nodos y 3 lazos.

En la figura 1.4, la ecuacién para el nodo 1 serd: i;(t) + i2(¢) = 0; mientras que
la ecuacién para el nodo 2 serd: —is(t) — ig(t) — i4(t) = 0.

Es importante recalcar que esta ley debe cumplirse en todo momento, sin tener
en cuenta si la corriente es constante o varia en el tiempo.
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1.4.3. Ley de las diferencias de potencial

La ley de la conservacion de la energia nos indica que toda carga que
recorre un circuito, al volver al punto original debe tener la misma energia que tenia
anteriormente en ese punto.

De aqui se deduce la ley de Kirchhoff para las diferencias de potencial: La suma
algebraica de las diferencias de potencial en las ramas, a lo largo de cualquier lazo,
debe ser cero.

> o) =0 (1.12)

Los sentidos de referencia que se apliquen a las diferencias de potencial deben
ser los mismos que se asociaron a las corrientes asignadas a los nodos.

La ley nos dice que a lo largo de cualquier lazo, la sumatoria de las subidas de
potencial debe ser igual a la sumatoria de las caidas de potencial.

Como se dijo anteriormente, se consideran positivas las caidas de potencial, y
negativas las elevaciones de potencial. Al hablar de elevaciones o caidas de potencial,
siempre se debe tomar el potencial de algin nodo como el potencial de referencia
para nuestro circuito. A este valor de referencia se lo denomina tierra.

En la figura 1.4, la ecuacién para el lazo exterior serd: vy (t)+v4(t) = vo(t) +vs(t).

Nota: Esta ley es véalida solamente si se trabaja con circuitos de pardametros
concentrados. Es decir, suficientemente chicos como para que la propagacion
de una onda electromagnética se realice en un tiempo nulo.

1.4.4. Conexiones

%
T4+ +
v U1 )
o — (3 — 19
O
Figura 1.5: conexién serie. Figura 1.6: conexién paralelo.

Conexion Serie

Dos elementos de un circuito estan conectados en serie, cuando tienen tinicamente
un nodo comun, al que no llega ningtin otro elemento del circuito.
Teniendo en cuenta la ecuacién (1.11), la corriente i; debe ser igual a la corriente

19.
Conexion Paralelo

Dos elementos estan conectados en paralelo, cuando tienen sus dos nodos en
comun.
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9 1.4 Leyes de Kirchhoff

De esta manera, dado que el potencial en el nodo A y el potencial en el nodo B
son iguales para los dos elementos, también lo sera la diferencia de potencial vapg.
Por lo cual, la diferencia de potencial v; debe ser igual a la diferencia de potencial
V2.

Margarita Manterola Agosto 2004
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Figura 1.8: un pulso
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1.5. Funciones basicas

En el analisis de circuitos es importante conocer una serie de funciones basicas,
que permiten estudiar el comportamiento de un circuito ante determinadas excitaciones.
Estas funciones se suelen estudiar en materias de andlisis matematico. Esta
seccidn consiste Uinicamente de un repaso general de las funciones que se utilizaran

en muchos de los circuitos.

1.5.1. Escaldon

La funcién escaldn se define segtn la ecuacién (1.13).

ult) = { (1] iig (1.13)

Es decir, al utilizar esta ecuaciéon se supone que hasta el momento de hacer los
ensayos no habia variaciéon de variables.
Para compensar esta hipotesis debemos tener en cuenta las condiciones iniciales.

O

u(t)

Figura 1.7: tres posibles funciones escalén

La funcion escalén puede ser manipulada de tal forma que los valores distintos
de cero comiencen a partir de un determinado %y, y también, que tome otro valor
distinto de 1. Como por ejemplo las indicadas por las ecuaciones (1.5.1) y (1.5.1).

0 t<t 0 t>t
2“(t_t0>:{2 t>t2 _“(to_t>:{—1 t<t2

En la Figura 1.7, podemos ver las tres funciones escalén recién mencionadas.

1.5.2. Pulsos

Un pulso es una duracion limitada de una funcién escalén. Puede obtenerse
mediante la resta o el producto de dos funciones escalén, segiin se expresa en la
ecuacion (1.8).

u(t) — u(t —to) = u(t)u(ty — t) (1.14)

1.5.3. Rampa

La funcién rampa se define segin la ecuacién (1.15).
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11 1.5 Funciones bésicas

r() = tu(t) = { s (1.15)

Se puede ver que al efectuar la derivada de la funcion rampa se obtiene la funcién
escalén.

d(tu(t)
dt

= u(t) (1.16)

1.5.4. Parabola

La funcién pardbola se define segin la ecuacién (1.17).

s =tut) = { % 450 (117)

También se puede ver que al efectuar la derivada de la funcién parédbola se obtiene
la funcién rampa, mientras que al efectuar la segunda derivada se obtiene la funcion
escalén.

% = tu(t) (1.18)
(tPu(t)
—m = u(t) (1.19)

De esta manera, si conocemos el comportamiento del circuito frente al escalén,
podemos obtener muy facilmente el comportamiento frente a la integral del escalén
(funcién rampa) y frente a la doble integral del escalén (funcién pardabola).

1.5.5. Impulso

El impulso no es una funciéon en el sentido estricto de la matemaética, sino que es
una funcion singular. También recibe el nombre de delta de Dirac.

Se trata de limite que se obtiene al reducir el ancho y aumentar el alto de un
rectangulo, de tal forma que su area sea constantemente 1, como se ilustra en la
figura 1.11.

La distribucion, entonces, se define por dos condiciones, segun lo expresa la
ecuacién (1.20).

5(t) { %ﬁi;gdt I (1.20)

Ademas, la delta de Dirac puede multiplicarse por una constante (kd(t)), de tal
forma que su valor siga siendo cero para todo t distinto de 0, pero el valor del area
encerrada sea k.

También, puede utilizarse un desplazamiento (0(t—ty)) para lograr que el impulso
valga cero para todo t distinto de ¢y.

Por otro lado, es importante notar que la delta de Dirac se puede obtener como la
derivada de la funcién escalén, como lo indica la ecuacién (1.21). Y su singularidad
en el punto ¢ = 0 puede atribuirse a que la funcién escalén no es derivable en ese
punto.

Margarita Manterola Agosto 2004
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Figura 1.9: funcién
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Figura 1.10: funcién
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Figura 1.11: la
distribuciéon delta de
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Figura 1.12: dos
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5(t) = (1.21)

Fisicamente es imposible generar un impulso de altura infinita y ancho nulo, sin
embargo se puede utilizar la delta de Dirac como una aproximaciéon a un impulso
real.

En el anélisis de circuitos, la presencia de un impulso en la funcién suele indicar
un cambio en las condiciones iniciales del problema.

1.5.6. Doblete

La delta de Dirac es la primera en una familia de infinitas funciones singulares.
f(t) Se denomina doblete a la funcion singular que se obtiene al derivar el impulso, o lo
5'(t) que es lo mismo, al derivar dos veces el escalén.

1.5.7. Exponencial

t
Figura 1.13: Una funcién que no esta directamente relacionada con la familia de funciones del
representacién escalén, es la funcién ezponencial, expresada por la ecuacion (1.22).
grafica del doblete.
0 t<0
t
= 1.22
canlt) = ket { ey 5 (1.22)

Es importante notar que tanto la derivada como la integral de la funcién exponencial,
son también una funciéon exponencial.

De esta manera, la funciéon exponencial es la tinica que no cambia de forma
cuando es aplicada a circuitos lineales.

Analisis de Circuitos Facultad de Ingenieria - UBA



Capitulo 2

Elementos de circuito

2.1. Resistores

La resistencia eléctrica de un elemento consiste en su capacidad de disipar energia
eléctrica en forma de calor. Esta relacionada con las caracteristicas de material,
forma y tamano del elemento.

Se denomina resistor al elemento cuya propiedad eléctrica predominante es la
resistencia. Presenta una relacién formal entre la tensiéon y la corriente, dada por la
Ley de Ohm:

r= 0 (2.1)
La unidad de la resistencia es el ohm (£2).

La inversa de la resistencia es la conductancia. Cuya unidad internacional es el
siemens (S), pero generalmente se utiliza el mho (U).

C= %= (2.2)

2.1.1. Relacion entre la corriente y la tension

Teniendo en cuenta la curva graficada en la figura 2.2, el valor de la resistencia
estara dado por R = tana. A medida que aumenta el valor de la resistencia, la
pendiente de la recta se hace mayor.

Cuando a = 7, la conductancia es cero. Es decir, no circula corriente. A esta
situacion la llamamos circuito abierto.

Cuando a = 0, la resistencia es cero. Es decir que, para cualquier corriente
circulante, la diferencia de potencial sera siempre nula. A esta situaciéon la llamamos
cortocircuito.

No existen elementos que tengan una resistencia negativa. Sin embargo, pueden
construirse circuitos que se comporten como si su resistencia fuera negativa.

2.1.2. Energia y Potencia

La energia en un resistor esta dada por:

13

E

—1 71

Figura 2.1: resistor y
sentidos de referencia
asociados

Figura 2.2:
comportamiento del
resistor.



Figura 2.3: resistores
en serie

o—
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Figura 2.4: resistores
en paralelo
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o= /_ ; p(r)dr = /_ toov(f)i(f)df - /_ too (r)Rdr (2.3)

Esta integral serd siempre positiva. Por lo que es posible comprobar que los
resistores son elementos pasivos.

Ademas, dado que la potencia es siempre positiva, los resistores son siempre
disipativos. Es decir que no pueden acumular energia en ningin instante de tiempo.
Toda la energia recibida serd disipada en forma de calor.

La capacidad de disipar calor de un determinado resistor esté relacionada con la
potencia que se vaya a utilizar en el circuito. Si la potencia llegara a ser mayor a la
estipulada, podria danarse el elemento.

2.1.3. Resistores en Serie

Como se explico en la seccién 1.4.4, en una conexién serie ambos elementos
comparten la misma corriente.

Para obtener la resistencia equivalente para esta conexién!, se considera un
circuito con dos resistores en serie a los que se aplica una diferencia de potencial,
como se grafica en la Figura 2.3.

o(t) = vi(t) + va(t) i(t) = ds(t) = i(t)
ot) = u(t)(B1 + Ro) va(t) = i(t)Ry
% = Ri+Ry= Ry

Es decir que, al conectar los resistores en serie, la resistencia equivalente esta dada
por la suma de las resistencias. La ecuacién (2.4) expresa esta relaciéon para n
resistores.

Ry,=Y R; (2.4)

2.1.4. Resistores en Paralelo

Como ya se vio anteriormente, para dos elementos conectados en paralelo, la
caida de potencial es la misma.

Se buscara a continuacion la resistencia equivalente de conectar dos resistores en
paralelo a una fuente de tension v(t).

1Se dice que dos redes son equivalentes en un par de terminales si las relaciones de tensién y
corriente en ambas redes son iguales en estos terminales
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15 2.2 Fuentes

i(t) = iny(t) + in,(t) vm () = vry(t) = (1)
P B0 S

Z(t) - ? ?2 ’lRl(t) = ?1

it) = <><Ri1+Ri2> in(t) = %

iy 111

W) T R R " R,

Es decir que, al conectar los resistores en paralelo, la conductancia equivalente
estd dada por la suma de las conductancias. La ecuacién (2.5) expresa esta relacién
para n resistores.

Goy = Z G, (2.5)
i=0

Es decir que la inversa de la resistencia equivalente esta dada por la suma de las
inversas de las resistencias.

1 "1
— il 2.6
R ;:0 0 (2.6)

2.2. Fuentes

En el andlisis de circuitos se utilizan fuentes de tension y de corriente. Ambos
tipos de fuentes pueden ser independientes o controladas.

Las fuentes independientes son aquellas que entregan siempre el mismo valor,
sin importar lo que suceda en el resto del circuito.

Las fuentes controladas son aquellas en las cuales el valor que entregan depende
de una variable del circuito.

2.2.1. Fuentes Ideales

Se analizan a continuaciéon las fuentes ideales de tensién y corriente, sean
independientes o controladas. Las fuentes ideales son aquellas que son capaces
de entregar tanta potencia como sea necesario, sin variar la tensién o corriente
entregada, segin corresponda.

Fuente independiente de tensién

Una fuente independiente de tension es un elemento de circuito de dos terminales,
capaz de entregar una diferencia de potencial determinada, independientemente de
la corriente que circula por ella y del resto del comportamiento del circuito.

Una fuente de tension estd en vacio cuando sus terminales estan abiertos.
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2. Elementos de circuito 16

Fuente independiente de corriente

Una fuente independiente de corriente es un elemento de circuito de dos terminales,
tal que la corriente que circula a través de él es independiente de la diferencia de
potencial entre los terminales.

Una fuente de corriente esta en vacio cuando sus terminales estan en cortocircuito.
Figura 2.6: fuentes
de corriente.

2.2.2. Fuentes Reales

En la realidad, las fuentes no son realmente independientes, y la potencia que
pueden entregar esta limitada a cierto rango de valores. Sin embargo, para determinados
valores podemos considerar que el comportamiento de una fuente real y el de una
fuente ideal son similares.

Fuente real de tension

T Una primera aproximacién para representar una fuente real de tension, consiste

p i en agregar una resistencia en serie con la fuente. Esta resistencia equivale a la
v g) v resistencia interna de la fuente y permitird calcular el valor real de la tensién a
- la salida de la fuente.
L o©
Figura 2.7: fuente v(t) = vo(t) + Ri(t) (2.7)

real de tension. ., . . .,
Con este modelo de representacién es posible apreciar que la tensién entregada

por la fuente dependeré de la corriente que circule por ella. Por otro lado, cuanto més
pequena sea la resistencia interna de la fuente, mas se aproximara su comportamiento
al de una fuente ideal.

Cuando la fuente real de tensién esta en vacio, no circula corriente y por lo tanto
la potencia entregada por la fuente es nula.

Fuente real de corriente

Para aproximar una fuente real de corriente, se anade una conductancia en
paralelo a la fuente. De esta forma, la corriente que la fuente es capaz de entregar
depende de la tensién en sus extremos, segun la siguiente ecuacion.

i(t) = io(t) — Gu(t) (2.8)

Este modelo es equivalente al anterior, y de la misma manera, cuanto menor sea
G, mas se aproximara al comportamiento de una fuente ideal de corriente.
En el caso de una fuente real de corriente, al tener una conductancia en paralelo,
aun si la fuente esta en vacio circula corriente por esa conductancia, de tal forma
1,2

que la potencia total disipada es: p(t) = Fig(t).

Figura 2.8: fuente
real de corriente.

Comparacion entre fuentes ideales y reales

Al comparar una fuente ideal con una fuente real de tension, si trazamos las
curvas indicadas en la figura 2.9 podemos ver que la pendiente de la recta esta dada
por: tana = R.

El punto de cruce en el comportamiento de las dos se da cuando la corriente
total es cero, es decir, cuando la fuente estd en vacio. Mientras que la corriente de

. . , . —vg(t
corto circuito serd i(t) = %().
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17 2.2 Fuentes

i Fuente Ideal

|
|
|
tana = R L =1
Fuente Ideal |~ | tana = T\ tanf=3
/ 72
< A 100 i(t)
\>QJ,’ ,/,Q)‘b’ :
", id Q\’ 1
Q’O’,/ ’ &Q) |
4 /’ O !
= —io ’Q\& |
— ;
= it) f
Figura 2.9: comparacién entre una fuente Figura 2.10: comparacién entre una fuente
ideal y una real de tensién ideal y una real de corriente.

Al comparar una fuente ideal con una fuente real de corriente, trazando las
curvas indicadas en la figura 2.10 podemos ver que la pendiente de la recta esta vez
estara dada por: tan 3 = é

El punto de cruce en el comportamiento de las dos se da cuando la tensién total
es cero, es decir, cuando la fuente estda en cortocircuito. Mientras que la diferencia

de potencial en vaci6 serd v(t) = %(t)

El modelo que vayamos a utilizar en un determinado circuito, dependera del
comportamiento que tenga la fuente. Cuando la pendiente de la recta sea cercano a
cero, se tratara de una fuente de tension. Cuando la pendiente se aproxime a infinito
se tratara de una fuente de corriente.

2.2.3. Conexiéon de fuentes

Se analiza a continuacion la posibilidad de conectar fuentes de tensién en serie
y paralelo, el equivalente para fuentes ideales de cada una de estas conexiones y el
equivalente utilizando fuentes reales cuando sea necesario.

Fuentes de tensién en serie

Las fuentes de tension pueden ser conectadas en serie, sin importar los valores de
tension entregados por cada una de las fuentes. De tal manera que la tension total
obtenida estara dada por la siguiente ecuacion.

u(t) = v (t) + va(t) (2.9)

Fuentes de tensiéon en paralelo

Para conectar fuentes de tensién en paralelo se debe estar seguro de que todas
las fuentes que se estén conectado sean capaces de entregar la misma diferencia de
potencial.

v(t) = vi(t) = va(t) (2.10)
Si esta condicion no se cumpliera, no serd posible conectar esas fuentes en
paralelo.
Esta limitacion debe tenerse en cuenta tnicamente para el caso de las fuentes
ideales, ya que para las fuentes reales las resistencias internas permiten que el
potencial entregado por cada una de ellas sea distinto.
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Figura 2.12: Fuentes
de tensién en
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Figura 2.14: Fuentes
de corriente en
paralelo.
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&

Figura 2.15: Fuentes

de corriente en serie.
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A continuacion, las ecuaciones relacionadas con la conexién de fuentes de tensién
reales en paralelo, que permiten obtener la tension total entregada por la red.

(%] (t) — V2 (t)
Ry + Ry
v(t) = i(t)Ry+ va(t) = —i(t) Ry + v (t)
U(t) _ Rgvl(t) + Rl’Ug(t)
— — R+ Ry

Figura 2.13: Fuentes reales de tensién en paralelo, y sus ecuaciones asociadas

Fuentes de corriente en paralelo

Las fuentes de corriente pueden ser conectadas en paralelo, sin importar los
valores de intensidad de corriente que sean capaces de entregar. De esta forma, el
valor total de la corriente entregada sera:

i(t) = i1 (t) + ia(t) (2.11)

Fuentes de corriente en serie

Para conectar fuentes de corriente en serie, debo asegurarme de que todas las
fuentes entreguen la misma corriente:

i(t) = i1 (t) = ia(t) (2.12)

Al igual que en el caso de las fuentes de tension en paralelo, esta restriccién se
aplica unicamente al caso de fuentes ideales, cuando se esta trabajando con fuentes
reales, no es necesario que todos las fuentes de corriente en serie entreguen la misma
corriente.

1

Figura 2.16: Fuentes reales de corriente en serie, y sus ecuaciones asociadas

2.2.4. Fuentes Controladas Ideales

Las fuentes controladas, como ya se dijo, son aquellas en las cuales la tensién
o la corriente entregadas dependen de otra variable del circuito, que puede ser la
tension o la corriente de un determinado elemento.
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19 2.3 Thevennin y Norton

Fuente de tensién controlada por tensién (FTCT)

Se denomina tensién de control a la tensién v;(t), que determina el valor
de v(t). Y se denomina factor de amplificacién de tensién a la constante
adimensional A,.

Fuente de tensién controlada por corriente (FTCC)

Se denomina resistencia de transferencia a la constante medida en €2, que
relaciona la tensién de la fuente con la corriente del elemento del circuito que
la controla. También se la llama transresistencia o resistencia mutua.

Fuente de corriente controlada por tensién (FCCT)

Se denomina conductancia de transferencia a la constante G, medida en
siemens que relaciona la corriente de la fuente con la tension del elemento de
circuito que la controla. También se la denomina conductancia mutua, o
transconductancia

i(t) = Grui(t)

Fuente de corriente controlada por corriente (FCCC)

Se denomina factor de amplificacién de corriente a la constante adimensional
A; que relaciona la corriente de control 4;(¢) con la corriente i(¢) entregada por
la fuente.

Graficos

A continuacién, los graficos que ilustran los cuatro tipos de fuentes controladas,
con sus parametros de control asociados.

2.3. Thevennin y Norton

Se estudian a continuacién dos modelos que se utilizan para analizar el comportamiento
de circuitos complejos a partir de circuitos mas simples. Ambos modelos son equivalentes,
y son validos tnicamente desde los puntos de vista exteriores a las fuentes.

Es importante recalcar que los equivalentes de Thevennin y Norton son equivalentes
al circuito original tnicamente desde el punto de vista interno, y no externo. Por
ejemplo, no se puede utilizar el equivalente para calcular la potencia disipada en
una porcién del circuito.

Margarita Manterola Agosto 2004
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equivalente de
Thevennin.
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Figura 2.22:
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Figura 2.17: fuente de tension,

., Figura 2.18: fuente de tension,
controlada por tension.

controlada por corriente.
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Figura 2.20: fuente de corriente,
controlada por corriente.

Figura 2.19: fuente de corriente,
controlada por tension.

2.3.1. Thevennin

Teorema de Thevennin: todo circuito lineal visto entre dos nodos
cualquiera del mismo es equivalente a una fuente de tensién en serie con
una resistencia.

La fuente de tensién ideal, llamada tensién equivalente coincide con la
difrencia de potencial que de mediria entre esos dos nodos del circuito, en vacio.
Mientras que la resistencia equivalente de Thevennin coincide con la resistencia que
se medirfa entre esos dos puntos, pasivando los generadores independientes?.

Equivalente de Thevennin de un circuito

Se trata de una fuente de tensién con una resistencia en serie, elegidas de tal
manera que el comportamiento entre los bornes de este nuevo circuito sea el mismo
que el comportamiento entre los bornes del circuito original

2.3.2. Norton

Teorema de Norton: todo circuito lineal visto entre dos nodos
cualquiera del mismo es equivalente a una fuente de corriente en paralelo
con una conductancia.

El generador equivalente de Norton coincide con la corriente que se mediria entre
con los dos nodos en cortocircuito. Por otro lado, la conductacia equivalente coincide
con la que se mediria pasivando los generadores independientes.

2Pasivar una fuente consiste en anular el efecto que produce. En el caso de una fuente de tensién
se utiliza un cortocircuito, y en el caso de una fuente de corriente se utiliza un circuito abierto.
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21 2.3 Thevennin y Norton

Equivalente de Norton de un circuito

Se trata de una fuente de corriente con una conductancia en paralelo, elegidas
de tal manera que el comportamiento entre los bornes de este nuevo circuito sea el
mismo que el comportamiento entre los bornes del circuito original.

2.3.3. Equivalencia

Los dos modelos son equivalentes entre si, y teniendo los valores de uno se pueden
obtener los valores del otro, segtin las ecuaciones a continuacion.

UTH 1
VA = G _
Y Rew " Rea
iN 1
= T R —
UrH Gn TH Gn

Advertencia: un factor importante a tener en cuenta es el de las fuentes
controladas. Si una fuente esté controlada por una porcion del circuito,
no se puede realizar un equivalente de Thevennin o Norton que incluya
al parametro de control pero deje afuera a la fuente controlada.
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Capitulo 3

Redes Resistivas

3.1. Circuitos resistivos basicos

Se analizan a continuacion algunos circuitos resistivos béasicos que se utilizaran
mas adelante en el andlisis de circuitos mas complejos.

3.1.1. Divisor de tension

El divisor de tensién es un circuito sencillo, donde la tensién v(t) entregada por
la fuente se divide entre dos resistencias R; y Rs, de modo que la salida puede ser la
tensién vy (t) que cae en la resistencia Ry o la tensién vy(t) que cae en la resistencia
Rg.

Se quiere encontrar las tensiones vy (t) y va(?).

vi(t) = ut)Ry

va(t) = i(t)Ry

Figura 3.1: Divisor i) - v(t)

de tension. R; + Ry

Las tensiones, entonces, pueden obtenerse de las siguientes ecuaciones.

U(t)Rl
) = —2"1
un(t) R, + Ry
U(t)RQ
t D
valt) R, + R,

3.1.2. Divisor de corriente

Similar al circuito del divisor de tensién, un divisor de corriente
consiste en una fuente de corriente i(t), cuya corriente entregada se
+ divide en dos conductancias GG; y GGy conectadas en paralelo.
Para obtener las ecuaciones que permiten hayar i;(t) y is(t) se
io(t)  utilizan las siguientes ecuaciones.

G

Z'(t)‘ Gy
i1(t)

i(t) = v(t)Gy

Figura 3.2: Divisor de )
ia(t) = v(t)Ge

corriente.
o(t) = —2—
®) G1+ Gs

22



23 3.2 Resolucién de circuitos resistivos

Las corrientes sobre cada rama, seran las siguientes.

()G,
Gy + Ga
| i(1)G
”wzzéié

i(t) =

Si en lugar de conductancias, se quiere trabajar con resistencias, la deduccién
’ . . . 1 . 1
serd la misma, teniendo en cuenta que Gy = ¢y G2 = ;.

. it 1
i) = “L——
W R
, i(1) Ry Ry

t N - =
a(t) Ri(Ry + Ry)
. i()Ro

t I
a(t) R, + R,

Es importante notar que la resistencia que multiplica a la corriente es Ry, es
decir la que no corresponde a esa corriente. Del mismo modo sucederd para is(t).
i(t) Ry

“@:m+m

3.2. Resolucion de circuitos resistivos

Para poder resolver circuitos resistivos se utilizaran las ecuaciones de los nodos
y las mallas, segin las definiciones que se han dado en la secciéon 77.

Figura 3.3: Un circuito resistivo basico.

En la figura 3.3, se puede apreciar un circuito con tres resistencias y dos fuentes
de tensién. De los cuatro nodos que se han marcado en el circuito, solamente dos son
relevantes al andlisis que se quiere realizar (B y D), ya que de los otros dos nodos
simplemente se puede decir que @, = i1 ¥ %y, = 3.

Las ecuaciones para los nodos B y D seran las siguientes.

B) i o= iy+is
D) iy+iy = iy

Teniendo en cuenta lo que se dijo anteriormente de i,, y ,,, es evidente que estas
ecuaciones son linealmente dependientes, y por lo tanto es posible eliminar una.
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En general, el numero de ecuaciones independientes es igual al niimero de nodos
menos uno.

De la misma manera, se pueden plantear las ecuaciones de las mallas del circuito,
teniendo en cuenta las leyes de Kirchhoff y la ley de Ohm. En este caso, las ecuaciones
seran las siguientes.

I) v = iR+ iR
II) —Vy = igRg—igRg

En este caso, las dos ecuaciones son independientes. Es decir, el ntimero de
ecuaciones independientes coincide con el nimero de mallas del circuito.

3.2.1. Meétodo de mallas

El método de mallas consiste en plantear la existencia de una corriente de
malla. No se trata de una corriente real, sino de una variable que simplifica los
calculos.

Cada malla tendra una corriente de malla asociada. Todas las corrientes de malla
que se planteen deben tener el mismo sentido, aunque este no necesariamente sea el
sentido real de la corriente en el elemento.

Los elementos que pertenezcan a dos mallas, tendran dos sentidos de referencia
asociados, uno para cada una de las corrientes de malla que los recorren. En el
ejemplo de la figura 3.4, la resistencia R» tiene un sentido de referencia cuando se
la considera en la malla 1, y otro sentido de referencia cuando se la considera en la
malla 2.

Las ecuaciones del método de mallas se plantean poniendo de un lado del igual
todas las fuentes de tension de la malla, y del otro la corriente de malla multiplicada
por la suma de las resistencias de la malla, menos la corrientes de malla adyacentes
por las resistencias en comun.

Para dos mallas
R
EAMM AW
+
P (1) ﬁ u
wiy (D [0 D et

_+ _

Figura 3.4: Dos mallas y sus corrientes de malla asociadas.

Estas son las ecuaciones de malla para el circuito de la figura 3.4.

I) v = ’il(Rl + RQ) — /iQRQ
H) —UVy = 'ig(Rg + Rg) - 'éle

De este modo, es posible plantear una matriz de coeficientes que permitan
encontrar las corrientes de malla.
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25 3.2 Resolucién de circuitos resistivos

R+ R, —Ry | U1
—R2 R2 + Rg ig o —V2

Para tres mallas

Figura 3.5: Tres mallas y sus corrientes de malla asociadas.

Estas son las ecuaciones de malla para el circuito de la figura 3.5.

I) v = ’il(Rl + Rg) — /iQRQ — ’igRl
II) —UVy = ’ig(Rg + Rg) - 'éle - 'igRg
1) 0 = is(R 4+ Ry + Ry) — i1 Ry — iyRs

De este modo, es posible plantear una matriz de coeficientes que permitan
encontrar las corrientes de malla.

Ri + Rs —R, —R; 11 U1
_R2 Rg + Rg —Rg 'ig = —V9
—R; —Rs  Ri+Ro+ Ry i3 0

Pasos mecanicos

Es posible escribir la matriz de coeficientes directamente, sin necesidad de plantear
las ecuaciones de mallas, siempre y cuando no haya fuentes controladas.
La matriz tendra la siguiente forma general.

11 Ti2 T3 41 (%1
To1 To2 T23 12 = V2
31 T32 T33 13 U3

Donde vy, v9 y v3 son las sumatorias de todas las subidas y caidas de potencial
impuestas por fuentes, dentro de cada una de las mallas. r;;, con ¢ = j es la sumatoria
de todas las resistencias de la malla 7. r;;, con 7 # j es la sumatoria de todas las
resistencias en comun entre la malla ¢ y la malla j, con el signo cambiado. Y 4y, 72
y i3 son las corrientes de malla que se quiere encontrar.

Como puede apreciarse, siempre que no haya fuentes controladas la matriz de
coeficientes serd una matriz simétrica.

Otros ejemplos

Es posible resolver una cantidad de circuitos resistivos utilizando esta técnica. A
continuacién algunos ejemplos un poco mas complejos que los anteriores.
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AW
=
=
EJS
AN~

Figura 3.6: Otro ejemplo de un
circuito resistivo con tres mallas.

Figura 3.7: Un ejemplo de un circuito
resistivo con cuatro mallas.

Para el ejemplo de la figura 3.6, la matriz de coeficientes sera la siguiente.

Rl + Rg + Rg —Rg —Rg 'il —V1 — Vg
—Rg Rg + R4 + R5 —R4 ig = (%)
—Rg —R4 R2 + R4 + RG i3 V1 — Vs

Mientras que para el ejemplo de la figura 3.7, la matriz de coeficientes sera la
siguiente.

Rl + R2 —Rg 0 —Rl il —U1
—Rg Rg + Rg + R4 —R4 —Rg ig . 0
0 —R4 R4 + R5 —R5 ig a (%)
—Rl —Rg —R5 R1 + Rg + R5 + R6 i4 (R}

3.2.2. Meétodo de nodos

El concepto detras del método de nodos es similar al del método de mallas.
Consiste en plantear la existencia de una Tensiéon de nodo, que no necesariamente
son la diferencia de potencial entre los bornes de los elementos, pero que se utilizan
para simplificar los calculos.

Las ecuaciones del método de nodos se plantean colocando de un lado del igual
todas las corrientes entrantes o salientes que provengan de una fuente de corriente,
y del otro lado del igual, la tension del nodo multiplicada por las conductancias que
llegan a ese nodo, menos la tension de los nodos adyacentes por las conductancias
en comun.

Para dos nodos

Para el ejemplo planteado en la figura 3.8, las ecuaciones de los nodos seran las
siguientes.

A) = UA(G1+G2)—UBG2
B) —ig = 'UB(GQ‘I’Gg)_UAGQ
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27 3.2 Resolucién de circuitos resistivos

VA G2 UB

—" VW~

L

Figura 3.8: Dos nodos y sus tensiones de nodo asociadas.

Es importante tener en cuenta que no es necesario plantear el potencial del nodo
al que esta conectada la tierra, pues este potencia se lo considera 0, y se lo utiliza
como el potencial de referencia para los otros valores de tension.

Es posible, al igual que con el método de mallas, plantear una matriz de coeficientes
que permitan encontrar las tensiones de nodo.

Gl + G2 —GQ va | i1
—Gg G2 + G3 UB N _'é2

3.2.3. Circuitos mas complejos

En general, cuando se tienen fuentes de tensién es recomendable utilizar el
método de mallas y cuando se tienen fuentes de corriente el método de nodos.

Sin embargo, en algunas situaciones puede ser conveniente utilizar el método de
nodos atin si se tiene una fuente de tension. Es el caso del ejemplo de la figura 3.9,
en el cual la fuente de tensién v(t) fija un potencial para el nodo A, y se puede
plantear la ecuaciéon del nodo B teniendo en cuenta ese valor.

En otros casos, sera necesario transformar alguna de las fuentes en una fuente del
tipo contrario, para obtener un circuito que se pueda resolver mediante el método
de mallas o el método de nodos.

va G2 wvp

Figura 3.9: Un circuito
con fuentes de tensién y
corriente.
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Figura 3.10: un
amplificador
operacional
representado como
una fuente de tensién
controlada por
tensién.

Figura 3.11: un
amplificador
operacional.

3. Redes Resistivas 28

3.3. Amplificadores operacionales

3.3.1. Introduccion

Los amplificadores operacionales son un caso particular de fuentes de tensién
controladas por tension.

En la figura 3.10, K es una variable caracteristica de la fuente, y tiende a co. La
corriente que puede ingresar por los terminales A y B de entrada es nula.

De esta manera, dado que la corriente isg es nula y el coeficiente
K — oo, la diferencia de potencial V' que entrega la fuente tiene un valor
definido.

Los amplificadores operacionales suelen representarse por el simbolo ilustrado
en la figura 3.11. Donde la entrada senalada con el signo + es llamada entrada no
wnversora y la entrada senalada con signo — es llamada entrada inversora.

Dado que entre las entradas del amplificador operacional no circula
corriente, la tensién a la que se encuentran ambas entradas debe ser la
misma.

Se denomina ganancia del amplificador operacional a la relacion entre el
potencial de salida y el potencial de entrada.

% = Av (3.1)

3.3.2. Amplificador inversor

R
VW
Ry ) b2
e
V;

11 )
Vo

U+ +

Figura 3.12: amplificador inversor.

La figura 3.12 ilustra un amplificador inversor, donde el pontencial V' = 0, ya
que esta conectado a masa, y por lo tanto el potencial V~ = 0, y el nodo — es
llamado masa virtual.

Para obtener la salida v, del amplificador inversor, se puede utilizar la ley de las
corrientes de Kirchhoff.
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29 3.3 Amplificadores operacionales

in(t) +iz(t) = 0 i) = vi(t) = 0 _ v;(t)
i o= —i & i

s v . . UO(t> -0 . UO(t>
il T

Finalmente, se puede obtener la ganancia del amplificador inversor efectuando
la relacion entre el potencial de salida y el de entrada.

Av = —— (3.2)

3.3.3. Amplificador no inversor

o—4—+
U;
—O
Vo
’U+
R
——\WWW\———

Ry 19
1

Figura 3.13: amplificador no inversor.

La figura 3.13 ilustra un amplificador no inversor, donde el pontencial v~ = v,
ya que estd conectado al nodo de entrada, de modo que el potencial v+ = v;, y la
configuracién que se obtiene es la inversa de un divisor de tension.

Para obtener la salida v, del amplificador no inversor, entonces, se puede utilizar
las férmulas del divisor de tensién.

v (t) = wv(t)

_ Uo(t)Rl

v = R R
v;(t)(Ry + R2)

vo(t) = R

Finalmente, se puede obtener la ganancia del amplificador no inversor efectuando
la relacion entre el potencial de salida y el de entrada.

Ri+R R
_mte g M (3.3)

A
v R, R,
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Figura 4.1: un
capacitor.

Capitulo 4

Capacitores e Inductores

4.1. Capacitores

Un capacitor es un elemento capaz de almacenar energia en forma de carga
eléctrica entre sus bornes. El simbolo utilizado para representar un capacitor en
circuitos eléctricos es el que se indica en al figura 4.1.

4.1.1. Capacitancia

La capacitancia es una caracteristica de los elementos de circuito que
esta relacionada con la capacidad de almacenar energia. Su unidad es el Farad (F).

La capacitancia es la caracteristica primordial de los capacitores. La capacitancia
que posee un determinado capacitor estd relacionada con su geometria y con la
permeabilidad de los materiales que lo componen.

4.1.2. Ecuaciones de los capacitores

La capacitancia de un determinado capacitor se indica con la letra C', y esta dada
por la relacion entre la carga y la tensiéon en el capacitor.

Q
= 1 (4.1)

Para el analisis se utilizan capacitores que tienen una capacidad invariante en el
tiempo, por lo que se puede expresar la carga de un capacitor en funcién del tiempo,
segtn la ecuacién (4.2).

alt) = Co(t) (4.2)

Por otro lado, recordando la ecuacién (1.1), se puede obtener la expresién para
la corriente en el capacitor.

(4.3)

A continuacién, la ecuacién (4.4) vincula la corriente que circula en el capacitor
con la tension a la que estan sometidos sus bornes.

oft) = é /_ z(T)dT:v(o% /0 i(r)dr (4.4)
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31 4.1 Capacitores

Finalmente, teniendo en cuenta la ecuacién (1.4), se puede obtener la potencia
disipada (o entregada) en el capacitor, que estard dada por la ecuacién (4.5).

dv(t)
dt

De la misma manera, teniendo en cuenta la ecuacién (1.5), puede calcularse la
energia total disipada (o entregada), de la siguiente manera:

Po(t) = Co(t) (4.5)

we(t) = C/ U(T)dU(T)dT (4.6)

e dr

v(t)
welt) = ci/L_)U(ﬂdU@) (4.7)
welt) = C <v22(t) B y2(;oo)> (4.8)

Para poder obtener la energia total del capacitor se debe tomar un valor inicial
de energia, es decir que v(—o0) = 0. Y con este dato se puede llegar a la ecuacién
(4.9).

(4.9)

4.1.3. Circuitos capacitivos

Se analizan a continuacion algunos circuitos basicos que incluyen un capacitor y
una fuente de corriente o tension.

Circuitos con fuentes de corriente

Si se quiere resolver un circuito como el de la Figura 4.2, sera necesario conocer las
condiciones iniciales del capacitor, y la funcion que representa la corriente entregada
por la fuente.

Si se toma i(t) = d(t) como la funcién de la corriente que entrega la fuente
y q(0) = 0 como la carga inicial del capacitor. Se puede obtener la tensién en el
capacitor utilizando la ecuacién (4.4).

U@:éﬁammzé (4.10)

La tension en el capacitor, entonces, es constante para t > 0 y vale é Por otro

lado, podemos obtener la carga en el capacitor, utilizando la ecuacién (4.2).

ﬂwzcmwzcé:1 (4.11)
Se puede apreciar, que el valor de la carga ha pasado de 0 a 1 luego de la
aplicacion de la corriente. Se corrobora de esta forma que la utilizaciéon del impulso
produce una alteracion en las condiciones iniciales del circuito.
En la figura 4.3, se grafica la curva de la tension en funcion de la corriente, donde
se puede apreciar este salto en el instante cero.
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ic(t)

———

+
ik == vo(t)

Figura 4.2: un
capacitor alimentado
por una fuente de
corriente.

v(t) A

——>t

Figura 4.3: tensién
en un capacitor en
un circuito
impulsivo.
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Si se elige i(t) = 36(t), el valor de la tensién serd & constante a partir de
t > 0, mientras que la carga en el capacitor tendra el valor 3, en ese mismo
intervalo.

Nota: ningin elemento real es capaz de entregar una corriente infinita, por lo
tanto la diferencia de potencial entre los bornes de un capacitor, debe variar en
forma continua en el tiempo, no puede tener saltos de ningun tipo.

Sin embargo, el modelo que utiliza la delta de Dirac es valido como una forma
de aproximacién al comportamiento del circuito ante un impulso real (una gran
intensidad durante un tiempo muy corto).

Si, por otro lado, se toma i(t) = Au(t), es decir un valor constante de corriente
a partir del instante cero, al efectuar la integral se puede observar que la tension
en el capacitor estard dada por ve(t) = Stu(t). Es decir, la tensién crecerd indefinidamente.

Y si la corriente fuera i(t) = Ktu(t), es decir que la alimentacién provista por la
fuente de corriente es una rampa de pendiente K, al efectuar la integral, la tensién en
el capacitor estara dada por %tzu(t), es decir que la tensién crecerd indefinidamente
en forma cuadratica.

En la realidad, la tensiéon no podra crecer indefinidamente, ya que los capacitores
tienen un rango de operacion de tensiones, y pasada la maxima tension permitida
el capacitor dejara de funcionar correctamente.

Circuitos con fuentes de tensién
ic(t)

Si se conecta un capacitor a una fuente de tension, como se muestra en la figura
+ + 4.4, con una tension v(t) = u(t), teniendo en cuenta la ecuacion 4.3, la corriente que

v(t) () :}: ve(t) circule por la malla serd i = cd(t).

- Si, en cambio, la tensién que proporciona la fuente es v(t) = §(¢), la funcién que

representa a la corriente serd i(t) = cd*(t)

Figura 4.4: un . . . .
capacitor alimentado En ambos casos, la corriente circula tnicamente en el instante ¢ = 0, ya que

por una fuente de luego de ese instante el capacitor permanece cargado con la misma tensién que la
tension. fuente le esta entregando, es decir 1 en el primer caso, y 0 en el segundo.

4.1.4. Conexion en serie y paralelo

Se estudian a continuacion las capacitancias equivalentes que resultan de conectar
dos o més capacitores en serie o paralelo.

Conexion Paralelo

Si se conectan dos capacitores en paralelo, como se ilustra en la Figura 4.5, ambos
capacitores deben tener la misma diferencia de potencial, mientras que la corriente
que circula debera ser la suma de las corrientes de cada uno.
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33 4.1 Capacitores

i) = i)+ is(t) o) = ua(t) = o(t)
i) = cldz(tt) +02d2(tt) i) = cldz(tt)
i) = dz(:)(cﬁcg in(t) = C2dz(tt)
i) = dzgt)(ce@:weq:crﬁ@

Es decir que, al conectar capacitores en paralelo, la capacitancia equivalente
estd dada por la suma de las capacitancias.

Cog= Y Ci (4.12)
=0

+ + —
+ + o i) ||+
v(t) ::_02 ::_01 v(t) Gy ::_Ul(t)
_ia(t) i(t) _ i1(t)
o— o—
Figura 4.5: dos capacitores en paralelo. Figura 4.6: dos capacitores en serie.

Conexion Serie

Si se conectan dos capacitores en serie, como se ilustra en la Figura 4.6, la
corriente que circule por ellos serd la misma, mientras que la tension total sera la
suma de las tensiones de cada uno. Se puede deducir, entonces, la expresién para su
capacitancia equivalente.

i) = iy(t) = is(t) v(t) = vi(t) + valt)
n(t) = Cil i+ Ve, o) = (CileC%)/oi(r)deL(Vbl—FVoZ)

e C,C
() = FQ/OZ(T)dHVOQ Co = G rcn

Donde Vj, y Vj, son las condiciones iniciales para cada uno de los capacitores.
Es decir que, al conectar capacitores en serie, la inversa de la capacitancia
equivalente estda dada por la suma de la inversa de las capacitancias.

1 "1
o= ; & (4.13)
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vr(t)
i(t) ] |-
Figura 4.7: un
inductor.
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4.2. Inductores

Los inductores son creados a partir de la asociaciéon de espiras, para las cuales
se aplica la Ley de Faraday para una espira por la que circula un flujo magnético.
Esta ley estd dada por la ecuacién (4.14).

v(t) = %ﬁt) (4.14)

Donde ®(t) es el flujo magnético. Se puede ver a partir de esta ecuacién, que el
flujo magnético se relaciona con la tensiéon de la misma manera en que la carga se
relaciona con la corriente.

4.2.1. Inductancia

La caracteristica especifica de los inductores es la inductancia. Su unidad es el
Henry (H).

o(t) = Li(t) (4.15)

Donde la constante L es llamada coeficiente de auto-induccion, y caracteriza a
la inductancia del elemento.

Ademsds de la inductancia, los inductores reales suelen tener una resistencia y una
capacitancia parasitas. Sin embargo, estos valores pueden ser despreciados siempre
que la aproximacién que se esté realizando siga siendo ttil.

Al igual que en el caso de los resistores y capacitores, el sentido de la corriente
de un inductor es positivo cuando recorre el inductor desde el terminal mas positivo
hacia el mas negativo.

4.2.2. Ecuaciones de los inductores

Tomando las ecuaciones (4.14) y (4.15) puede obtenerse la expresion para la
tensién en funcién de la corriente, dada por la ecuacién (4.16).

v(t) =L I

Aclaracién: se utiliza la suposicién de que L es invariante en el tiempo. En el
caso en que el coeficiente de auto-induccién variara con el tiempo, los circuitos que
lo utilizaran dejarian de ser lineales e invariantes en el tiempo, ya que la tension

estarfa dada por: v(t) = L(t) % 4 ()20,

(4.16)

Por otro lado, si se quiere obtener la corriente que circula en el inductor a partir
de la tensién aplicada, se puede utilizar la ecuacién (4.17).

i(t) = z/o v(T)dr (4.17)

Teniendo en cuenta la ecuacién (1.4), puede obtenerse la ecuacion (4.18), que
expresa la potencia recibida o entregada por el inductor.

di(t)
dt

p(t) = Li(t) (4.18)
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35 4.2 Inductores

De la misma manera, utilizando la ecuacién (1.5) se puede obtener la expresién
para la energia que entrega o recibe un inductor, dada por la ecuacién (4.19). Es
importante destacar que el inductor puede almacenar energia y luego entregarla,
pero no puede fabricar la energia de la nada.

wr(t) = L/ i(T)MdT

oo dr
i(t)
wr, = L i(r)di(T
(t /( )
wit) = 2200,
wilt) = L(2(t) ~#(~0)

Si se asume que la corriente que circulaba por el inductor en el momento de ser
fabricado era nula, se llega a la ecuacién (4.19).

wy (t) = (4.19)

4.2.3. Circuitos inductivos

Se analizan a continuacion los circuitos basicos para los inductores, compuestos
de un inductor y una fuente de corriente o tensién.

Circuitos con fuentes de tension

Si se conecta una fuente de tensién a un inductor, como esta ilustrado en la
Figura 4.8, la corriente que circule por el inductor dependerda de la funcion que i(t)
caracterice a la fuente de tension.

Si, por ejemplo, el potencial entregado por la fuente es v(t) = tu(t), la corriente +
que circule por el inductor estara dada por: v(t) <> vr(t)
1 [ t2 -
i(t) =g + 17 / Tu(T)dT =g + ﬁu(t) Figura 4.8: un
0 inductor alimentado
Si, en cambio, la tensién entregada por la fuente estd dada por v(t) = u(t), la  Ppor una fuente de
corriente que circule por el inductor estard dada por i(t) = Ftu(t). tension.

Por 1ltimo, la corriente que circula por un inductor si se conecta a una fuente de
tension v = §(t) serd i(t) = @ Es decir que, una vez que se le entrega el impulso
de tensién al inductor, la corriente sigue circulando indefinidamente con el valor
constante %

Importante: Para poder tener un salto de corriente como el descripto, la diferencia
de potencial tiene que dar un salto infinito. En la préactica real esto es imposible,
nunca se va a poder dar este salto, de manera que la corriente en el inductor siempre
variara de forma continua.

En la practica, si se interrumpe la corriente de golpe, la diferencia de potencial
va a aumentar mucho, aunque no va a llegar a infinito.
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i(t)

’UL<T,)

Figura 4.11: un
inductor alimentado
por una fuente de
corriente.

+ o) -
+ L2

v(t) i2() #Ll E n(t)

_ ()

Figura 4.12: dos
inductores en serie.
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i(t) )

tan o =

S

—>

= t

t

Figura 4.10: corriente en un
inductor en un circuito
impulsivo.

Figura 4.9: corriente en un
inductor con una fuente escalén.

Circuitos con fuentes de corriente

Si, en cambio, se conecta el inductor a una fuente de corriente, como se ve en la
Figura 4.11, la tensiéon entre los bornes del inductor estara dada segun la ecuacion

(4.16).
Por ejemplo, si la corriente entregada por la fuente es de i(t) = tu(t), la tension
entre los bornes del inductor serda v(t) = Lu(t). Mientras que si la corriente es

i(t) = u(t), la tension serd v(t) = Li(t).

Nota: Ningun inductor (o capacitor) es ideal, es decir todos tienen resistenca.
Por esta razon, la respuesta real nunca puede ser una delta de Dirac.

4.2.4. Conexion en serie y paralelo

Se estudian a continuacion las inductancias equivalentes que resultan de conectar
dos o més inductores en serie o paralelo.

Conexion Serie

Si se conectan dos inductores en serie, como se ilustra en la Figura 4.12; la
corriente que circule por ellos serd la misma, mientras que la tension total sera la
suma de las tensiones de cada uno. Se puede deducir, entonces, la expresién para su
inductancia equivalente.

v1(t) 4 va(t)

o di(ty . dl(t) i)
u(t) = Ll? + L27 vi(t) = Ly 7t

B di(t) o di()
U(t) = (Ll + Lg) dt (%) (t) Lg dt
Leq == Ll + L2

Es decir que, al conectar inductores en serie, la inductancia equivalente esta dada
por la suma de las inductancias.

(4.20)

Leq - Zn: Lz
=0

Analisis de Circuitos Facultad de Ingenieria - UBA



37 4.3 Inductancia Mutua

Conexién Paralelo i(t)

Si se conectan dos inductores en paralelo, como se ilustra en la Figura 4.13, Jor + +
ambos inductores deben tener la misma diferencia de potencial, mientras que la u(t) g L E L
corriente que circula es la suma de las corrientes de cada uno. ia(t) Qil(t) !

ot) = wl)=wlt) i) = ) +isl) Figura 4.13: dos
1 t 1 1 t inductores en
iw(t) = — i(r)dr + Ig(t) = (— + —) / i(T)dr + (Io, + Io,) paralelo.
Ly Jo Ly Ly Jy
. I Ly Ly
ZQ(t) = L—2 ; Z(T)dT + [Oé/eq Ll —I— L2

Donde Iy, y Iy, son las condiciones iniciales para cada uno de los inductores.

Es decir que, al conectar inductores en paralelo, la inversa de la inductancia
equivalente estda dada por la suma de las inversas de las inductancias.

1 "1
= — 4.21
Leq Z Lz ( )
=0
4.3. Inductancia Mutua

Cuando el campo magnético que produce una bobina induce tensién en otras
bobinas, se dice que dichas bobinas estan acopladas y los devanados constituyen un i1(t) ia(t)
transformador. iﬁ t

Si se aproximan dos inductores, como se muestra en la Figura 4.14, el flujo
magnético del primer inductor estard dado por la ecuacién (4.22).

. . ., ) Figura 4.14: dos
Donde M;s es el coeficiente de induccién mutua sobre el inductor 1, provocada  ;,quctores acoplados.

por el inductor 2. Es decir, es un coeficiente que indica cémo es afectado el inductor
1 por la corriente iy (t).
Por ser un coeficiente de induccién, Mis se mide en Henry.

De esta manera, si se tiene en cuenta la nueva expresion para el flujo magnético,
dado por la ecuacién (4.22), se obtiene una nueva expresién para la tensién del
inductor, que puede verse en la ecuacién (4.23).

dd(t diq(t dio(t
) = S = g

Si ambas corrientes ingresan por los puntos homdlogos (es decir, los puntos
marcados en el gréfico del circuito), los flujos se suman, porque las lineas de flujo
son coincidentes. Si, por otro lado, las dos corrientes salen por los puntos homélogos,
también se suman los flujos.

Si, en cambio, una corriente entra y la otra sale por los correspondiente puntos
homélogos, los flujos se restan.

En el caso presentado en la figura 4.14, la tension en el segundo inductor estara dada
por la ecuacion (4.24).

(4.23)
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dq)g( ) dlg( ) dll( )
t =1L + M.

vall) = =4 2t 2T
Donde el coeficiente Mo = Mo, ya que el efecto que el primer inductor produce

sobre el segundo es igual al efecto que el segundo produce sobre el primero.

(4.24)

4.3.1. Circuitos con inductores acoplados

M
2N

+ VL, — + VL, —
LAAAS AAAS

D (HE (0 Qe

Figura 4.15: un circuito con dos inductores y dos mallas.

LN\t

Estas son las ecuaciones de malla para el circuito de la figura 4.15.

) wu(t) = Li%+iR—iR— M2Y
1) —uy(t) LQC“ZHQR—ZR M‘“;lf

M
2N

+ VL, —
\AAAS

AW
1 [] + R
_l’_
) (et 0 Do

Figura 4.16: otro circuito con dos inductores y dos mallas.

LN\t

Y estas son las ecuaciones de malla para el circuito de la figura 4.16.

Do owit) = Lo+ MU0 — 950) & Lo + M9 — L
M) —uy(t) = L2%+MZ;§“+ZR Ly

Ordenando un poco se puede llegar a una expresién mas simple.

) u() = (L1+L2)d’1+2Md” — MO 1,
) —w(t) = L ‘”2+Md” +iyR — Ly

4.3.2. Energia en inductores acoplados

Para dos inductores acoplados con inductancias L; y Ly e inductancia mutua
M, la energia de cada uno de los inductores estara dada por las ecuaciones (4.25) y
(4.26).

1 1
w, = 5le'f(t)jﬁj\m(t) (4.25)
1 1
wy = §L2i§(t)+§Mi1(t) (4.26)
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39 4.3 Inductancia Mutua

La energia total de los inductores estard dada por la ecuacién (4.27). Esta energia
nunca puede ser negativa ya que los inductores son elementos pasivos.
1
2

1

w(t) = 5

Lii3(t) + = Lois(t) + My (t)ia(t) (4.27)

Coeficiente de acoplamiento

El coeficiente de acomplamiento k£ es un nimero que varia entre 0 y 1, que indica
si el acomplamiento de los inductores es débil o fuerte. El coeficiente de acoplamiento
entre dos inductores Ly y Lo, estd dado por la ecuacion (4.28).

M
vV Ly Ly

Un coeficiente muy cercano a cero indica un acoplamiento débil, mientras que un
coeficiente muy cercano a uno indica un acoplamiento fuerte. Cuando k£ = 1, se dice
que se trata de un acoplamiento perfecto, y constituye de un transformador
ideal. En la realidad, los transformadores tienen un coeficiente k£ = 0.99.

(4.28)

4.3.3. Transformadores ideales

Si el flujo magnético por una de las espiras de los inductores es ¢, el flujo
magnético a través de un inductor con N; espiras serd ¢; = Nj;¢, mientras que
el flujo magnético a través de un inductor con N, espiras serd ¢ = No¢. De modo
que la relacién entre ¢ y ¢ estard dada por la ecuacion (4.29).

b _ N

o2 Ny

Teniendo en cuenta la ecuacién (1.8), se puede obtener la relacién entre los
potenciales electrostaticos v, y vy generados por los inductores.

(4.29)

_ doy . do

_ dgy . do
U1 N1
2 = = 4.32
UZ N, (4.32)

Del mismo modo, se puede obtener la relacion de las corrientes que circulan por
los inductores, si los sentidos de referencia estan dados como se muestra en la Figura
4.14, teniendo en cuenta que fy;p = 0.

Nl’il + Ngig - 0 (433)
Nyiy = —Nyiy (4.34)
i Ny
- = = 4.35
s N, (4.35)

Se denomina relacion de transformacidén al coeficiente N = %
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Ejemplo

Un circuito béasico utilizando un transformador ideal puede verse en la Figura
4.17. En este caso se toma que el coeficiente de acoplamiento es k = 1, y la
permeabilidad magnética del medio es poo.

i(t)  ia(t)
v T
vi(t) §

O

~ 2

Lo vy (t) R

Figura 4.17: Circuito de un transformador ideal

Del circuito, es evidente que la corriente iy esta dada por iy = —%. Utilizando
las relaciones de tensiones y de corrientes, dadas por las ecuaciones (4.32) y (4.35)
respectivamente, se puede obtener la relacién entre la tension y la corriente a la
salida del circuito.

N

Vi = VL 4,
f N, (4.36)
, Ny, VN

_ _ 2iv 4,
" N, T RN, (4.37)
Vi N2

_ M 4,
i r (Ng) (4.38)

En este caso, se puede apreciar que utilizando un transformador ideal puede
variarse el valor de una resistencia determinada.

Modelo de transformador ideal

Un transformador ideal no tiene solamente dos inductores, sino que cuenta con
varios juegos de bobinados, ademas de las resistencias internas que corresponden a
esos inductores.

O_/WVV\/_{WY\ NYY\_/VV\/\/\/_O
+ Rp Lr Ls  Rg +
0 E i vs(t)
- _

Figura 4.18: Modelo del circuito de un transformador real
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Capitulo 5

Circuitos de Primer Orden

Se llama circuitos de primer orden a aquellos en los cuales la ecuacién para una
determinada funcién del circuito es una ecuacién diferencial ordinaria lineal y de
primer orden.

Las soluciones que se indiquen, seran siempre a partir del tiempo ¢t = 0.

5.1. Circuitos con condiciones iniciales no nulas

Se trata de circuitos que no tienen fuentes interiores (con excitacién nula) excitados
unicamente por las condiciones iniciales de los elementos.
Estos circuitos tendran ecuaciones diferenciales homogéneas.

5.1.1. Circuito RC

Si se conecta una resistencia en paralelo con un capacitor cargado, se obtiene un
circuito RC de primer orden, como el ilustrado en la Figura 5.1.

En este caso, utilizando la Ley de Kirchhoff de las corrientes, dada por la ecuacién
(1.11), la Ley de Ohm, dada por la ecuacién (2.1) y la ecuacién (4.3) de la corriente
del capacitor, se puede llegar a la ecuaciéon diferencial que caracteriza al circuito.

ir(t) +ic(t) = 0 (5.1)
ir(t) = —ic(t)
v(t) dv(t)
" - “ar (5:3)

La ecuacién caracteristica de este circuito RC, entonces, estard dada por la
ecuacién (5.4).

dv(t) N v(t)

Una vez obtenida la ecuacién diferencial, es necesario encontrar la solucion de la
ecuaciéon por los métodos estudiados en Analisis Matematico para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias.

A continuacidn, se resuelve esta ecuacion (5.4) paso a paso.

41

Figura 5.1: Un
circuito RC de
primer orden.
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% = "Re (5.5)
dv(t) dt
S = IO (5.6)
do(t) 1

/U(t) = far (5.7)
no(t) — —%H( (5.8)
v(t) = e motK = Kemno (5.9)
o(t) = Ae we (5.10)

Para poder determinar el valor de la constante A es necesario utilizar las condiciones
iniciales del circuito. Si, por ejemplo, la carga inicial del capacitor es V{, se tiene que
v(0) = Ae® = A =V, de modo que la solucién del circuito sera la expresada por la
ecuacion (5.11).

o(t) = (voe—%) u(t) (5.11)

A medida que la resistencia aumenta, el decrecimiento de la tension se hace mas
lento, de modo que el comportamiento del circuito se acerca al de una fuente de
tension.

Figura 5.2: Decrecimiento exponencial.

En este caso, RC' es la constante de tiempo del circuito, usualmente denominada
7. Esta constante de tiempo representa el instante para el cual la diferencia de
potencial del circuito se reduce un 36.8 % del total. Ademads, se considera que una
vez transcurridos 57, el circuito llega a su condiciéon de estabilidad,en este caso
v(t) = 0, toda la energia almacenada en el capacitor se ha perdido en forma de
calor.

5.1.2. Circuito RL
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43 5.1 Circuitos con condiciones iniciales no nulas

Si se conecta una resistencia en serie con un inductor cargado, se obtiene un
circuito RL de primer orden, como el ilustrado en la Figura 5.3.

En este caso, para poder encontrar la ecuacion diferencial del circuito, se utiliza
la Ley de las tensiones de Kirchhoff, dada por la ecuacién (1.12), la Ley de Ohm,
dada por la ecuaciéon (2.1), y la ecuacién (4.16) de la tensién en el inductor.

’UR(T,) + UL(t) = 0 (512)
UR(t) = —’UL(O (513)
iR = —Ld;—(tt) (5.14)

De modo que se obtiene la ecuacién diferencial (5.15), muy similar a la ecuacién
(5.4) estudiada anteriormente.

di(t) R.

i + fz(t) =0 (5.15)
En este caso, se utilizara otro método posible para resolver la ecuacion diferencial.

Se trata de la técnica de proponer una solucién posible, de acuerdo a la forma de la

ecuacion.

Se propone una solucién de la forma i(t) = Ae®*, de modo que la derivada de

la funcion sera d;—(f) = Ase®. Reemplazando en la ecuacién (5.15) se obtiene el

polinomio caracteristico de la funcién, dado por la ecuacién (5.17).

Ase“%—%Ae“ =0 (5.16)

Ae (s + %) =0 (5.17)

La igualdad debe cumplirse para cualquier valor de ¢, de modo que no tiene

sentido que Ae®® = 0 y obligatoriamente s+% = 0, de donde se obtiene que s = —%
Ademas, resulta evidente que s = %, de modoe que en este caso el coeficiente 7

del circuito es 7 = }%‘ Finalmente la solucién serd la expresada en la ecuacién (77?).

i(t) = (Joe—t%) u(t) (5.18)
A medida que la resistencia aumenta, el decrecimiento de la corriente se hace mas
lento, de modo que su comportamiento se aproxima al de una fuente de corriente.

5.1.3. Generalizaciones

Si el circuito tuviera mas de un resistor, el procedimiento para encontrar la
funcién de la tension o de la corriente seria idéntico. La tinica diferencia seria que en
lugar de utilizar el valor R de la resistencia, se utilizaria el valor R, de la resistencia
equivalente del circuito.

Teniendo en cuenta la constante 7, toda funcién cuya ecuacion diferencial tenga
. - _t
la forma: dfd—(f) + @ = 0, tendra una solucién de la forma: f(t) = Foe .

Siempre que un circuito tenga un solo capacitor o un solo inductor, tendra el
comportamiento de un circuito de primer orden. Si el circuito tiene mas de un

capacitor o inductor, pero pueden simplificarse mediante el equivalente serie o paralelo,

también serd un circuito de primer orden.
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Figura 5.3: Un
circuito RL de
primer orden.



Figura 5.4: Circuito
con llave, de primer
orden.
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5.1.4. Circuito con llaves

Un circuito puede tener una llave que cambie de posicion en un determinado
instante de tiempo. En este caso, la ecuacion diferencial que representa al circuito
tendra una forma antes de que se active la llave, y otra forma diferente una vez que
la llave se haya activado.

En el circuito de la Figura 5.4, la llave se cierra en el instante ¢t = 5, de modo
que durante los primeros 5 segundos se tiene una caida de tensién, y a partir de los
5 segundos se tiene otra caida distinta.

El coeficiente 7 durante los primeros 5 segundos serd 7 = RC' = 10. Si la tension
inicial en el capacitor es de 100V, (5.19) serd la ecuacién para la primera etapa del
circuito.

o(t) = (1006—%) w(t)u(5 —1) (5.19)

Una vez que se cierre la llave, la resistencia total pasara a ser R, ~ 1£2, de modo
que 7 = 1. Calculando tension del capacitor en el instante ¢ = 5 se puede obtener la
tensién inicial para esta segunda etapa: v(5) = 100e~ /2 ~ 61.

La solucién completa estarda dada por la ecuacién (5.20).

u(t) = (1006—%) u(t)yu(s — 1) + (6109 u(t — 5) (5.20)

100

90

70
60
50
40+
30;

20

Figura 5.5: La tensién en el circuito de la Figura 5.4

La Figura 5.5 ilustra el decrecimiento de la tensién en ambas etapas del circuito.

5.2. Circuitos con condiciones iniciales nulas

Se trata de circuitos en los cuales no hay carga en los inductores ni capacitores,
sino que estan excitados por fuentes.

En estos circuitos la ecuacién diferencial de una determinada funcién no es
homogénea. Para poder resolver la ecuacién, entonces, serda necesario resolver la
ecuacién homogénea, luego la particular y finalmente sumarlas para obtener la total.

El Cuadro 5.1 indica las soluciones particulares que deben proponerse ante una
determinada excitacion.
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45 5.2 Circuitos con condiciones iniciales nulas

Excitaciéon Solucién Particular
Au(t) K
Atu(t) Klt + K2
(At + B)uf(t) Kit+ K,
At2u(t) K1t2 + th + Kg
Asin(wt)u(t) | Kisin(wt) + K cos(wt)
Acos(wt)u(t) | Kqsin(wt) + K; cos(wt)

Cuadro 5.1: Soluciones particulares para proponer.

5.2.1. Circuito RC

Si al circuito RC estudiado anteriormente se conecta una fuente de corriente, se
obtiene un circuito como el ilustrado en la Figura 5.6.

La ecuacion diferencial del circuito puede hallarse del mismo modo que con el
circuito de excitacion nula.

in(t) +ic(t) = i(t) (5.21)

iﬁf) 4 Cdi;tt) i(t) (5.22)

La soluciéon de la ecuacién homogénea sera igual a la encontrada anteriormente,
. =t - . .
es decir: vy (t) = Aerc. Para resolver la ecuacién particular es necesario conocer

i(t).
Respuesta al escalén

d(t co . .
que zélg) = 0, y al reemplazar en la ecuacion diferencial se obtiene que

de donde vp(t) = RXu(t).
La solucién completa estara dada por la ecuacion (5.23).

Si, por ejemplo, i(t) = Xu(t), la solucién a proponer serd vp(t) = K. De modo
K
R

u(t) = (Aez% + Rx) u(t) (5.23)

Para encontrar el valor de la constante A es necesario utilizar las condiciones
iniciales. En este caso, la tensién en el capacitor es nula en el instante t = 0, es decir
v(0) = A+ RX =0, de modo que A = —RX.

Finalmente, se llega a que la tension del circuito esta dada por la ecuacién (5.24).

o(t) = (1 - ez%) RX u(t) (5.24)

Como se puede apreciar, esta solucién tiene dos términos. El término de la
exponencial negativa, que desaparece con el tiempo es llamado solucién transitoria,
mientras que el término constante, que no desaparece con el tiempo, es llamado
solucion permanente.

Es interesante notar que la solucion a la ecuacién homogénea esta relacionada
con el término transitorio, mientras que la solucion particular esta relacionada con
el permanente.
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Figura 5.6: Un
circuito RC con
fuente de corriente.
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Respuesta al coseno

Si, en cambio, la corriente entregada por la fuente es i(t) = K cos(wt), la
solucién a proponer y su derivada estardn dadas por las ecuaciones (5.25) y (5.26)
respectivamente.

vp(t) = K;isin(wt) + Ky cos(wt) (5.25)
d”gt(t) — WK cos(wt) — W sin(wt) (5.26)

Al reemplazar en la ecuacién diferencial se obtiene la ecuacion (5.27).

X cos(wt) = % sin(wt) + % cos(wt) + CKyw cos(wt) — CKywsin(wt)  (5.27)

Agrupando las constantes que multiplican a los senos y cosenos, se puede ver que
%+CK1w:Xy%—CK2w:0.

K1 = RCWKQ (528)
K.
§2+RC2W2K2 - X (5.29)
XR
K = e (5-30)
XR2Cw
K = e (5:31)

La solucién completa estara dada por la ecuacion (5.32).

XR*Cw XR

”@:(MW+IIEEE%WW+I:ﬁ@E

cos(wt)) u(t) (5.32)
Nuevamente, para encontrar el valor de la constante A es necesario utilizar las
condiciones iniciales. En este caso, la tensién en el capacitor es nula en el instante
_ : _ XR _ _ _ XR
t =0, es decir v(0) = A + {3725z = 0, de modo que A = — 55
En este caso, el término permanente de la ecuacion es la suma de dos funciones
senoidales. Es decir que una vez que haya concluido el periodo transitorio, la corriente

seguird variando en el tiempo, en forma senoidal.

Respuesta a la rampa

Otra funcién que puede utilizarse como excitacién de la fuente es i(t) = Ktu(t).
En este caso, la solucién particular estda dada por vp(t) = Kyt + Ky, y su derivada
seréd dvgt(t) = K;.

Reemplazando en la ecuacién diferencial, se obtiene 1252 + CK, = Ktu(t). De

donde es evidente que K; = RK y Ky = —R*KC.

La ecuacién general estard dada por v(t) = Aere + RKt — R2KC. Utilizando la
condicién inicial nula se puede obtener el valor de la constante A, v(0) = A— R?KC,
de modo que (5.33) serd la ecuacion final.

u(t) = [—R2KC (1 - 6W> + RKt] u(t) (5.33)
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47 5.3 Circuitos con condiciones iniciales y fuentes

Respuesta al impulso

Finalmente, también es posible excitar el circuito con un impulso i(t) = Ko(t).
Sin embargo, el comportamiento que se observe al utilizar el impulso sera distinto
del comportamiento observado con las otras excitaciones.

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.4), es posible observar que el impulso de
corriente aplicado al capacitor cambia las condiciones iniciales del circuito.

o+
o0ty = 2 [ ke = (5.34)
C Jo- C
Es decir que, se trata de un circuito con condiciones iniciales nulas y con una
excitacién dada por una fuente de corriente, pero si se analiza a partir del instante
t = 0%, se puede ver como un circuito con condiciones iniciales no nulas pero sin
excitacién. La respuesta estara dada por la ecuacion (5.11), con Vy = %
Como ya se dijo, no es posible crear una §(t) en la vida real, sin embargo si el
tiempo de duracién de la corriente es mucho menor que el coeficiente 7 del circuito,
es posible apreciar un comportamiento similiar al generado por el impulso ideal.

5.2.2. Circuito RL

Si al circuito RL estudiado anteriormente se conecta una fuente de tensién, puede
obtenerse un circuito como el de la Figura 5.7. La ecuacion diferencial de este circuito + vg(t) —

estard dada por la ecuacién (5.35). g N

_|_
di(t ) v(t C L1 3w
d<t) + iR = o(t) (5.35) o@D B
La solucién de la ecuacion homogénea serd la misma que se encontré previamente,
.. R ., . .
es decir iy (t) = Ae 'z Para resolver la ecuacién particular es necesario conocer v(t).  Figura 5.7: Un
circuito RL con
fuente de tensién.

L

Respuesta al escalén

Al igual que en el caso del capacitor y la fuente de corriente, si la tensién
de la fuente estd dada por v(t) = Xu(t), la solucién particular para la corriente
serd ip(t) = K = Zu(t).

De modo que la solucién general serd i(t) = % (1 - e‘t%) u(t).

5.3. Circuitos con condiciones iniciales y fuentes

Un circuito como el de la Figura 5.6 puede, ademas de estar excitado por una
fuente de corriente, tener una condicion inicial no nula para la tensién del capacitor.

La tnica diferencia que introduce esta condicién inicial se produce al hallar la
constante A que multiplica a la exponencial negativa.

Asi, si se tiene que la tensién en el capacitor estd dada por v(t) = (Aeﬁ% + RX) u(t),

y la tension inicial en el capacitor es Vj, se puede obtener la constante A a partir de
la ecuacién para el instante ¢t = 0: v(0) = A+ RX = Vj, de donde A =V — RX.

o(t) = [(vo ~ RX)ewt + Rx} u(t) (5.36)
o(t) = [%e&—é + (1 - e%) RX] u(t) (5.37)
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La solucién final de v(t) puede expresarse de dos modos distintos. El primer
término de la ecuacién (5.36) expresa el régimen transitorio, mientras que el segundo
término expresa el régimen permanente.

En el caso de la ecuacién (5.37), el primer término expresa la respuesta a las
condiciones iniciales, mientras que el segundo término expresa la respuesta a la
excitacién de la fuente.

5.3.1. (Generalizacion para el escalon

Cuando un circuito de primer orden estd excitado por un escalén, y no tiene
llaves que actien en el transcurso del tiempo analizado, se puede utilizar una férmula
general para obtener la respuesta.

Se tiene un circuito cualquiera, y se busca una funcion f(t) que esté definida por
las ecuaciones (5.38) y (5.39).

O k) = o) (5.:38)
g(t) = Hult) (5.39)

A continuacién, se hace la deduccién que permite encontrar el método mecanico
para resolver esta situacién.

fu = Ae™ (5.40)
fr = % (5.41)
flt) = A6_Kt+% (5.42)
A = f(O)—% (5.43)
rt) = <f(0)—%) K (5.44)

El término % representa el régimen permanente del circuito, y por esta razén

se lo llama f(oc0). El término K es equivalente a 1/7. La ecuacién (5.45), entonces,
expresa el método mecanico a aplicar.

() = [((0) = f(o0)) ™" + f(00)] ut) (5.45)
Una vez que se ha encontrado el coeficiente 7 del circuito, si se tienen las

condiciones iniciales de la funciéon y se puede analizar el circuito para encontrar
las condiciones finales del circuito, se puede utilizar este método mecanico.

Ejemplos

Si se debe resolver un circuito como el de la Figura 5.8, es posible utilizar la
ecuacion (5.45), pero primero serd necesario encontrar el coeficiente 7 del circuito y
los valores inicial y final de la tension en el capacitor.

Para encontrar el 7 del circuito sin tener que buscar la ecuacién diferencial, se
puede realizar el equivalente de Thevennin. En este caso, la resistencia de Thevennin
es R., = 20Q y la tensién de Thevennin es v(t) = 1.5V. Con estos datos, el 7 del
circuito es 7 = R,,C = 20 y la tensién final es v(co) = 1.5V
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2092 1022

s
w) (D 200 1F == (0

Figura 5.8: Un circuito RC con fuente de tensién.

De este modo, la ecuaciéon que caracteriza la tensién del capacitor es vo(t) =
(Ve(0) = 1.5V)e /10 + 1.5V

102
—— WA~
+ R, n
L
10u(t) () 109 Ry —’—_1F

Figura 5.9: Otro circuito RC con fuente de tension.

De la misma manera, para el circuito de la Figura 5.9, utilizando el equivalente
de Thevennin es evidente que 7 = 5.

Si esta vez se quiere encontrar la expresién de la corriente ig,, para el instante
t = 0 se debe considerar al capacitor como una fuente de tensién, cuyo valor es la
tension inicial del capacitor, por ejemplo vo(0) = —3V. De este modo, la corriente
que circula por la resistencia R; serd ig, (0) = 1()\/1—07(9—3\/) = 1.3A.

Por otro lado, para el régimen permanente, cuando el capacitor se ha cargado
con la tension maxima posible, es equivalente a un circuito abierto, por lo que la
corriente que circula por la resistencia Ry serd ig, (00) = 206 = 0.5A4

Finalmente, la ecuacién completa para la corriente serd ig, (1) = (1.3A—0.5A)e~"/>+

0,5A.
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Capitulo 6

Circuitos de Segundo Orden

Son circuitos de segundo orden los que poseen inductores y capacitores en un
mismo circuito, o los que poseen inductores o capacitores que no se pueden reemplazar
por un equivalente.

En estos circuitos sera necesario conocer las condiciones iniciales de la funcién y
de la derivada de la funcién.

6.1. Circuito RLC serie

Se analiza, en primer lugar, el comportamiento de un circuito RLC serie, tanto
si estd excitado por condiciones iniciales, como por una fuente de tension.

vr(t) _ | orn(t) _
+ +

_I_
o) (D m C ==t vet)

Figura 6.1: Un circuito RLC serie.

Recorriendo la malla del circuito planteado por la Figura 6.1, es posible obtener la
ecuacién (6.1), que es la ecuacién integro-diferencial que caracteriza a la corriente
del circuito.

di(t)

v(t) =1L o

e /0 i(7)dr + vo(07) + Rit) (6.1)

Para poder resolver esta ecuacion, se derivan ambos miembros, de manera que
se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria, lineal, de coeficientes constantes y de
segundo orden.

du(t) _ Ld%‘(t) 1. di(t)

dt a T C' (6:2)

6.1.1. Respuesta a las condiciones iniciales

Si no hay excitacion de fuentes (v(t) = 0) la ecuacién diferencial (6.2) pasa a ser
la ecuacién homogénea (6.3).
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51 6.1 Circuito RLC serie

Y .

i) | Rdih) | 1 (6.3)
dt? L dt LC

Para resolver esta ecuacién, se propone una solucién de la forma i(t) = Ke®, de

modo que la derivada serd dil(tt) = Kse® y la segunda derivada serd dili(zt) = Ks%est.

Reemplazando estos valores en la ecuacién homogénea, se obtiene la ecuacién

(6.4), a partir de la cual se puede obtener el polinomio caracteristico de la funcién,

dado por la ecuacién (6.5).

1
s*Ke + %sKeSt + EK@“ =0 (6.4)
R 1
st 2 o —
Ke (s + Ls—l—LC) 0 (6.5)

El polinomio caracteristico tiene que anularse para cualquier valor de t. Es
necesario, entonces, encontrar las raices del polinomio.

R R\* 1
S1,2 = _ﬁ + \/(ﬁ) — ﬁ (66)

La solucién del circuito dependera de los valores que tomen R, L y C. Las
diferentes combinaciones de valores dentro del discriminante determinan tres posibles
casos, que se estudian a continuacion.

£
2L

, 2 1
[Caso 1] Raices reales: ( ) > 7o
Cuando el valor del discriminante es positivo, se obtienen dos raices reales y
negativas. De modo que la solucién serd de la forma i(t) = Ae*'* + Be®2'. Son dos
exponenciales negativas, tienden a cero cuando t — oo.
. .. e . . di(t
Teniendo en cuenta las condiciones iniciales para i(t) y ’d(t), se pueden obtener

los valores para Ay B.

i(0) = A+B (6.7)

(0) = As;+ Bss (6.8)

[Caso 2] Raiz doble: (%)2 =L

Cuando el discriminante es nulo, se obtiene una raiz doble y negativa, de valor
s1 = s5 = —Z-. En esta situacién, una solucién de la forma i(t) = Ae*'* + Bte™!
satisface la ecuacion diferencial.

Del mismo modo que en el caso anterior, sera necesario conocer los valores de

las condiciones iniciales para la funcion y su derivada para encontrar los valores de

Ay B.

i(0) = A (6.9)

0) = As, +B (6.10)
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g
2L

, . . 2 1
[Caso 3] Raices complejas: (££)” < -
Cuando el valor del discriminante es negativo, las raices obtenidas son complejas
conjugadas. La parte real de las raices sera negativa.

Se define 0 = £ y wg = 5. De forma que se puede escribir la ecuacién (6.6)

como la ecuacién (6.11).
S12=—0+ /02 — w} (6.11)

Se define w? = 0% — w2, con lo que se tiene que las raices conjudas son s; =
—0 + Jwq Y S9 = —0 — Jwq.

Si se propone una solucién de la forma i(t) = Ae®'* + Be®?!, se puede operar con
los coeficiente definidos.

2

i(t) = AelmoHiwal  Bel-o—iwa)t (6.12)
i(t) = e (Ae! 4 Be @) (6.13)

El valor de la corriente no puede ser complejo, de modo que los coeficientes A y
B deben ser niimeros complejos conjugados que permitan que una vez realizada la
operacion i(t) € R. Se define, entonces, A = Kr+ jK; y B= Kr — j K.

—ot ((KR +jK;) et + (Kr — K, )e‘jwdt)
—ot (K ejwdt Te ]wdt) "‘jK (ejwdt e—jwdt))
~7' (K g2 cos(wgt) + K;2sin(wqat))

~7 (K cos(wgt) + Ky sin(wgt))

Se trata de una funcién exponencial que modula la suma de dos funciones
senoidales. Siempre que se trate de un caso de raices conjugadas se puede proponer
como una solucién de la forma de la ecuacién (6.17), o bien una solucién de la forma
de la ecuacion (6.18).

i(t) = e 7" A cos(wqt + ) (6.18)
Para pasar de la primera expresion a la segunda, se toma y = arctan ? y

A=K?+ K2

Al igual que en los casos anteriores, es posible encontrar los valores para K; y
K, (o K y 7y si se prefiere la segunda expresion), utilizando las condiciones iniciales
de la funcién y su derivada.

i(0) = K, (6.19)
di
%(0) == —UK1+de2 (620)

Ejemplo numérico

El polinomio caracteristico del circuito de la Figura 6.2, estard dado por la
ecuacién (6.21) y las raices del polinomio serdn las indicadas por la ecuacién (6.22).
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—\VWVW/ VY,
+ 10 1H

oty =0(]) IF =

D

Figura 6.2: Ejemplo de circuito RLC serie.

2 4+3s+1 = 0 (6.21)
s10=—154+v225-1 ~ —1.5+1.12 (6.22)
s1=-262 y sy=—038 (6.23)

Como se puede apreciar, se trata de un circuito del primer tipo explicado, es
decir, son dos raices reales y negativas. La forma de la solucién, por lo tanto, sera:
i(t) = Ae®' + Be®?' |y para encontrar los coeficientes A y B, serd necesario tener en
cuentas las condiciones iniciales.

En este ejemplo, se toma i(0) = 2A y £(0) = 1A/s. El sistema de ecuaciones
para encontrar A y B esta dado por las ecuaciones (6.24) y (?7).

A+B = 2A (6.24)
—2.62A—0.38B = 1A/s (6.25)

Resolviendo el sistema se obtiene que A ~ —0.79 y B =~ 2.79

3|

Figura 6.3: La corriente del circuito de la Figura 6.2.

Como puede apreciarse en la Figura 6.3, el efecto de la primera funcién exponencial
es apreciable tnicamente durante los primeros segundos, ya que 71 = 1/s; = 0.38 y
57 = 1.9; mientras que el efecto de la segunda exponencial permanece durante casi
15 segundos, ya que 75 = 1/s9 = 2.63 y 57 = 13.16.

Otro ejemplo numérico

Si en lugar de 3€2 el valor de la resistencia fuera de 102, las raices del polinomio
serian s; = —0.1 y s = —9.9.
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Y si, ademas, las condiciones iniciales estan dadas por v¢(0) = 5V y vg(0) = 10V,
es necesario operar con estas condiciones para poder llegar a los datos desados. A
partir de vg(0) se puede obtener i(0): vg(0) = i(0)R = 10V, de modo que i(0) = 1A,
y a partir de vc(0) se puede obtener %(0): vo(0) = C%(0) = 5V, de forma que
4(0) = BA/s.

En este caso, al resolver el sistema de ecuaciones los valores para las constantes

Ay Bson A=152y B =—0.52.

6.1.2. Analisis General

En el andlisis del tercer caso de las raices se definieron las variables o = % y
wd = % Utilizando estas variables, y teniendo en cuenta que la ecuacién diferencial
es la misma para todas las funciones del circuito, se puede escribir la ecuacién (6.3)
como la ecuacion (6.26).

Las raices del polinomio caracteristico estardn dadas por la ecuacién (6.11),

explicada anteriormente.

d*f(t) df(t) | 5
72 + 20 i +wif(t) =0 (6.26)
Se define, ademas, el factor de mérito: ) = 52, que es un indicador de qué tan

amortiguada esta la funcion. Representa la relacion entre la cantidad de energia
acumulada y la cantidad de energia disipada por cada ciclo.

De este modo, la ecuacién (6.26) puede escribirse también como la ecuacién
(6.27). Y las raices del polinomio caracteristico estaran dadas por la ecuacién (6.28).

e Q dt
2
W W
S0 = —%:& (%) — W2 (6.28)

Puede realizarse, entonces, un analisis de los posibles resultados a obtener, segin

este nuevo discriminante dado por (58)* — wg.

[Caso 1] (;’—5)2 > Wi

En este caso 2Q) < 1, es decir que ) < 0.5. Se dice que el circuito esta sobreamortiguado.

[Caso 2] (%)2 = w]

En este caso 2Q) = 1, es decir que () = 0.5. Se dice que hay amortiguamiento
critico.

[Caso 3] (;’—5)2 <wi

En este caso 2) > 1, es decir que ) > 0.5. Se dice que el circuito esta subamortiguado.
En el caso especial en que o0 = 0 (debido a la ausencia de resistencia en el
circuito), ¢ — 00, no hay amortiguamiento, es decir que la amplitud de la funcién
es constante, no hay pérdida de energia.
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Teniendo en cuenta que el discriminante serd negativo, puede definirse, ademas,
una nueva variable w,. A partir de la ecuacion (6.30).

2
S12 = —%iz %—(%) (6.29)
1 2
wg = wo 1_<@> (6.30)
(6.31)

De modo que cuanto mayor sea () més se aproximara wy a wp, mientras que con
Q@ — 0.5, wy — 0.

Ejemplo numérico

Si en un circuito RLC como el ya ilustrado se tiene una resistencia de 20(2,

una capacitancia de 0.01F y una inductancia 1Hy, la ecuacion diferencial para la
2, .
corriente sera %(zt) + IOle—(f) + 100i(t) = 0. En este caso 20 = 5, wg = v/100 = 10, y

Q =52 = 1. Es decir, @ > 0.5, el comportamiento del circuito serd una cosinusoide
amortiguada.
Es posible escribir el factor de mérito en funciéon de la resistencia del circuito :

Q= %. De este modo, si se quiere variar la resistencia para obtener () < 0.5.

(U()L
— < 05
R
10
— < R
20 < R

Con una resistencia mayor a 20€2 se obtendra un circuito sobreamortiguado, es
decir, un comportamiento dado por dos exponenciales negativas. Mientras que la
resistencia del amortiguamiento critico serd exactamente R = 20(2.
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Figura 7.1: un fasor,
con su parte real e
imaginaria.

P i\ p
v(t) _()

Figura 7.2: Tensién y
corriente en un
resistor.

Capitulo 7

Régimen Senoidal Permanente

Cuando a un circuito cualquiera se lo somete a una excitacion de tipo senoidal, la
respuesta permanente tendra la forma general A cos(wt)+ B sin(wt), o bien F cos(wt+

Para analizar el régimen permanente de circuitos sometidos a este tipo de excitacion
se utiliza una técnica que permite no tener que realizar las ecuaciones diferenciales
para obtener la respuesta.

7.1. Definiciones generales

Se denomina fasor a un segmento orientado, que gira con velocidad angular w,
alrededor del centro de coordenadas.

f(t) = Fcos(wt+ ¢) (71)
Fel@H9) = F (cos(wt + @) + j sin(wt + ¢))
f(t) = Fej(‘*}t+¢) + Fe—j(wt—i-d))

7.1.1. Impedancia compleja

Si se define un fasor V' para la tensién en un elemento, y otro fasor I para la
corriente en ese elemento, es posible encontrar la impedancia correspondiente a ese
elemento como Z = %

Si ambos fasores tienen una misma frecuencia w, la diferencia angular entre ellos
permanecera constante.

Se llama reactancia a la parte imaginaria de una impedacia compleja, y resistencia
a la parte real. La inversa de la impedancia es la admintancia, mientra que la

inversa de la reactancia es la susceptancia.

7.1.2. Impedancia compleja en el Resistor

Para un circuito como el de la figura 7.2, Se define v(t) = V46727, de modo
que la corriente serd i(t) = Ymixeideie!
. ; Vi i
Por otro lado, en forma fasorial, V = Vye’®, vy [ = %em
Como se puede apreciar, en el caso del resistor, la corriente y la tensién
permanencen en fase, ya que tienen una misma frecuencia w y se diferencian
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Unicamente en un factor de escala.

La impedancia compleja del resistor estard dada por la ecuacién (7.4).

ZR:R

7.1.3. Impedancia compleja en el Capacitor

Para un circuito como el de la figura 7.3, Se define v(t) = Viu467%e7*t, de modo

que la corriente serd i(t) = C dzg) = jwC Vs ?eI®t,
Mientras que el fasor de la tension serd V = Ve’ v el de la corriente

serd [ = jwC'Vpsel®.

Teniendo en cuenta que es posible escribir j = e/7/2, 1a corriente se puede expresar
como I = wCOViaue’®™2. Es decir que la corriente en el capacitor adelanta a la
tensién en /2.

Es importante recordar que esto vale para el régimen permanente. No quiere
decir que durante el transitorio empiece a circular la corriente antes que la tensién,
sino que durante el permanente, la fase de la corriente estd adelantada en /2.

La impedancia compleja del capacitor estard dada por la ecuacién (7.5).

—J
Jo=—= 7.5
“TwC (7.5)
Dado que la impedancia es imaginaria pura, es evidente que la reactancia es
Xe = % y la resistencia es nula.

7.1.4. Impedancia compleja en el Inductor

Para un circuito Como el de la figura 7.5, Se define v(t) = Viuae?®e?“t, de modo
que la corriente serd i(t) = + [ v(7)dr+1(0), el dltimo término (i(0)), no se considera
en este analisis ya que afecta al régimen transitorio y no al permanente.

1 . .
i(t) = zvméxem / eIt dt (7.6)
1
() = ——Viaxe’?" 7.7
(1) = Vo (77)
Mientras que el fasor de la tensién serd V = Vioue’® v el de la corriente
serd I = WLL éx €

Teniendo en cuenta que es posible escribir 1/j = e77™/2, la corriente se puede
expresar como I = wCVyse?® ™2, Es decir que la corrlente en el inductor atrasa
a la tension en 7/2.

Al igual que en el caso del capacitor, no hay que olvidar que esto vale inicamente
para el régimen permanente.

La ecuacién (7.8) indica el valor de la impedancia compleja del inductor.
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Figura 7.3: Tensién y
corriente en un
capacitor.

v

Figura 7.4: Diagrama
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y la corriente en un
capacitor.
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Figura 7.5: Tensién y
corriente en un
inductor.
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v Z1, = jwlL (7.8)
Como en el caso del capacitor, dado que la impedancia es imaginaria pura, es
evidente que la reactancia es X = wL y la resistencia es nula.
¢
I 7.1.5. Generalizacion
Figura 7.6: Diagrama Se puede generalizar el comportamiento de la corriente de los tres componentes,

fasorial de la tensién  en funcién de la tension. O también, el comportamiento de la tension en funcién de

y la corriente en un  ]a, corriente. Esto se ilustra en las figuras 7.7 y 7.8.
inductor.

Figura 7.7: Fasores de corriente en funcién Figura 7.8: Fasores de tensién en funcién
del fasor tensién. del fasor corriente.

Como ya se dijo més de una vez, todo este analisis es valido tinicamente para
régimen senoidal permanente.

7.2. Analisis del circuito RLC

Para un circuito como el de la figura 6.1, si la alimentacion de la fuente esta dada
por v(t) = Vecos(wt), se puede definir una funcién compleja cuya parte real sea v(t):
Vet de forma que la corriente del circuito estara dada por i(t) = Re(Ie 7@H9)),

Es posible con este nuevo método plantear y resolver la malla del circuito en
forma fasorial, sin necesidad de utilizar las ecuaciones diferenciales.

Vel = RIS + Ljwlel' + ju%lejwt (7.9)
Velt = et (R + jwL + jw%) (7.10)
Vo= ]<R+ij+ijC> (7.11)
I = v (7.12)

R+j(wLl — =)

Una vez obtenida la expresién compleja para el fasor I, es posible multiplicarla
por le conjugado para obtener su parte real.
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Capitulo 8

Transformada de Laplace

Aplicar la transformada de Laplace a las ecuaciones de un circuito nos permite
analizar facilmente la respuesta en frecuencia de ese circuito.

8.1. Definicién y propiedades

La transformada de Laplace F(s) de la funcién f(t) estd dada por la ecuacién
(8.1).

£{r) = F(s) = [ e (5.1
Mientras que la anti-transformada estd dada por la ecuacién (8.2).
LHF(s)} = f(t) = /000 e F(s)0t (8.2)
Linealidad
C{AR®) + BR()} = /0 T AL () + B0 (8.3)

Desplazamiento en el tiempo

LA{f(t—a)} = /OO e S f(t—a)ot (8.5)

= e “F(s) (8.6)

Desplazamiento en frecuencia

L{ef(t)} = e~ =Dt f (1Yot (8.7)
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Escalamiento
L{flat)} = / e~ f(at)Ot (8.9)
0
1 s
= F <5) (8.10)
Derivaciéon

La transformada de Laplace nos permite trabajar con derivadas de forma alegebraica.
A continuacién la deduccién para la transformada de la primera derivada.

CiF()) = / et on (8.11)

0

= e f(t)|y + /oo e S f(t)ot (8.12)

= sF(s) — £(0) (8.13)

La deduccion para la segunda derivada es equivalente.

Cif W) = / et pnor (8.14)

0

= s'F(s) —sf(0) — f'(0) (8.15)

Integracion

Al igual que con las derivadas, la transformada de Laplace nos permite trabajar

con las integrales de manera algebraica.
t
st (/ f(T)dT) dt (8.16)
0

ﬁ{/otf(f)af} - /OOO

e
1
= ;F(s) (8.17)
Teorema del valor inicial
yr% f(t) = lim sF(s) (8.18)
Teorema del valor final
tlim f(t) = lir% sF(s) (8.19)

Transformada de la convolucién

L {/Ot fi(t — T)f2(7)87} = F1(s)Fy(s) (8.20)
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8.2. Algunas transformadas comunes

Escalén unitario

£{u(t)} = / ety (B)0t = —2et| =1 (8.21)
0 s 0 S
Impulso unitario
L{5(t)} = sL{u(t)} —u(07) = 2 —0=1 (8.22)
Exponencial
£ {etu(t)} = / e~ =0ty () gt = (8.23)
0 S—a

Donde a puede ser cualquier nimero complejo de la forma a = k+jw. O directamente
a = jw.
De hecho, la transformada de e™“'u(t) (;77;) v la transformada de e/'u(t)

(—%-), pueden resultar muy ttiles para resolver circuitos de primer y segundo orden.
s—jw

Funciones senoidales

Las transformadas del seno y el coseno pueden obtenerse a partir de la transformada

de la exponencial, utilizando la férmula de Euler.

L {cos(whu®)} = £ {Ww)} (8.24)
1 1 1 _ 1 (s+jwts—jw
2 (s — jwt - s +jwt) 2 ( s2 — w? ) (8:25)
L {cos(wtyu(t)} = ﬁ (8.26)

L {sin(wt)u(t)} = E{ejm;i;_jmu(t)} (8.27)

_ 1 b1 1 (st jw—s+gw
by (8 —jwt s —i—jwt) 2 ( o2 _ 2 ) (8.28)
L{sin(wt)u(t)} = v (8.20)

s2 — (2

8.3. Aplicacion a circuitos

En un circuito RL de primer orden como el de la Figura 8.1, la ecuacién de la

malla estara dada por:
5i
V(t) = La—z Fi(t)R (8.30)
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Aplicando la transformacion de Laplace a ambos miembros de la ecuacién:
i
L{V(t)} = L {LE + z(t)R} (8.31)
L{V(t)} = L (sI(s) — i(O_)) +1(s)R (8.32)

Si la entrada es v(t) = u(t), se puede obtener una expresién para la corriente:

é = I(s)(sL+ R) — Li(07) (8.33)
% = I(s)(sL+ R) — Li(07) (8.34)
Is) = ijLLii(O};) (8.35)
Is) = 1L L) (8.36)

ssL+ R sL+R

Cada uno de los términos de I(s) puede anti-transformarse para obtener una
expresion para i(t).
Para el primer término:

F == — - —_—-— .
I(S) 38L+R SL(S—'—}—E) (837)
S 1L &
fl(t) = /0 E —e L d’T = —ZE — e L ; (838)
1
= (1 - e—%t) u(t) (8.39)

Mientras que para el segundo término:

Li(07)  Li(07)
sL+R L(s+ %)
£ot) = i(07)e Tiu(t) (8.41)

Fy(s) = (8.40)

De manera que la expresiéon general para i(t) seréa:

i(t) = ((z'(o—) - %) e 4 %) u(®) (8.42)

8.4. Cocientes de polinomios

La transformada de Laplace resulta de suma utilidad cuando se tienen expresiones
de la forma:
apsy +a1sN M+, +a,
F(s) =
bQSM + blsM_l + ...+ bm

Es decir, un cociente de dos polinomios en s.

(8.43)

En principio, una vez que se obtiene una funcién de esta forma, se necesita que
el orden del numerador sea menor que el orden del denominador, porque de esa
manera se puede anti-transformar utilizando las propiedades.
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Si N > M, sera necesario reducir el orden del polinomio, efectuando una divisién
de polinomios, de tal manera que:

K

F(s)= K{sV ™M+ KoV M=1 4 4 Ky_
(s) 18 + K28 + + NM_I_boSM—I—...—G—bm

(8.44)

Donde K es el resultado del primer cociente, K5 el resultado del segundo, y K es
el resto.
De esta forma, la anti-transformada de F'(s) seré:

K
boSM++bm

f(t) = CN_Mé(t) + CN_M+15/(t) +...+ Cl(SN_M@) +L { } (845)

En el caso en que N = M, también es necesario dividir los polinomios, pero en
el resultado habra una tnica §(t).

Ejemplo

_2$3+3$2+5s—|—2

F(s) = 4
() s2+3s+1 (8.46)

Dividiendo el nimerador por el denominador se obtiene un cociente de 2s — 3 y
un resto de 12s + 5. De manera que F'(s) sera:

12s 4+ 5

Fls)=2s— 34+ 212
(5) s +82+3$—|—1

(8.47)
Finalmente, cuando N < M, es necesario buscar las raices del denominador, que
seran los polos de la transferencia. La funcion tendra la forma:

_ N(s)
Fo) = = =) (8.48)

Donde N (s) es un numerador, un polinomio de orden N.

8.4.1. Raices reales y diferentes

En el caso en que las raices sqg...s, sean todas reales y diferentes, se puede
separar la funcién por el método de fracciones simples, de tal manera que:

P-4, B M (8.49)

§$— 8 S— 89 "5 — sy

Los coeficientes, para tres raices, se pueden encontrar de la siguiente manera:

N(Sl> B— N(Sg) C = N(Sg)

4= (s1— s2)(s1— s3) (s2 = s1)(s2 — s3) (s3 = s1)(s3 — 52)

(8.50)

Donde N (s) es el numerador y A, B y C' son nimeros que no dependen de s.
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Ejemplo numérico

Pl = 5 +8?;+ 15 (8+3)3(s+5) (8:51)
LA o
4= —33+ 5 g (559

B - —5i¢3:_; (8.54)
F(s) = g&i3+8i9 (8.55)
) = ;(6_&—%6_&)u@) (8.56)

Ejemplo en un circuito

Un circuito capacitivo como el de la Figura 8.2, estara caracterizado por las
siguientes ecuaciones:

wwzi@m+m@+é/%¢hﬂ@m (8.57)

Va(t)  Va
it R,

Z(t) = i1 +ip =0C; (858)

Donde Vj es la tension entre los bornes del capacitor Cf.

Gy

Ry
Ry

Cs

_|_
o) (D

Figura 8.2: Un circuito con raices reales.

Haciendo la transformada de Laplace en ambas ecuaciones, y operando para
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65 8.4 Cocientes de polinomios

obtener un cociente de polinomios:

Vis) = I(s)Ry+Va(s)+ LCQI( )+ I(s)Rs (8.59)

= 1I(s) (R1 + % + Rg) + Va(s) (8.60)

I(s) = sCiVa(s)+ % (8.61)

I(s)

Vails) = ——— 8.62

a(s) Fot (8.62)
1 I(s)

Vis = 1 Rl — Rg 71 8.63

@ = 10 (Rt g o R+ g (563)

V(s) = <R1 T TRt ﬁ) (8.64)

V(s) = (SCle + 1+ sCyR3 + 801§22 " 1) (8.65)

V(S) _ ( SCgRl + 1 +ng(fé?1(;fin)+ 1) + SCQRQ) (866)

8.4.2. Raices reales dobles

Si una o mas raices se repiten, se trata de raices dobles, en lugar de simples. Para
hacer la separacion en fracciones serd necesario tener en cuenta esta situacion.

Por ejemplo, para un caso con una raiz doble s; y una raiz simple ss:

Fy=—2 4 B C (8.67)

(8—81)2 S— 851 S — 89

En este caso, los coeficientes, se pueden encontrar de la siguiente manera:

N(s2)

(82— s1)?

N(s1) B:E? N(s)

A:(sl—s2) 9s (s — s3)

C = (8.68)

S1

Donde N(s) es el numerador y A, B y C son niimeros que no dependen de s. Para
el coeficiente B es necesario hacer la derivada de la funcion, ya que de ese modo se
reduce el orden del polinomio.

En el caso en que hubiera una raiz triple, el procedimiento seria similar, teniendo
una fraccién con denominador (s — s1)3, otra con denominador (s — s;)? y otra con
denominador (s — s).
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Ejemplo numérico

1

o) = ooy (8.69)

A B C
T 613  5+3) Ts+2 (870)
A :_%12:—1 (8.71)
C - _21+ S=1 (8.72)

9 1 4

BeTD " —(s+2) (8.73)
B = —(=3+2)?%=-1 (8.74)

1 1 1
Fe) = 53 533t (875)
ft) = (—te™® —e+e ) ut) (8.76)

8.4.3. Raices complejas conjugadas

Para los circuitos que se estudien en esta materia, siempre que aparezca un polo
complejo en una funcién, aparecera también su conjugado.

Por ejemplo, para un caso con dos polos s; y su conjugado si:

o L (8.77)

$—58 s$—8

En este caso, el coeficiente A es conjugado de B, es decir B = A*. Ademas,
§1 = 01 + jwy s8] = 01 — jw. De esta manera, se pueden obtener las siguientes
expresiones:

N(s1) N(s1)

R CET R (8.78)
. _ N(s)) _ N(s7)
S P R (8.79)

A(s —s7) + A*(s — s1)

F(s) I (8.80)
2A§R((SS__ 0(.711))2:f:lzl%w1 (8.81)
Mo e &5
De esta manera, la funcién f(t) estara dada por:
f(t) = 2Ape™ cos(wt) — 2A5e”" sin(wt) (8.83)
f(t) = e (2Ax cos(wt) — 2Ag sin(wt)) (8.84)
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67 8.4 Cocientes de polinomios

8.4.4. Diagrama de polos y ceros

Se trata de un diagrama que permite tener una rapida idea de la funciéon que
se estd analizando. Incluye los polos (raices del denominador) y los ceros (raices del
numerador).

Por ejemplo, el diagrama de la figura 8.3 podria corresponder a una funcién
f(t) = 3e73" 4+ 18¢7%, o también a una funcién g(t) = 1682e73¢ 4 2815¢ .

Jw Jw
X—X% =
—6 —3 o
Figura 8.3: Diagrama de Figura 8.4: Diagrama de Figura 8.5: Diagrama de
polos y ceros. para polos y ceros para polos y ceros para
f(t) =e 3t f 76t f(t) = cos(wt). cos(wt + a)e~ AL,

En el caso de la Figura 8.4, la funcién serd F'(s) = o7 que se puede antitransformar
para obtener la funcién f(t) = cos(wt). Es decir que todo diagrama de la forma del
indicado en esa figura, corresponderd a una funcién coseno.

Por otro lado, el diagrama de la Figura 8.5, estd asociado a la funcién F(s) =
Gapioe cuya anti transformada serd f(t) = cos(wt + a)e 4,

Es decir que se trata de una funcién coseno desplazada y amortiguada. El
desplazamiento de los polos implica que se multiplica la funcién por la exponencial

e~y el desplazamiento del cero implica un corrimiento en la fase.

Como se deduce de este tltimo ejemplo, al analizar un diagrama de polos y ceros,
los polos determinan la forma de la funcién, mientras que los ceros determinan la
fase.

Ademas, si los polos son puramente imaginarios, se trata de una funcién sinusoidal
cuya amplitud no estd modulada por una exponencial. Es decir, cuando los polos
son puramente imaginarios se trata de un régimen senoidal permanente.

Polos reales y complejos

Si la funcién a graficar es de la forma F(s) = SJ%a, se trata de un polo en —a,
pero si la funcién es de la forma F(s) = m, es necesario buscar los ceros del

denominador para determinar qué tipo de polos son.

A) Para hacer este andlisis, se puede utilizar otra notacién, mas apropiada para
analizar filtros.

1
F(s) = ——— 8.85
(5) 2+ s+ wp (885)
Las raices de esta ecuacién estaran dadas por:
Y0 4 LY (8.86)
S10=—— 1w — | = :
1,2 20 0 20
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8. Transformada de Laplace 68

2
De manera que analizando el término (%) es posible determinar el comportamiento

general del circuito.

2
a) Si (%) > 1, @ < 1/2 y las raices son reales y negativas.

2
b) Si (%) =1, Q = 1/2 y la raiz serd —5’—602, es decir una raiz doble y

negativa.

2
c) Si (%) < 1, Q > 1/2 y las raices complejas conjugadas, dadas por la

siguiente ecuacion.

2
Wo . 1
= —— 4 11— — .
51,2 20 J@o ( 2@) (8 87)

Para el caso de polos complejos conjugados, el angulo que formen los polos
con el eje de los reales dependera del valor de (), cuando el angulo es de 45
grados, Q = v/2/2, cuando el dngulo es de 90 grados, Q — oo.

Jw

ol TR
Q= \/§/2 e
//
I/ wWo
'I
Sl
—
TQ=0 o
\\
\
\\
X\
R

Figura 8.6: Circunferencia donde se ubican los polos y ceros complejos

Como puede apreciarse en la Figura 8.6, si () varia, la distancia del polo al
origen permanece constante. Lo inico que cambia es la parte real del polo, que
en los circuitos analizados solamente puede ser negativa.

Analizar figuras como la Figura 8.6 puede servir como referencia acerca del
comportamiento que va a tener un determinado circuito, antes de resolverlo.

B) Otranotacién que también puede utilizarse para analizar esta clase de polinomios
es la siguiente.

N{(s)

s2+ 205 + w? (8.88)

F(s) =
Esta segunda expresion puede también analizarse de la siguiente manera.

s +20s+wp=(s+0) -0’ +wi=(s+0)+w? (8.89)
——

wh
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En el diagrama de polos y ceros, cuando se trata de un polo o cero complejo, o

es la parte real, w, es la parte imaginaria y wy es el médulo, es decir wi = w2 +02. XS Wn

Esta relacion se ilustra en la Figura 8.7.

1

|

|

|

i
Ejemplos numéricos g

1. 3 Figura 8.7: Polo
_ S complejo, con
F) = 57700 (8.90) 227 2

Las raices estaran dadas por:

5+ /25 —400
2

(8.91)

S12 = —

De manera que se trata de dos polos complejos conjugados. Es posible
reformular la expresién y a continuacién hacer la anti-transformada.

3s
F&) = G5 om (8.92)
B (s+2.5)—25
P = 3e55r 107 (8.93)

ft) = 3[6_2'5t (cosMH— 25 sith)] (8.94)

V93.75
ot 6.25
F(t) = 3¢ cos (\/93.75t + a) L+ o (8.95)
Donde o = arctan \/%
2.
s+5
F = — 8.96
() s +4s + 25 (8.96)
s+2+4+3
= - - " 8.97
(s+2)2+21 ( )
3
t) = e (cos V21t + —— sin \/ﬁt) 8.98
() Vo (5:98)
5 15
F(s) = 8.99
&)= S 0s +1aa (8.99)
En esta ecuacién wy = 12, wy/Q = 10, de donde @ = 1.2 > 0.5, es decir se
trata de polos complejos conjugados, con |o| = 5. Es decir que la parte real
del polo sera de —5 y la parte compleja de v/119.
4.

s 4+ 16s + 16

F(s) —
() = 27405 7+ 100

(8.100)

En primer lugar, analizamos los ceros: wy = 4, wy/Q = 16 de donde Q = 1/4.
Es decir que los ceros son reales y negativos.
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Para los polos, ademds, wy = 10, wy/Q = 40 de donde @ = 1/4. Es decir
que los polos también son reales y negativos.

Los valores de los ceros estardn dados por: s;9 = — 16225664 V2256_64 = —8 + V48,

mientras que los valores de los polos estardn dados por: 519 = — 4041600400 \,1200—400 =

—20 £ v/300.

8.5. Resolucion de circuitos

8.5.1. Impedancias Operacionales

Se llama impedancia operacional, a la impedancia que se le otorga a un
determinado elemento de circuito cuando se trabaja con la transformada de
Laplace. Esta impedancia se obtiene a partir de aplicar la transformada de
Laplace a la ecuacién que vincula la corriente y la tension en el elemento.

No se tienen en cuenta las condiciones iniciales, ya que la impedancia operacional
se aplica unicamente al régimen permanente.

Resistores
v(t) = ()R (8.101)
V(s) = I(s)R (8.102)
Zr(s) = R (8.103)

Capacitores
() Cdzgt) (8.104)
I(s) = C(sV(s)—V(0)) (8.105)
Ze(s) = (8.106)

Inductores
o(t) = Ldil—(tt) (8.107)
V(s) = L(I(s)+1(0)) (8.108)
Zr(s) = sL (8.109)

Al comparar estas impedancias con las utilizadas en el régimen senoidal
permanente, resulta claro que sL = jwL, 1/sC = 1/jwC. Es decir, que
si s = jw se trata de un régimen senoidal permanente. En el caso en que s
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71 8.5 Resolucion de circuitos

tiene parte real, puede tratarse de cualquier régimen. Es decir que, el analisis
mediante fasores es un caso particular del anélisis utilizando la transformada
de Laplace.

8.5.2. Circuito RLC serie

ST
R L

+
) i(t) C =%_“C (t)

[t
If\\—k

Figura 8.8: Circuito RLC serie.

La transformada de Laplace se puede utilizar para resolver un circuito como
el de la Figura 8.8. Para ello, en primer lugar, planteamos el circuito y luego
lo transformamos.

v(t) = L +2R+ —/ 7)dt + Ve (0) (8.110)
V(s) = L(sI(s)—1(0))+ RI(s)+ % + Vo (0) (8.111)
V(s) = I(s) (sL + R+ %) —LI(0) + VC(EO (8.112)

condiciones iniciales

Ve (0
~LI(0) + ¥l

I =V 8.113

(s) (s) SLiRt L ( )
s —LI(0) + O

I = V(s)= ¢ 8.114

(s) (S)L PO P ( )

De la ecuacién (8.114) se puede ver que los polos para la corriente I(s)
tendrdan un wy = 1/vLC y un Q = L/RVLC.

Tomando condiciones iniciales nulas, se puede buscar el valor de la tensién
Vg dada por:

V(s)

Its) = sL+R+1/sC (8.115)
Vi(s) = I(s)R (8.116)
Vi(s) = SL+V}§SE/SC (8.117)
= V()1 (52i8;+%) (8.119)
= V(S)R ° (8.120)

T R 1
LS2+f8+ﬁ
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8. Transformada de Laplace 72

Para el caso en que v(t) = u(t), se tiene que V(s) = 1/sy

R 1

Ve(s) = +—5—F%—1 (8.121)
L s2 + ZS + c
Los polos de esta ecuacion son: s; 9 = — fllxy (RZ/L)2_4/LC = _ﬁi Z - L

Ademas, wg = \/% y Q= \/%R

8.5.3. RLC Paralelo

Figura 8.9: Circuito RLC paralelo.

Para resolver un circuito RLC paralelo como el de la Figura 8.9, se plantea la
ecuacion de la suma de corrientes.

I(s) = In(s)+ () + Io(s) (8.122)
I(s) = VI(;) + VS(LS) +V(s)sC (8.123)
I(s) = V(s) <% + siL + SC) (8.124)

Ahora es posible encontrar una expresion para la tensién de salida V' (s):

Vi(s) = % (8.125)

V) = oo (i)sé — (5.126)

Vi(s) = %mgﬁ (8.127)

Si la fuente de corriente es i(t) = wu(t), I(s) = 1/s, y se toman condiciones
iniciales nulas, V' (s) seré:

Vi) b1 (8.128)

Los polos de esta expresion, seran tales que wg = 1/vLC vy @ = RC/v LC.
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73 8.6 Transferencia operacional

R,
AN~
Cy C, v,

o +
"
Uo

R, _

R, Fs
o

Figura 8.10: Circuito de segundo orden.

8.5.4. Circuito con un amplificador operacional

De la misma manera, se puede aplicar la transformada de Laplace para resolver
circuitos mas complejos como el de la Figura 8.10.
Se plantean las ecuaciones para cada uno de los nodos del circuito.

- Ry
V = = Vo(s)K 12
Vo) B(s) VO(S)R4 R o(s) K (8.129)
1
VT 0=Vg(s) (ng + F) — Va(s)sCy (8.130)
2
VA) 0="V4 (sC’l + sCy + Ri) — Vi(s)sCy — Vo(s) — Vg(s)sCy (8.131)
1 1
Se puede buscar una expresion para Vu(s).
Va(s)sCy = Vo(s)K; <502 + %) (8.132)
2
Kl (SCZ + RL2>
Va(s) = Vol(s) G (8.133)
Y se busca la expresiéon para Vo(s) en funcién de Vi(s).
1 1
‘/[(8)801 = VA(S) (SCl + SCQ + R_) — Vo(S) (ﬁ — KlsC2) (8134)
1 1
K, (SCQ + P%) 1 1
Vi(s)sC, = Vo(s) G (sC’l + sCy + E) & + K;5C§8135)
Vo(s) = Vils)sOh (8.136)

Ki(sCot ==
%R) (sC’l + 5Cy + Ri) — A+ KisCy

8.6. Transferencia operacional

La transferencia estd dada por:

T(s) = (8.137)

Margarita Manterola Agosto 2004



Figura 8.11: Un
divisor de tension de
impedancias
operacionales.
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Donde V(s) es la tensién de entrada y Vs(s) es la tensién de salida.

Al hablar de transferencia no se tienen en cuenta las condiciones iniciales,
ya que solamente se tiene en cuenta el régimen permanente.

Si V(s) =1 (un impulso) la respuesta dependera inicamente del circuito, no se
puede establecer una transferencia.

Las transferencias seran siempre un cociente de dos polinomios con variable s.

Por el teorema de la convolucién, si se tiene la transferencia T'(s) de un circuito,
se puede obtener la transferencia T'(¢) del circuito y convolucionarla con la funcién
de entrada para obtener la salida.

8.6.1. Divisor de tension

Si se tiene un divisor de tension como el de la Figura 8.11, donde las
impedancias son Z;(s) y Za(s) (es decir, pueden ser capacitivas, inductivas y/o
resistivas), la transferencia sobre Zs estara dada por

_ Vo(S) Zg

(8.138)
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Capitulo 9

Diagramas de Bode

Trabajar el médulo de una transferencia que se ha transformado mediante la
transformada de Laplace es muy incémodo. Por ese motivo, se utilizan los diagramas
de Bode de respuesta en frecuencia, basados en la utilizacién de logaritmos para
la representacion gréfica.

9.1. Expresion de la transferencias

Para poder realizar los diagramas de Bode, la transferencia T'(s) del circuito,
debe expresarse como el cociente de dos polinomios en s, como ilustra la ecuacion
(9.2).

"4+ a18" +ays" 2+ ... +a,
T = H 9.1
() ™+ bysm—Ll 4 bhys™m=2 + .+ b, (9-1)

s—7Z1)(s—2Zy)...(s—Zp)

(
T(s) = H 9.2
(5) (s=P)(s—DP)...(s—Py) (92)
Donde Z1,...,Z, son los ceros de la transferencia y P, ..., P, son los polos de la

transferencia.

Ademas, se impone la condicion de que s es una variable puramente imaginaria,
es decir, s = jw, esto se debe a que cuando los valores de s son imaginarios, se trata
del régimen senoidal permanente, como se explicd en la Seccion 8.4.4. Y siempre que
se busque la respuesta en frecuencia de un circuito, se esta trabajando con régimen
senoidal permanente.

En este caso, la transferencia sera

(jw—21) (jw— Z3) ... (Jw — Zp,)

T(jw) = H-= ‘ ‘ 9.3
(je) (jw—P)(Jw—Py)...(Jw— Pp) (9:3)
A continuacién se expresa en logaritmos, para poder realizar el analisis.
log|T'(jw)| = log|H|+ log | +...+log Ll (9.4)
Zl Zn
Jw Jw
—log|=——-1|—...—log|=——1
sl =l
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9. Diagramas de Bode 76

Finalmente, se normaliza esta expresion para obtenerla en dB.

20log |T(jw)| = 20log|H|+ 20log ]Z—w—1'+...+2010g JZ—”—1' (9.5)
Jw Jw
—20log |2 — 1| — ... —20log |2 —1
0log P, ‘ 0log P '

9.2. Diagramas basicos

9.2.1. Diagrama para un polo

Si la transferencia es de la forma T'(s) = ﬁ, el gréfico a realizar correspondera a
1 1

w_q] 2
51 () +1

T(Gw)l = (9.6)

2 2
. w w

De manera que se pueden plantear dos rectas asintotas para cuando w — 0
(frecuencias bajas) y w — oo (frecuencias altas).

w0 = [T(j)]y =0 95)
2

w—00 = [T(jw)|,z = —IOIOgE (9.9)
1

T (jw)|;5 = —20logw + 201log P (9.10)

Al graficar la transferencia T'(jw) (en dB) en funcién de w (en escala logaritmica),
vemos que se trata de dos rectas, una horizontal en 0, y la otra diagonal, con
pendiente —20dB.

Para realizar el grafico de Bode, se decide la siguiente regla: a partir del punto
en que las dos asintotas se cruzan, hacia atrds vale la horizontal, y hacia adelante
la diagonal.

La Figura 9.1 muestra el tipico Diagrama de Bode para una funcién con un polo,
que en este caso se encuentra en w = 10.

Como se puede ver, el diagrama asintotico se aproxima mucho al real, excepto
alrededor del polo. La distancia maxima entre ambos diagramas es en el punto
w = 10, donde hay una separacién de 3dB.

9.2.2. Diagrama para un cero

Si la transferencia es de la forma T'(s) = s—Z;, el grafico a realizar correspondera a

T(w)| = ljw—Z1] =\/w® + Z7 (9.11)
IT(jw)l,; = 20logy/w? + Z% = 10log (w* + Z7) (9.12)

Del mismo modo que con el polo, se pueden plantear dos rectas asintotas para
cuando w — 0 (frecuencias bajas) y w — oo (frecuencias altas).
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20 T T LI B B B B R | T T T T T 17T

10 - -

curva real

15 _

_25 1 1 IR T S S S N | 1 1 | I TN T S T

Figura 9.1: Diagrama de Bode para una funcién con un polo en w = 10.

w—0 = |T(jw)|,z =20log 2, (9.13)

w—00 = [T(jw)|;z =20logw (9.14)

Al graficar la transferencia T'(jw) (en dB) en funcién de w (en escala logaritmica),
vemos que se trata de dos rectas, una horizontal en |Z;|4B, y la otra diagonal, con

pendiente 20dB.
Para realizar el grafico de Bode, se utiliza la misma regla mencionada anteriormente.

65 ; — ' —r——rt
60 -
55 -
50 -

45 curva real .

40 -
35 -
30 - -

25 - -

20 1 1 1 1 1 MR | 1 1 1 1 1 1
10 100 1000

Figura 9.2: Diagrama de Bode para una funcién con un cero en w = 100.

La Figura 9.2 muestra el tipico Diagrama de Bode para una funcién con un cero,
que en este caso se encuentra en w = 100. Se puede observar que la transferencia
aumenta a partir del cero, y que por otro lado el cero impone un valor mayor de
transferencia para w — 0.

Como se puede ver, el diagrama asintotico se aproxima mucho al real, excepto
alrededor del cero. La distancia maxima entre ambos diagramas es en el punto
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9. Diagramas de Bode 78

w = 100, donde hay una separacion de 3dB.

A partir de un polo, la transferencia del circuito siempre disminuye, a partir de
un cero, la transferencia aumenta.

9.3. Combinacién de diagramas

Una transferencia 7'(s) puede expresarse como el producto de varias transferencias
Ti(s), To(s), etc. De forma tal que el diagrama es una combinacién de las rectas
asintéticas correspondientes a cada una de las transferencias.
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Capitulo 10

Filtros

10.1. Circuitos con capacitores y resistores

10.1.1. Circuito pasa altos de primer orden

Utilizando la ecuacion (8.138), se puede encontrar muy facilmente la transferencia
para un circuito como el de la Figura 10.1.

Zy R
T(s) = = 10.1
(5) Zv+Zy R+ (10.1)
S S
T(s) = RC = (10.2)
1
sCR+1 s+ 55
Se trata de un circuito con un cero en w =0y un polo en w = 1/RC.
Figura 10.1: Un
10 j T T T T — T T circuito RC pasa altos.
curva real
line 2 ——
S line 3 .
line 4
0 line 5
line 6 ——
-5
-10
-15
-20
_25 1 1 1 1 1 PR | 1 1 1 1 1 1 1
100 1000 10000

Figura 10.2: Diagrama de Bode para un circuito pasa altos, con 1/RC = 1000

La Figura 10.2 muestra el diagrama de Bode del circuito. Se lo denomina
pasa altos, porque es un circuito que permite ver un valor apreciable a la salida
solamente cuando w es alta. Este circuito es un pasa altos de primer orden, ya que
tiene un cero y un polo.

En particular, para frecuencias mayores a la frecuencia 1/RC' la salida es igual
a la entrada, y a frecuencias bajas la salida es practicamente nula.

79



Figura 10.3: Un
circuito RC pasa
altos mas complejo.

10. Filtros 80

Todo circuito que tenga la misma cantidad de ceros que de polos sera un
circuito pasa altos.

Otro circuito pasa altos

El circuito de la Figura 10.3 es también un circuito pasa altos, pero con dos
resistores.

Antes de realizar los calculos de la transferencia, se puede analizar el circuito
por sus componentes, teniendo en cuenta que en continua un capacitor cargado se
comporta como un circuito abierto, mientras que a frecuencias altas un capacitor se
comporta como un cable.

A simple vista, entonces, se puede analizar que la salida con w — 0 serd la salida
de un tipico divisor resistivo, mientras que la salida con w — oo sera equivalente a
la del circuito anterior, es decir 0.

Para el célculo de la transferencia, se plantean las ecuaciones como antes, pero
teniendo el cuidado de calcular la impedancia operacional Z; primero.

1 R,
7 = = 10.3
1(s) L1750 1+sCR, (10:3)
Zy Ry
T(s) = = 104
(s) Zi+Zy  Ry+ 71+501R1 ( )
1 1
T(S) _ R2 ( +SCR1) _ R2 ( + SCRl) (105)
Rg (1+SCR1)+R1 R2+SCR1R2+R1
R2 1 + SCRl
T(s) = e (10.6)
R+ B B 41
Ry CRi(Ri+Ry) 5r +5 S+ o
Te) = Brr 16(*1%1 1; 2 e iy e (10.7)
1t [y e S+ GrE, ST TR
6 T T T T T T LI I T T T T T T T T
4 - —
2 - —
0 -
9L curva real -
4+ -
-6 .
8+ -
-10 .
12 - .
-14 L L e | L L i
100 1000 10000

Figura 10.4: Diagrama de Bode para un circuito pasa altos, con Ry = Ry = Ry 1/RC = 1000

El cero de la transferencia esta ubicado en w = —CLRl, mientras que el polo
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81 10.1 Circuitos con capacitores y resistores

esta ubicado en w = —%. La diferencia principal entre este circuito y el anterior

es que el cero se ha desplazado, con lo cual la salida para w < 0 no es cero.

El diagrama 10.4 muestra el comportamiento de este circuito. Como se habia
predicho, la salida para frecuencias bajas es de un valor constante ( RffRQ), Vv a
frecuencias altas la salida es igual a la entrada.

Al mirar este grafico, es claro que el cero se encuentra antes que el polo, no es
necesario resolver ninguna ecuacién para llegar a esa conclusion.

Es interesante notar que la recta asintota tiene una pendiente de 20d B por década
(|T'(s)| aumenta 20dB cuando w aumenta 10 veces su valor), que es equivalente a
6dB por octava (|T'(s)| aumenta 6dB cuando w aumenta 2 veces su valor).

Por otro lado, podemos generalizar el comportamiento de los circuitos de primer
orden con n resistores y 1 capacitor: el polo estard ubicado el la inversa de la
constante de tiempo del capacitor y la resistencia equivalente que se mide entre
los bornes del capacitor.

10.1.2. Circuito pasa bajos de primer orden

Nuevamente, utilizando la ecuacién (8.138), se puede encontrar muy facilmente
la transferencia para un circuito como el de la Figura 10.5.

7y 11

T(s) = —22 -~ - 10.

(5) Zi+7 sCR+L (10.8)
1

T = 10.

(5) sCR+ 1 (10.9)

Se trata de un circuito con un solo polo en w = 1/RC, cuya transferencia
sera como la graficada en la Figura 9.1.

A este tipo de circuitos se los denomina pasa bajos, ya que se trata de un
circuito que permite ver un valor apreciable a la salida solamente cuando w es
pequena. Este circuito es un pasa bajos de primer orden, ya que tiene un solo
polo.

En particular, para frecuencias menores a la frecuencia 1/RC' la salida es igual
a la entrada, y a frecuencias altas la salida es practicamente nula.

Otro circuito pasa bajos

La Figura 10.6 muestra otro circuito pasa bajos. En este caso, a simple vista
puede analizarse que a bajas frecuencias la salida sera igual a la entrada y a altas
frecuencias, sera la salida de un divisor resistivo.

Zs L+ Ry
T(s) = = ¢ 10.10
(s) Z1+ Zs Rl—l-Rz—l—% ( )
scRy + 1
T(s) = 10.11
&) = Cmrm) Tl (10.11)
El circuito tiene un cero en wy = ﬁ y un polo en wp = m. Es claro

que wp < wWz.
En los circuitos pasabajos con un cero y un polo, el polo debe encontrarse
siempre antes que el cero.
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bajos.

Figura 10.6: Otro
circuito RC pasa
bajos.
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10.1.3. Circuito pasa banda de segundo orden

Un circuito pasa banda como el ilustrado en la Figura 10.7, deberd tener dos

C1 polos, ya que cuenta con dos elementos almacenadores de energia.
}7 Por otro lado, puede verse que tanto en w — 0 como en w — oo la salida
7 R, S serd igual a la entrada, mientras que en algin rango de frecuencias habra cierta
. R . atenuacion a la salida.
vil?) 23 voll) No es posible que haya amplificacién, ya que al no haber amplificadores, la
salida nunca puede ser mayor que la entrada.
s 1= Nuevamente, se utiliza la ecuacién (8.138) para calcular la transferencia de este
. circuito.
Figura 10.7: Un 1
circuito pasa banda de T(s) _ Zy _ sCs + Ry (10 12)
segundo orden. 4+ Zy Ry + ﬁ 4 1+512‘11R1
sCoRs + 1
T(s) = o e (10.13)
sLalg + + 1+sC1 Ry
sCyRy + 1)(sC1 Ry + 1
T(s) = (sColfty + D(sCifly + 1) (10.14)

(SCQRQ —+ 1)(801R1 + 1) + sRng
(SCQRQ + 1)(801R1 + 1)
T = 10.1
(S> S2CQR201R1 + SCQRQ + SClRl +1+ sR102 ( 0 5>
(SCQRQ + 1)(801R1 + 1)

802R2+01R1+R102 + 1
CoRoC1 Ry C2R2C1 Ry

T(S) = CQRQClRl 5 (1016)
8%+

Se trata de un circuito con dos ceros y dos polos. Los dos ceros estan en

wy = 1/R1C1 y wy = 1/RyCs. Los polos, por otro lado, tienen un wy = \/ﬁ
VC2R2Ch1 R

y un ) = GRS TOT De manera que no importa los valores que tengan los
resistores y los capacitores, () < 0.5 siempre, es decir que, los polos seran siempre
reales.

10.2. Circuitos con amplificadores operacionales

La utilizacion de amplificadores operacionales en la construccion de filtros, provee
muchas opciones adicionales. Permite invertir polos y ceros, obtener una salida
amplificada, que la salida sea la derivada o la integral de la entrada, etc.

Es posible obtener comportamientos bastante complejos con circuitos muy sencillos.

Mientras se opere a valores de frecunecia menores a 1 o 2 MHz, no es necesario

utilizar inductores, dado que son grandes y caros con respecto a los capacitores,
siempre que sea posible se utilizan capacitores.

10.2.1. Filtro derivador

Ir(s) = Ic(s) (10.17)
_VO}gs) = Vi(s)sC (10.18)
Vo(s) = —=Vi(s)sRC = —RC (sV;(s)) (10.19)
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R
AV~
C IR(S)
5 Il v |
BN
Vi(s)
Vo(s)

Figura 10.8: Circuito derivador.

Recordando la propiedad de la derivada para la transformada de Laplace, dada
por la ecuacién (8.13), resulta claro que la salida de este circuito es la derivada de
la entrada, excepto por una constante de proporcionalidad.

Por otro lado, la transferencia del circuito sera:

= —RC’s (10.20)

10.2.2. Filtro integrador

R
AW
Vi(s)
Ir(s)
ot
Figura 10.9: Circuito integrador.
In(s) = Io(s) (10.21)
VI}(;) = —Vp(s)sC (10.22)
_ Vils) _ =1 (Vi(s)
Vo(s) = ——27 —RC< y (10.23)

Recordando la propiedad de la integral para la transformada de Laplace, dada
por la ecuacién (8.17), resulta claro que la salida de este circuito es la integral de la
entrada, excepto por una constante de proporcionalidad.

Por otro lado, la transferencia del circuito sera:

(10.24)
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Cs
-
Ry
A
Y
Il a
Vi(s)
——O
Vo(s)
’7 +
. L
Figura 10.10: Un circuito pasa banda.
10.2.3. Filtro pasa banda
Ry
g 10.25
2 SCQRQ + 1 ( )
R1501 + 1
g 10.26
! 801 ( )
—Zg Rg 801
T = = — 10.27
(S) Z1 SCQRQ +1 SClRl +1 ( )
T(s) = sCilty (10.28)

(SCQRQ + 1)(801R1 + 1)

Se trata de un pasabanda, ya que el niimero de ceros es la mitad que el niimero
de polos.

Es importante notar que no se puede utilizar un circuito que tenga un polo en
cero para la impedancia que relaciona el nodo de salida (V) con el nodo de control
(V7). Es decir que siempre tiene que haber un resistor entre el nodo de control y el
de salida.

10.2.4. Filtro con realimentacion multiple - Sallen y Key

A partir del circuito de la Figura 10.11 es posible elaborar una gran cantidad de
filtros, eligiendo donde tendran los polos y los ceros, segin los componentes que se
coloquen en el circuito.

Es necesario obtener una expresion genérica para la transferencia. Para ello, se

define:
. Vo(s) . RK1 + RK2

K = =
VB(S) RK2

(10.29)

De manera que la amplificacién del operacional esta definida por los valores de Ry
v Ryo. Esto es lo que caracteriza a los filtros Sallen y Key.
Se plantean las ecuaciones de los nodos:

Vi) 0= (Yi+Ys+ Vst Ya)Va(s) — YViVi(s) — YaVi(s) — YaVo(s) (10.30)
V) 0= (Y3 +Yy+Ys)Va(s) — Y3Va(s) — YsVo(s) (10.31)
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Ys
+
Vi(s)
K —0
Vo(S)
R
Rico K1

O O

Figura 10.11: Un circuito genérico, con realimentacion multiple.

Y se resuelve:

VaVas) = o+ Yt )2 yi(e) (10.32)

Vi) = o (%(Y Yitve) - Y) (10.33)
Vi) = (V4 Y2t ¥4 Y)Vale) - 15 0 viv(s) (10.34)
Wit = iy e (2 (Lo vie vy o)) 0ss)

Vols) (% - YQ) (10.36)

Vi+Yo+Ys5+Ys (YVs+ Y, + Y, Y-
YViVi(s) = Vol(s) ( ! 2Y3 5100 ( > [é 0 —1/6) —?3—5390.37)
Vi(s)Y
Vo(s) = Y1+Y2;;Y3+Y5 (Y3+}/§+Y6 _ Yﬁ) _ % _y, (10.38)
Operando sobre el denominador:
Vols) _ Y : (10.39)
Vi(s) (Yi+Yo+Ya+Ys)(Ya+YatYs—KYs)  Y2+YoY3K
KY3 KYs3
Vols) _ KY3Y; (10.40)
Vi(s) (Vi Yo+ Y+ Y5) (Vs + Yo+ Y — KYs) = Y7 = YoV3K ©
Vol(s) KY3Y)
= ~ (10.41)
Vi(s) Y1+ Yo+ Y3+ Y5) (Y3 + Yy + Y5 — KYg) — Y3 — YoY3K
De manera que la transferencia sera:
Vo(s) _ KY3Y;
Vi(s)  (Yi+ Yo+ Ys+ Y5)(Ya+ Vi + Ye) = Y — K (Ys(Y1 + Ya + V3 + Y3) + YaY5)
(10.42)

Si todos los componentes son resistores, las admitancias son ntmeros reales, y
la transferencia también. Pero utilizando algunos capacitores, se tendran algunas
variables del tipo sC' que permiten introducir ceros o polos segiin corresponda.
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Construccién de un filtro pasa bajos
Se busca un filtro pasabajos que cumpla con la expresion:

2

T = - 10.43
(5) 52+ %8 + wd ( )

1. En primer lugar, se seleccionan Y3 = 1/R3y Y; = 1/R; para que la transferencia
no tenga ceros.

2. A continuacién se elimina Yy para simplificar la ecuacién:

Vo(s) KG3Gy

= 10.44
V) T GVt G ARG+ ) - G- K (GG 0
3. Luego, se eligen Y, = sCy v Y, = sCy para obtener un término en s2.
4. Y finalmente se elimina Y5 para simplificar la ecuacion.
Cy
[|
BB
Ry R3
— AVWWN——" W\~ +
Vi(s)
-1 C4 K —O
Vo(s)
r AN
§ r., B
O O
Figura 10.12: Un pasa bajos Sallen y Key.
La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 10.12, es:
KG3G,
T(s) = 10.45
(8) (Gl + SCQ + Gg)(Gg + 804) — Gg — KSCQGg ( )
Operando sobre el denominador:
KG3Gy
T = 10.46
() = GGy 4 505G + CrsCr & 2CsCs & GysCr — KsCaGy (1040)
KG3G,
T = 10.47
() $2C5C + s (CoG3 + C4Gy + CyGs — KCyG3) + GG ( )
K 1
Ts) = CGéGl Gp | Gy | G GG (10.48)
s (G+E+E0-10) + 88
De manera que:
G1G3 \/ 1
= =4/ 10.49
0 \/0204 C2C4R, Ry (10.)
CyCl \/TG?,
= 10.50
@ CiG1 4+ G3(Cy + Co(1 = K)) V| CoCy ( )
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Son dos ecuaciones con cuatro incégnitas, hay infinitos juegos de valores que las
satisfacen.

Para poder resolverlo de una forma mas sencilla, se supone Ry = R3 = Ry
Cy = C4y = C, de manera que quedan dos ecuaciones con dos incoginitas:

1

Wy =
C? 11
2C/R+C/R(1-K)RC 3—-K

Q = (10.52)

Es decir que se pueden manejar wy y ) independientemente.

Segiin se elija el factor K, que se construye a partir de la ecuacién (10.29), se
podran obtener distintos resultados: polos reales y diferentes, polo real doble o polos
complejos conjugados.

Los valores que se elijan para R y C' tendréan que ver con la cantidad de corriente
y tension que pueda dar la fuente y con el amplificador operacional utilizado y la
resistencia de entrada que admita.

Es importante notar que, dado que @ = 1/3 — K, el valor de K debe ser menor
que 3, porque sino el sistema pasaria a ser inestable.

Si K = 3 y la entrada es 0, el circuito empieza a oscilar. Incrementando el valor
de K, el circuito incrementa su oscilacion hasta que llega al méximo provisto por la
bateria del amplificador operacional.

Construccién de un filtro pasa banda

Se busca un filtro pasa banda que cumpla con la expresion:
H()aos

© 10.53
52+ %s + wk ( )

T(s)=

1. En primer lugar, se seleccionan una de las admitancias del numerador (Y3 o Y1)
como capacitiva, de manera que haya un cero en el numerador. Por simplificar
las cuentas, se elige Y3 = sC3y Y; = 1/R;.

2. A continuacion se elimina Yg para simplificar la ecuacién:

Vo(s) o KSCgGl (10 54>
Vi(s)  (Gi+ Yo+ 8C5+Y5)(sCs +Y,) — (sC3)% — K (Ya5Cs) ’

3. Luego se elige Y5 = sC5, no se puede elegir Y, = sC, porque no habria forma
de cargar el capacitor. Es necesario cumplir con la ecuacion, pero también con
la situacion eléctrica.

4. Y finalmente se toman Y5 = 1/Ry y Y, = 1/Ry.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 10.13, es:

KSCgGl
(G1 4 Ga + sC3 4 sC5)(sCs + Gy) — (sC3)? — K (GasCs)

T(s) = (10.55)
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Ry
———— W\~
R Cs
— AWM —4—] ¥
Vi(s)
— 05 K —O
R4 VO (8)
R
RK2 K1

Figura 10.13: Un pasa banda Sallen y Key.

Operando sobre el denominador:

T(S) = KsC3Gy (10 m)
sC3G + sC5Gy + 520505 + GuGy + G4Gy + sG4Cs + sG4Cs — sKG5C5
T(S) _ KSCgGl /10 57)
820305 + s (CgGl + CgGQ + G4Cg + G4C5 — KGQCg) -+ G4(G1 + &2\5
KC3G s
T(s) = 033051 2 Gi1+G(1-K)+Ga | Ga Ga(G1+G2) (10:58)
sT+s ( Cs + 0_3) + C3Cs
De manera que:
Wy — % (10.59)
0 - CsCs GulGi+ Ga) (16

C3(G1 + Go(1 — K) + Gy) + G4Cs Cs5C5

Nuevamente, para poder resolver estas ecuaciones de una forma maés sencilla, se
supone Ry = Ry = Ry = Ry C3 = (5 = C, de manera que quedan dos ecuaciones
con dos incoginitas:

V2

= - 10.61
RO (10.61)

Wy =

% V2 Ve
Cl+1-K+1)+SRC 4-K

0 — (10.62)

El valor de wy es otra vez definido por los valores de los componentes, mientras
que el valor de () es definido por el factor de amplificacion del amplificador operacional.
Construccion de un filtro pasa altos

Se busca un filtro pasa altos que cumpla con la expresion:

H()$2

TS = ————
(5) 824—%84-@08

(10.63)

1. Es necesario que Y3 = sC3 y que Y; = sC; ya que se necesita un cero doble.
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89 10.2 Circuitos con amplificadores operacionales

2. A continuacién se elimina Yy para simplificar la ecuacién:
Vo(s) . KSZC;),Cl

= 10.64
Vi(s)  (sCy+Ys+ sC3+Y5)(sCs +Yy) — (sC3)? — K (YasCs) ( )
3. Se elimina Y5 por simplicidad.
4. Y finalmente se toman Y5 = 1/Ry y Y, = 1/Ry.
Ry
o s ANV~
A
Vi(s)
K —O
R4 VO(S)
Rics Ry
o
Figura 10.14: Un pasa altos Sallen y Key.
La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 10.14, es:
KS20301
T(s) = 10.65
(S) (SCl + G2 + 8C3)(803 + G4) - (803)2 - K (GgSCg) ( )
Operando sobre el denominador:
K520301
T = 10.66
() = GG, T 5Cs0s + 5C1 G + ol 5CoCr — KsCaCy (1060)
KSZC:;Cl
T = 10.67
(S) 820301 + s (CgGg(l — K) + 01G4 + 03G4) + G2G4 ( )
2
T(s) = K 2 | <G2(1—K)+SG4 I G4) | oG (10.68)
57T Cr Cs) T CsCh
De manera que:
G4G,
= 10.
wo e (10.69)
0301 G4G2
= 7/ 10.70
@ C3(Go(1 — K) + Gy) + G4C1 V C3C, ( )

Nuevamente, para poder resolver estas ecuaciones de una forma maés sencilla, se
supone Ry = Ry = Ry C; = (3 = C, de manera que quedan dos ecuaciones con
dos incéginitas:

Wy = = —— (10.71)
c? 11
CA-K+1)+$RC 3-K

El valor de wy es otra vez definido por los valores de los componentes, mientras
que el valor de () es definido por el factor de amplificacion del amplificador operacional.

Q =

(10.72)
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10.2.5. Filtro con realimentacion miiltiple - Ganancia infinita

Si se toma un amplificador operacional con un K — oo se puede obtener la
transferencia general de un filtro similar al estudiado anteriormente, segtin se ilustra
en la Figura 10.15.

Y,
Vp(s)
——O
Vo(s)
+
O O

Figura 10.15: Un circuito genérico, con realimentacion multiple y ganancia infinita.

En este circuito se ha eliminado la admitanca Yy ya que con esta nueva configuracion
no tenia sentido, en este caso, la transferencia del circuito sera:

-Y1Y;
T(s) = 10.73
<)1am+n+n+nw4aa (10-73)

Construccion de un filtro pasabajos
Se busca un filtro pasabajos que cumpla con la expresion:

H. 2

T(s) = —20 (10.74)
5% 4 55 T wp

1. En primer lugar, se seleccionan Y3 = 1/R3y Y; = 1/R; para que la transferencia
no tenga ceros.

2. A continuacién se tom Yy = sCy para poder tener dos polos en el denominador.

3. Luego, Yo = 1/R,, ya que tiene que haber un camino resistivo entre el nodo
de control y la salida del amplificador.

4. Finalmente ee elige Y5 = sC5 para tener el segundo capacitor del circuito.

Figura 10.16: Un pasa bajos de ganancia infinita.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 10.16, es:

—G3GY

= 10.75
SCG(Gl + G2 + G3 + 805) + G2G3 ( )

T(s)
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Operando sobre el denominador:

—G3G,
T = 10.76
(8 = GG T 5Cala + 5CoCa + 5°CoCs + Gl (10.76)
—G5Gy
T = 10.77
(S) 820605 + SCG(Gl + G2 + Gg) + G2G3 ( )
—G5Gy 1
T(s) = 10.78
() CoCs 52 4 sStbatln 4 Gl (10.78)
De manera que:
GyG3 \/ 1
= =4/ 10.79
0 \/0605 CoCs Ry R (10.79)
Cs |GGl
= 10.80
@ G1+ Gy + GV CsCs ( )
Ademas, se puede ver que Hy = —%, lo que indica que este circuito se comporta
como un amplificador inversor cuando w = 0.
SisetomaR1:Rngngng,:CG:C:
1
= — 10.81
Wo RO ( 0 8 )
C 1 1
- — - 10.82
@ 3/RRC 3 ( )

Es decir que con estos valores, () queda totalmente determinado, para tener un
grado de libertad se puede eligir Ry = R3 = Ry R, # R:
0 - C R

1/Ri+2/RRC R+2R;

Sin embargo, no hay posiblidad de tener polos complejos conjugados, ya que

@ < 0.5. Si se toma Cg # (5 se puede conseguir cualquier valor para @), pero los
calculos son mas complejos.

(10.83)

Construccion de un filtro pasa banda

Se busca un filtro pasa banda que cumpla con la expresion:
@wo
Hog

T(s)= —— 9
() 82+%8+w§

(10.84)

Figura 10.17: Un pasa banda de ganancia infinita.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 10.17, es:
. —SCgGl
N GG(Gl + SCQ + 803 + G5) + 820203

Operando sobre el denominador:

T(s) (10.85)

—SCgGl
T = 10.
(S) 820203 + SCQGG + SCgGG + G5G6 + GﬁGl ( ! 86)

—Gl S

(10.87)
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De manera que:

 Ge(Gs +Gy)
Wy = 0302 (1088)
Q _ 0203 GG(G5 + Gl) (1089)

G6(Ca + Cs) CyCs
Sisetoma Ry =Rs;=Rs=Ry Cy=C3=C":
V2

w = o (10.90)
C* V2 2
Q = Se7RRe =3 =007 (10.91)

Es decir que con estos valores, () queda totalmente determinado (la parte real
del polo es igual a la parte imaginaria), para tener un grado de libertad es necesario
elegir otros valores.

La complicacién es que las tres resistencias estan en las dos ecuaciones, de manera
que se tienen que tomar valores distintos para cada uno de los resistores.

C 1 Ry

@ = 1/R, +2/RRC  R+2R,

(10.92)

Sin embargo, no hay posiblidad de tener polos complejos conjugados, ya que
@ < 0.5. Si se toma Cg # C5 se puede conseguir cualquier valor para (), pero los
calculos son mas complejos.
Construcciéon de un filtro pasa altos

Se busca un filtro pasa altos que cumpla con la expresion:

H()$2

T(s) = —2%
(5) 824—%84-@08

(10.93)

= Tanto Y; como Y3 deben ser capacitores, para poder tener un cero doble.

= Ademsds, Yj tiene que ser un resistor, y Y5 un capacitor.

Figura 10.18: Un pasa altos de ganancia infinita.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 10.18, es:

T(s) = —5° GGy (10.94)

N GG(SC;[ + SCQ + 803 + G5) + 820203 ’

Operando sobre el denominador:
—820103

T = 10.

() = G305 7 5C1Go + 5CaCo + 5CsGo + CsCs (10.95)
_ 2

T(s) = —1 i (10.96)

Ca 245 (—Cf& (C1+Cy+ Cg)) +&&
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De manera que:

G5Gs
_ 10.
wWo e (10.97)

G0 [GiGe
= 10.98
@ Ge(Cr + Cy + C3) V Ca2C4 ( )

Tomando Cy = Cy = C3 = C"
VGsGe 1

_ 10.99

o C VER-R:C (10.99)
C?* VG5Gs VG5Gg Ry

@ = G@Go) C 3Ge VR (10.100)

Es decir que para wy se tiene en cuenta el producto de R5 y Rg, mientras que
para () se tiene en cuenta su relacion.
Para tener més grados de libertad es necesario no tomar los capacitores iguales.

10.2.6. Circuito integral

Teniendo un pasa bandas genérico, es posible conseguir un pasa altos derivando
y un pasa bajos integrando.
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Capitulo 11

Cuadripolos

Se utiliza el concepto de cuadripolo cuando ya no importa lo que se encuentra
dentro del circuito, sino sus variables para interactuar con otros elementos o circuitos.

Se trata de una red de dos puertos (o pares de terminales), para la que solamente
hay 4 variables en juego: Iy, I, V1 v V5. La tinica restriccion que se establece es que
sea lineal.

Vils) = fi(li(s), I2(s)) (11.1)
Va(s) = falli(s), I2(s)) (11.2)

Teniendo en cuenta la restricciéon de linealidad, las ecuaciones anteriores se
pueden expresar también como:

‘/1(8) = k’lll(s)—l—k‘glg(s) (113)
Va(s) = ksli(s) + kala(s)) (11.4)

Se utilizan polinomios en s, es decir que se utilizan polinomios que ya se han
transformado por Laplace, por lo que no es necesario tener en cuenta derivadas o
integrales.

Las corrientes se consideran positivas cuando ingresan al cuadripolo por el polo
positivo.

11.1. Matrices de valores del cuadripolo

La relacién entre las tensiones y las corrientes puede expresarse a través de 6
posibles matrices. La matriz que se elija dependera de la situacién particular, siendo
las mas comunes las de impedancias y admitancias.

11.1.1. Matriz de impedancias

[ ]- 120 2[4 .
VA

~|H

Donde le = Vl
Io=



95 11.2 Conexién de cuadripolos en paralelo

Para hacer este cédlculo, se supone una fuente del lado de la corriente que es
distinta de cero, y un circuito abierto del otro lado.

Za1 v Zyo son llamadas las resistencias de transferencia, y en el caso en que no
haya fuentes controladas, tienen el mismo valor.

11.1.2. Matriz de admitancias

{Il(s) ] _ {Yn(s) Yia(s) } [Vl(S) ] (11.6)

I5(s) Yoi(s) Yaol(s) | [ Va(s)
Donde Vi = Lo Y, = L Yy = &2 Yoo = L2
onde Yqq i Voo 12 Vs Viz0 21 v Va0 22 Vo Vizo

Para calcular estos parametros, se utiliza una fuente del lado en que la tensién
es distinta de cero, y un cortocircuito del otro lado.
Si no hay fuentes controladas Y5, = Yis.

11.1.3. Matriz de parametros hibridos

{ o } N { %8 %28 } { 145) } (11.7)

11.1.4. Matriz G

)-8 o] o

11.1.5. Matriz de transferencia (ABCD)

HRE o

11.1.6. Matriz de transferencia inversa

-Gl e

11.2. Conexién de cuadripolos en paralelo

En una conexion de cuadripolos en paralelo, las tensiones V; y V5 son las mismas
para ambos cuadripolos, pero las corrientes de entrada son distintas.
Esta relacion se puede expresar mediante impedancias

11.11
11.12
11.13
11.14

Vi = Zuaha+ Zigaloa
Voo = Zyalia+ Zyalaa
Vi = Zuplip+ Zi2plen

(
(
(
Vo = Zuplip+ Zxnpls (

)
)
)
)

Margarita Manterola Agosto 2004



I I
T Lig T
Vl 1Q ‘/2
1Q 1Q

Figura 11.1: Un
cuadripolo de 5
resistencias.
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Figura 11.2:
Conexién de dos
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Y también mediante admintancias.

Ly = YiuaVi+YiaaVa (11.15)
Ia = YoaVi + YoauVs (11.16)
Lp = YusWi+ Yisls (11.17)
Lp = YoaupVi+ Yol (11.18)

Teniendo en cuanta que Iy = I1qa + 1 y I = Is4 + I>p, es evidente que para
una conexion en paralelo, la matriz de admitancias total, es equivalente a la suma
de las matrices de admitancias.

(11.19)

11.3. Conexién de cuadripolos en serie

Cuando dos cuadripolos se conectan en serie, las corrientes I; y I3 son las mismas
para ambos cuadripolos, mientras que las tensiones V; y V5 son distintas.

En este caso, conociendo la matriz de impedancias de cada uno de los cuadripolos
es posible obtener la matriz de impedancias total a partir de la suma de las otras
dos.

(11.20)

11.3.1. Excepcion

Sin embargo, no en todos los casos al conectar la salida de un cuadripolo a la
entrada de otro se logra la condiciéon de que las corrientes sean las mismas para
ambos.

Por ejemplo, en la Figura 11.1 se puede ver un cuadripolo formado por 5
resistencias. Cuya matriz de impedancias es:

(11.21)

30 1Q
102 30

Si se conectan los bornes a otro cuadripolo equivalente como se muestra en la
Figura 11.2, se puede analizar el incoveniente.

En este caso, la impedancia Z;; = 5(2, en lugar de 62 que seria el valor esperado,
si se piensa que ambos cuadripolos estan en serie. Esto se debe a que no se cumple
la condicion de 14 = L1 y Ioa = Ip.

11.4. Conexion hibrida

Es posible utilizar conexiones mixtas, cuyas entradas estén en serie y salidas en
paralelo, o al revés.

En el caso en que la entrada esta en serie y la salida en paralelo, V; = Vi4 + Vi
y Iy = Iza + I, mientras que Vo = Vou = Vop y I1 = I1a = I1B.
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11.5 Conexién en Cascada

Via

I>x
Vi

]2B

Huyaly + Hi24Va
Hoyaly + HaoaVa
Hypli + Hi2pV2
Hopli + HaapVa

(11.22)
(11.23)
(11.24)
(11.25)

Se utiliza la matriz hibrida, ya que los valores no son todos de impedancias ni

todos de admitancias.

Por otro lado, en el caso en que las entradas estan conectadas en paralelo y las
salidas en serie, se utiliza la otra matriz hibrida (G). En este caso, Vi = Vi4 = Vip
y Iy = Isg = I, mientras que Vo = Vou + Vop y It = l1a + I15.

11.5.

I
Vaa

[1B
Vag

G11aV1 + Graals
G21aV1 + Gozaly
G118V1 + Giapls
G2pVi + Gaaply

Conexion en Cascada

11.26
11.27
11.28
11.29

o~ o~ o~
— N N

Se denomina conexion en cascada a la conexién en la cual la salida de uno de los
cuadripolos es la entrada del otro. Es decir que, en este caso, V; = Viu, Vo = Vop,
I, = Lia, I = I y, ademas, Vou = Vig y Iha = —I1p.

En este caso la matriz de parametros que conviene utilizar para representar cada
uno de los cuadripolos es la matriz de transferencia.

Via

Ia
Vi

Lip

AxVopr — Balaa
CaVos — Dalay
ApVop — Bplap
CpVap — Dplyp

Teniendo en cuenta los datos de vinculacién de ambos cuadripolos, es posible
encontrar una expresion general para Vi y Vo, I} v Is.

Vi
I
Vi
I
Vi
I

AaVip + Balip
CaVip + Dalip
Ax (ApVap — Bplyp) + Ba (CpVap — Dplsp)
Ca (ApVap — Bplyp) + DA (CVap — Dplap)
(AaAp + BaCp) Vo — (AaBp + BaDp) I
(CaAp+ DsCp) Vo — (CaBp + DaDp) I

La matriz de transferencia del cuadripolo total, serd entonces.

Ara] = |

Aa BA}[AB Bp

Ca Dy Cp Dg

|

(11.40)
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Figura 11.3: Un
cuadripolo por

dentro.
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Figura 11.4: Un
cuadripolo por

dentro.
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Figura 11.5: Un
cuadripolo genérico.
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11.6. Calculo de los parametros

Para calcular las impedancias de un circuito como el de la Figura 11.4, es
necesario en primer lugar suponer un circuito abierto en la ubicacién de V5.

1 1

Vi=h({sL+— ) = Z1=sL+— 11.41
1=11 (8 + sC) 1 =sL+ <O ( )
Vo=1LsL = Zy =sL (1142)

A continuacién, se supone un circuito abierto en la ubicacién de V.
V[ = IQSL = Zlg =sL (1143)

De manera que la matriz de impedancias sera

sL+1/sC  sL (11.45)

sL sL+ R
Como se puede ver, los términos Z15 y Zs; son iguales, ya que no hay fuentes

controladas en el circuito.

Por otro lado, para calcular la matriz de admitancias, es necesario suponer
primero que en el lugar de V5 hay un cortocircuito, y luego lo mismo para V.

1 RsL
i = L <E + 3L+R) (11.46)
sC(sL + R)
il s2RCL+sL+ R (11.47)

Por otro lado, si se invirtieran las posiciones de la resistencia y el inductor como
en la Figura 11.4, las impedancias del circuito serian
{ R+1/sC R }

R R+sL (11.48)

11.6.1. (Generalizacion para las admitancias

Los circuitos anteriores son de tipo 7', cuyos célculos pueden generalizarse para
obtener los valores de las admitancias para cualquier cuadripolo que tenga esa
disposicién, como se indica en la Figura 11.5

El criterio para resolver estos calculos es el mismo que se utiliza para resolver
un divisor de corrientes.

En primer lugar, se considera que la tensién Vo = 0. De este modo, se pueden
obtener las admitancias Yy, y Yo;.

Vi
I, = — -+ (11.49)
ZZ22+ZZ33 + Zl
Vi (Zy + Zs)
I, = 11.50
! ToZs+ Z1 79 + 7173 ( )
o+ Zs
Yy, = 11.51
1 ToZis+ 71 7o + 7173 ( )
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Zs3

Iy = - ————— 11.52
? Y Zy + Zs (11.52)
ViZs (Zy+ Z

L — — 12 (2 + Z5) (11.53)

ZoZis + Z1 Zo + 21 Zis (Zy + Z3)

ViZ3
Iy, = — 11.54
? Zolis + L1 Ly + Zy Z3 ( )
Z3
Yo = — 11.55
2t Zolis + L1 Ly + Zh Z3 ( )
Anulando la tensién V; se pueden obtener las admitancias Y7o y Yao.
Z3
Yo = — 11.56
2 ZoyZis + Zy 2y + Z1 Zs (11.56)
7+ Zs
Yoo = 11.57
> ZoyZis + 7y 2y + Z1 Zs (11.57)
11.7. Calculo de la transferencia
Utilizando la matriz de admitancias,

L = YpVi4+ YW (11.58)
I, = YuVi+Yal, (11.59)

Si se quiere encontrar la transferencia 7'(s) = %Ezg, se puede tomar que cuando
I, = 0 (es decir a circuito abierto).

0 = YuVi+ Yl (11.60)

Vo Yo
TS)=— = —— 11.61
(s) V. Vi ( )
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