Fisica IIT A - Guia N2 5

Mecanica estadistica

1) Describa la Ley de distribucién de Maxwell-Boltzmann, indicando su significado y suposiciones en las que se
basa.

a) ;Que es la funcion de particion?

b) ;Como se calcula la energia media en un sistema de particulas representado por la estadistica de Maxwell-
Boltzmann?

2) Se tiene un sistema de particulas distingibles con solo dos estados de energia, F1 =€y Fo = —¢ (g1 = g2 = 1).

a) Calcule la funcién de particion.

b) Calcule la energia media por particula y del sistema.

3) Un sistema de N particulas posee 3 niveles de energia accesibles con valores By = —F; E; = 0; E3 = +F. La
degeneracién de cada nivel es g = 1. Sabiendo que las particulas son distinguibles, calcule:

a) La funcién particion del sistema.
b) La energia promedio por particula y del sistema.

c) La capacidad calorifica a volumen constante.

Solucion:

a) La funcién de particion es (8 = 1/kT)

Z = ZgiefﬂE"'
i

donde g;es la degeneraciéon del estado ¢, y E; su energia. En este caso quedara
Z=ePE 114 ¢PP =1+ 2cosh (BE)

b) La energia media se calcula como
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En este caso seré
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4) Se puede considerar que los atomos de un sélido constituyen un sistema de osciladores armonicos en 3-D con
energfas E(ny,n2,n3) = (n1 + n2 + ng + 3)hw (Modelo de Einstein).

she N\ -3
a) Demuestre que la funcién de particion del sistema es (g = 1) Z = e (1 — e—%) .
b) Calcule la energia media de las particulas.

c) Calcule el calor especifico a volumen constante y analice
Solucion:

a) La funcién de particién es
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b) La energia media (por particula) es
B = -5
N R
983 | 8sinh® (%ﬁhu)
> 24 sinh? (%ﬁhu) cosh (%Bhu) %hl/
64 sinh® (%[ﬁw)
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c) El calor especifico a volumen constante es
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Para z < 1 se pueden desarrollar e* ~ 1+ x y e”* ~ 1 — & de manera que
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Asi, para hv < kT o Shv < 1 se puede aproximar
hv hv \?
] 2 PR ~ [
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h \ 2 1
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con lo cual

El principio de equiparticién establece que cada grado de libertd de vibracién aporta, por particula,
una energia k7. De esta forma, para tres grados de libertad de vibracién tendremos para la energia
total(E) = 3NET y el calor especifico a volumen constante serd (ley de Doulong y Petit)

9 (E)

CV:67T:3]€

5) Se tiene una caja cubica de paredes perfectamente reflectoras (Pozo infinito 3D). Resuelva la ecuacion de

Schrodinger ;Que significa que un nivel de energia es degenerado? ;Cual es la degeneracion del nivel de
2_2
energia Fg = 92;Zn§2 ? Obtenga una expresion que permita calcular el nimero de estados por unidad de

intervalo de energia.




Solucion :
Los niveles de energia en una caja tridimensional estan dados por
h2m?

Enlnz’ﬂg = 2ma,2

(nf +n3 +n3)
El volumen de una esfera en el espacio n es

4 4 3
V: g’ﬂ'_R3 = gw(n%—ﬁ—ng—i—ngy

de manera que el nimero de estados es

e
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= %w (n% +n§ +n§)

Escribiendo esto en funcion de la energia, el nimero de estados con energia menor o igual que E es

1 2ma? 3/2

Luego, en nimero de estados con energia menor que F + 0 F serd

00«

O (E+6E)=Q(E)+ 9E
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de modo que el numero de estado con energia entre E'y E + §FE sera

QE) = QN(EH+IE)-Q(E)
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6) Deduzca la velocidad cuadratica media, la velocidad media y la méas probable a partir de la ley de distribucion
de velocidades de particulas que de un gas ideal clasico. Evalielas para 7" = 300 K.
Solucion:
La funcién de distribucion de velocidades es N, (v)/ N, (v)dv = N (E) dE, donde

N _ g 4V (2m?)"?
N(E) = F(B)g(m)= oA TV L) o
2n N B 1/2
T k) e



(Z calculada en el ejer@ 6)
Entonces, (E = 1mv? = v = /2E/m)

dE
N, = NI[E —_— =
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= 2m N 6_7;;;‘ @vi 1mv2
© (nkT)?? V 2 dv\2
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77
Luego, la velocidad media es
1 o0
(Vyp = i v, (v) dv
0

La velocidad cuadratica media es

<v2>MB = — [ v’N,(v)dv

3/2 T o2
= 47N (27:711T) /1146_de
0

La velocidad mas probable se obtiene como el méximo de la funcién N, (v), para lo cual planteamos
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d m \3/2 5 _me?
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7) Hallar la funcién de particion Z y la energia media por particula para un gas de moléculas monoatémica que
obedecen a la estadistica de MB ;A que se denomina Principio de equiparticion?
Solucion :
La funcién de particién estd dada por

r B r E\ 47V (2m*)"?
7 = /exp (—kT> g(E)dE = /exp <—kT> %E”%E
0 0
a7V (2m3)* T EN 1/
0
Haciendo la sustitucién £
xr = ﬁ
resulta dE = kT'dx y EY/? = VETz'/? de manera que
4xV (2m3)"? T
7 = % (kT)?’/2 /exp (—z) x%dx
0
La integral es un caso particular de funcién gamma, la cual esta definida por
I'(n)= /:I:"_l exp (—x) dx
0
En este caso es, usando que I' (1) = /m y ' (2 + 1) = 2T ()
/exp (—x)x'/?de =T <3) = VT
2 2
0
con lo cual
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Como vimos antes, la energia media (por particula) se calcula como
0lnZ 0ln Z 0T
(B) =-S5 = -
op oT 0p
y dado que = —,%T o bien T' = —% resulta
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Este resultado puede pensarse como (F) = 3 (%kT) de modo que cada grado de libertad traslacional aporta
una energfa de $k7T. Es el principio de equiparticion.

8) Demuestre que la longitud de onda de De Broglie de una particula de masa m que se mueve con la velocidad
més probable de una distribuciéon de Maxwell-Boltzmann a la temperatura 7" es:

9) ;A que se denomina funcién de distribuciéon de Fermi? ;Que representa?

a) Grafique la funcion de distribuciéon de Fermi para T =0y T > 0.

b) Grafique el namero de electrones con energias comprendidas entre £ y E + dE en funcién de la energia
paraT=0Ky T >0K.

Solucion :
La funcién de distribuciéon de Fermi, f (£), representa el numero medio de particulas en un estado con energia
€.
a) SiT >0,
1
fe)= T =g
1+e w7
Entonces, si T'=0 (T — 0 en el caso anterior),
1 sie<e
fe)= { o
0 sie>ep
b) Como N (¢) = f (¢) g (¢)resulta, si T > 0
4nv (2m3)'/?
N - e
1+ eE;;F
ysiT =0
3\1/2
N(e) = 7“‘/(3:; IRANETE R £F
0 sie>ep

10) Obtenga una expresion para la ep en funcion del namero de electrones por unidad de volumen (N/V'). Defina
y calcule:

a) Temperatura de Fermi.
b) Velocidad de Fermi.

Solucion :
El nimero medio de particulas por estado de energia E esta dado por la funcion de distribucién de Fermi

1
FE) = Sy +1

Entonces, el niumero de particulas con energia entre £'y E + dE sera

N(E)dE = f(E)g(E)dE



de manera que el nimero total de particulas es

N:/N(E)dE: Oof(E)g(E)dE

Para poder calcular esta integral notamos que, a T' = 0,

f(E):{1 si B < ep

0 siFE >ep

Con lo cual podemos escribir

€r
N = / g(E)dE
0
3 1/2 €
= W/FE1/2dE
h 0
8rV (2m3)1/22 3/2
w3

de donde se obtiene

2/3
3NA3 /
er = 172

167V (2m3
K2 (3N\*?
- Sm(ﬂ/)

a) La temperatura de Fermi T se define de forma tal que e = kTr. Entonces,

€
Tp =

b) La velocidad de Fermi vy se define de forma tal que ey = 3mv%. Entonces,

26F
Vp = —
m

11) La energia de Fermi varia con la temperatura conforme a la expresion:

e (T) = r (0) ll—g<£)2—...1

Donde e (0) es el valor para T = 0 K.

a) Demuestre que cuando T' = 31/ 2% donde Tr = er/k la energia de Fermi varia en 1% respecto de su valor
en 0 K.

b) Calcule esa temperatura para el Cu y el Ag.

c) ;Es valido considerar a la e constante con la temperatura a temperatura ambiente?




12) Calcule la energia media de un conjunto de electrones. Escriba en funciéon de la energia de Fermi ;Que
aproximaciones realiza? Justifique.
Solucion:
La energia media estd dada por

A T =0 queda
€r
® = [ge)EaE
0
1/2
_ 8rV (]2;713) / /€F 324
0
sV (em®) e L),
- & 5F
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= N-=¢p
o bien
(e) = % _ e

13) Calcule la velocidad media de un conjunto de electrones. Escriba en funcion de la velocidad de Fermi.
Solucion :
La velocidad media esta dada por

0,aT =0,

donde g, (v) se obtiene a partir de

0
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/2
8tV gy 1/2 [ mu? !
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Esta ultima expresion puede reescribirse como

87V .1 87V .1
(V)pp = ?mgzv% = ngzv% "UR

y teniendo en cuenta que

1 2B/
EF = im'l}%v = ’U;’w = (m)

resulta

<

2V 2B\ %/ oV 2\*? 45

Por otro lado,

B (3NN pee BN (7)Y
E=8m \ 7V F 7V \8m
con lo cual
W = Vs (2)PeN (N
FD h3 m 7V \ 8m
2.23/2 m3
T T3 3m3/2m3/2N'UF
3
— 1 . N . UF

14) Halle la energia media y la velocidad media de los electrones a 0 K para un metal con 10?2 electrones por cm?.

Solucion :

15) Para un sistema bidimensional de particulas (fermiones) libres contenidas en un recipiente de lado a (pozo
infinito bidimensional)

a) Calcule g(E).

b) Calcule la energia de Fermi para dicho gas.
Solucion :

a) La funciones de onda y las energias para el pozo infinito bidimensional son
2 ym Lo
Pngn, (T) = . sin (gnmx> sin (gnyy)

2 2
her 9

Enmny = (TLE + TL?})

2ma?

Para obtener g (E) ahora consideramos un cuarto de circulo de radio |/n2 + n2 en el espacio n,n,, cuya drea

es
1 2 2 ? 1 2 2
Z7r (1 /ng + ny> = 17? (na,j + ny)

de modo que el nimero de estados con energia menos que E es
1 2ma?

E) = g7 (mE)
ma?
2h2m
con lo cual
_ 0 ma? B 2nma?
OE  2m2m h?
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b) El namero total de particulas es N, de modo que

o= [1®ema
0
Vi 1 2mrmA
= / E—cp (1) },2 dE
S 14ewr
r dE
—upd [ 1)
1+ e %r
0
En la integral de (1) sustituimos E%g(ﬂ =z, de modo que
[ dE rod
/ =g = KT / 1 J:Cex
0 lte - —ep(T)

= kT{lz-m( +e$)]°7#}

lim [z —In (14 )] — [_GII:JET) —In (1 +ee,§T(T>>}}

{
{
= [ (1)) [ (o))
{
{

— kTl LILI& <1ixﬂ +n (eeFk(TT)—Fl)}
1 (1)+1n(e‘Fki(TT)+1)}

n
— kTl (eekT + 1)

de modo que

2rmAkT ep(T)
N =T ln(eFkT +1>
h2
Luego podemos obtener er (T')
e (T) h2
1 ( T 1) = N—°
mA M 2rmAkT
er(T)  NB2
e kT 4+ 1 = e2mmAkT
(1) _Nn2
e kT = e2mrmART — ]
T 2
GFk(T ) = In (e% — 1)
2
€ER (T) = kT In (e% — ]_)
2 2 5
A bajas temperaturas (T — 0), ez=warT > 1 de manera que In (e% — 1) ~ In (e#) - %
y
Nh? Nh?

er (T —0) = kT

ormAKT  2xmA

con lo cual se puede escribir

er (T) = kTIn (e”r'i‘To) - 1)




16) Para un sistema de N particulas idénticas en un volumen V:

a) Enuncie un criterio fisico para decidir cuando las particulas se pueden tratar como distinguibles y cuando
como indistinguibles.

b) ;Qué estadistica obedece un sistema formado por particulas de este tipo si ademés ellas tienen spin
semientero? Ejemplos.

c) (Y si tienen spin entero? Ejemplos.

Solucion :

17) El cobre posee una densidad atémica de 8.5- 10?2 cm™ . Su conductividad a temperatura ambiente (300K)
eso=6-10°(Q-cm) "

a) Calcule la concentracion de electrones libres en una muestra de cobre, suponiendo que cada dtomo con-
tribuye con un tnico electrén a la conduccién eléctrica.
b) Calcule el tiempo libre medio (7) y el camino libre medio (L).

c) Calcule la movilidad de los electrones libres.

Solucion :

a)

n=85-10* cm™?
b) El tiempo libre medio esta dado por

() = Meo _ 011 10~31kg x 6-107 (Q-m)
T gz T 85102 m-3 - (1.602 - 10-1°C)
2.51-107 s

y el camino libre medio por

A=uvp(T)
donde vg es tal que
1
EFp = imeU%

Para el cobre, la energia de Fermi es

ep = T7.46V = 7.4 x 1.602 - 10" Joule = 1.19 - 10~ '®Joule

_ [2ep  [2x1.19-10"'8Joule 6m
R Vi _\/ 9.11-10-31kg =1.6- 1075

ge () 1.602-10719C x 2.51 - 10 !%s

de modo que

c) La movilidad es

- 9.11- 10~31kg
_ —3m? _ cm?
= 4410700 = 4q0m°
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18) Para los electrones en el Li, cuya energia de Fermi es 4.72 €V:

a) Calcule la velocidad de Fermi.

b) Calcule la longitud de onda de De Broglie de un electrén moviéndose a la velocidad de Fermi y comparela
con la distancia media entre electrones. Discuta fisicamente el resultado.

Solucion :

a) La velocidad de Fermi es tal que

€EFp = -MUp

de modo que

2%r  [2-472-16-10-19]
— —_— = ]_. . 1 12m
vr V'm \/ 9.11-10-31Kg 06 - 10755

1.3-1002

12

b) La longitud de onda es

\ h  h 6.625 - 10734Js
- pr mevp  9.11-10731Kgl.3- 1002

0.56-10°m = 5.6 - 109 = 5.64

R

Si un conjunto de IV electrones ocupa un volumen V', el volumen medio ocupado por cada electén es

Vv 1

N n

donde n es la densidad de electrones. Si imaginamos que cada electrén ocupa un cubo de lado d, d.
serd entonces la distancia media entre electrones, y su valor es

J1o1

La densidad n se puede obtener a partir de

K2 [3N\*?
= 8me (W)

de donde
p o= No_m(Smer)?
TV 3\ h?
3/2
T 8% 911107 Kgx 4.72-1.6-107"J
3 (6.625 - 10-34J-s)?
= 3.86-10%m=3
3.86 - 10%2em ™3
Luego
1 —10
de = = =2.96-10""m
V/3.86 - 1028m 3

= 2.96A
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Vemos entonces que la distancia (media) entre electrones es del orden de la longitud de onda de éstos,
de manera que los efectos cuanticos no pueden pasarse por alto. Este gas de electrones debe tratarse con
la estadistica cuéantica.
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