Fisica IIT A - Guia N2 4

Cuantica formal

1) Escriba y explique los postulados de la Teoria Cuéntica.
Solucion :
Los postulados de la teoria cuantica pueden expresarse como:

i) El estado de una particula se representa mediante una funciéon de onda normalizada ¢ (x,t).

ii) Las magnitudes observables Q (z,p,t) se representan mediante operadores hermiticos, Q (z,p,t). El valor
medio en el estado 9 (z,t) es

/ U (2.) Qi (2, 1) da

iii) En la medicién de un observable @ se tendra la certeza de obtener el valor ¢ si, y solo si, ¥ (z,t) es
una autofuncion de Q con autovalor ¢. Si v (x,t) no es autofuncion de Q, la probabilidad de obtener
el autovalor ¢ en una medicién es |)\\2, donde A es la componente de ¢ (z,t), expresada esta en la base
ortonormal de autofunciones de Q.

2) Basandose en los postulados de la mecanica cuantica, obtenga los operadores asociados con las siguientes mag-
nitudes fisicas:

a) La posicion.

b) La cantidad de movimiento.
c) La energia cinética.

d) La energia total.

e) El momento angular.

Solucion :
a) t=ux
b) p=—iht

2
c) Clasicamente, E. = 2. Entonces,

~0 2 2 2

N p 1 . d he d
E. =X — ~ (_n —

Qm( de) 2m dx?

d) La energia total es, en fisica clasica

de manera que
~ h? d?
H=———
2m dx? +V (@)




3) El estado de una particula en un pozo infinito de longitud a esta dado por

i En g

U, (z,t) = pn (x)e™"
donde
a) Calcular el valor medio de la energia, <I§T >
b) Calcular la dispersion de la energia, opy.

c) ;Que caracteristicas tiene el estado?

Solucién:

a) Valor medio de la energia:

pero como ¢y, (z)es solucion de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, se cumple que
Hyp, (x) = Eppn (x) de manera que se puede escribir

(#)

a a

[ en @ Fron @)y do = [ o1 (@) Bug (5)da

0 0
a

_ En/@; () on (2) dx:En/m (2)|? da
0 0
= E,n

b) La dispersion en la energia se puede calcular como
N L\ 2
ot = (%) - (1)

donde



0
— [ @) Butlow @) da = [ ¢ (@) B ) da = B2 [ o2 (@) 00 (0) o
0 0 0
= FE?
Asi,
o4 =E? - F% =
4) El estado de un electrén en un pozo infinito de longitud a = 3A esta dado por
B 1 B
U (x,t) = cro1 (2) e iRt 4 ﬁgog (x) eIt
donde
\/5 R
©n () =1/ —sin (nfx)
a a
a) Calcular ¢;.
b) Calcular el valor medio de la energia, <F[ >
c) Calcular la dispersion de la energia, oy.
d) ;Que caracteristicas tiene el estado?
Solucion:
a) Se calcula ¢; a partir de la condicién de normalizacion:
/|\Il(m,t)|2d:z: =1
0
Entonces
/|\Il(x,t)|2dx = U™ (z,t) U (x,t) dz
0
Eiy 1 Eg 1 1 i E2



de modo que

r 1
- |c1|2/so;<m> | (o) do + (57 tcﬁ/wf o2 (x) d +
0 0
i(ngEl
+ e\ ek @5 (z @1()d$+ Wz()@z()d
0
. —Eo Eg—Eq 1
= |01|2511+€1( 1”' Jiex 512+€( R )*015214- 022
'3 V3
1
= |Cl|2+§
= 1
2 2
lal” = 3
2
o = 4%
! 3

b) El valor medio de la energia es (muchas cuentas son similares a las de a))

<ﬁ

)

0 0
Ex—FEy r 1 2 r 1 1

eil P ot (x \/>E xdm—i—/ 5 (x — o (z)dx
J \/§¢2() 3 191 () J \[%02() 2\/3902()

2 (B —Eo 21 —Ey 1 2 1
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¢) Como en el eejercicio anterior,

donde



y (de nuevo, muchas cuentas son similares a las anteriores)

a

(#2)

/\1/* (2, ) B2 (2, 1) dar = /\1/ (o, 1) B [ (2 1)

a

| da

0 0
rl 2 1 ] [ 2 | 1 ,
- [ @e R+ g e ®e H{H [\/;o ()™ T+ i (2) Hdw
0 L -
ol 2 " Elt 1 " '&t— ~ \/5_-E1t 1 _iE2,
= - r)e "t 4 — z)e' " | H —e 'R 'E )+ —e 'R 'E z)| dz
0/_ P @R S @ B\ 5 R B )+ e R B )
ANE e, 1 ]l 2 e 1 e
-/ N ¢+ g (@) e l\[ng (0) + e 7 By <z>] dr
0 L -
2 (BB 21 (By-my, 1 [2 1
- §E1511+€z( " Q)t\/;\@El‘smeel( " 1)t\/§\/gE2521+3E2522
2 1
Luego
) 2 ., 1, (2 1.\?
oy = gEl + §E2 — §E1 =+ §E2
2 1 4 2 1 1
= B+ 5B - (QE% +3Big B+ 9E§)
2 2 2
= ZFE?_ZFE Ey,+ -E?
9 1 9 1 2+9 2
2 2
= 3 (Ef — E\E> + E3) = 5 (Ef —2E\E> + E5 + E\E,)
2
- [(E1 B +E1E2]

5) (Optativo) En la Teoria Cuantica el Principio de Incerteza entre dos magnitudes fisicas (observables) A y B se

expresa como

0?40% > (

1

2

([48)))

donde {fl, E} — AB — BA es el conmutador entre A y B.

a) Exprese el Principio de Incerteza para x y p,. Interprete.

b) Exprese el Principio de Incerteza para « y p,. Interprete.

Solucion :

a) Para expresar segin la “férmula anterior, es necesario escribir el conmutador:

2, pe] f (2)

o d
28)-
W@, ,

dx
—ihx% + ihx%
inf (x)

—ihdi) x} f(x)
dfzf (x)]
dz

+ihf (x)

-

—ihx




de modo que [#,p,] = ih y ([&,P»]) = ih (es solo un namero, igual a su valor medio). Luego,

o bien
h
0z0p, = By
b) Ahora tendremos
d
e @) = [o(-ing) = (ing)a| £
dy dy
= —ihmé—i—ihx%

de modo que [£,p,] =0y ([&,py]) =0 . Luego,

o bien
040p, >0

6) ;Cuaéles de las siguientes funciones son autofunciones del momento p,?

p(x) = Asin(kz)

o(xr) = Alcos(kz)+ isin (k)]

© (.T) — A [eika: + e—ika:]

p(x) = Alcos(kz)+ sin (kz))

© (JJ) — Aeik(mfa)

© (m) A [eikw + ie—ik;c}
Solucion :
Una funcién ¢ (z) es autofuncion de operador g, si py¢ () = pp (z). Veamos en cada caso si esto se cumple
0 no.

i)

. g do(@) o d .
P (x) = —ih o Zhdm [Asin (kx)] = —ihAk cos (kx)

de modo que no es autofuncién.
ii)
Ldo(x) . d .
—ih pra fzh% {A[cos (kx) + isin (kz)]}
= ihAksin (kx) + hAk cos (kx)
= hkAlcos (kz) + isin (kz)]

Py ()

de modo que es autofuncion con autovalor k.



7) Determine los valores promedio de &, :52, Py pA2 para el estado fundamental y el primer estado excitado de un
electréon confinado en un pozo de potencial infinito de ancho a.

Solucion :

i) Valor medio de Z:

I
O\
8

Para calcular esta integral combio variable: u = “*x = du = “*dr, v =0=u=0y v = a = u = nm,

de modo que

(@),

no depende de n.

nim

2
2 L usin? (u) L
a) nm nw

0

% (%)2 { [zf B usin4(2u) B cosé2u)}:ﬂ}
nmsin (2n7)

e[

8) Si ¢ () es una funcién de onda normalizada y continua, puede escribirse en términos de las autofunciones ¢; (z)

de un operador hermitico A de la siguiente manera:

Y (x) = ch%@j ()

a) Obtenga una expresion para los coeficientes c;.

b) Calcule </1> Interprete fisicamente la cantidad |¢;|”.

Solucién :



a) Como las ¢; (z) son autofunciones del operador hermitico A, forman una base ortonormal (se las puede
buscar de tal manera) del espacio de las funciones de onda, de manera que se puede escribir

=Y ciw; (@)
J
con (ortonormalidad)
[t @es@ o=

Entonces, para obtener el coeficiente ¢; del desarrollo puedo hacer

[er@ |See@|d = o[ @@l
chéij

= Ci

[ @ v @) da

/ [Zsa )] 4 S w0 dr
e [ ¢t @) s o) o]

= Yoo | [ et @l

4,J
Zcfcjai [/ o5 (z) a;ipj () da:]
ZC Cﬂa’l ij ZC CiQy

Z‘Ql a

b) El valor medio es

P
b

~_—
Il

9) El estado de una particula, en un pozo de potencial de ancho a = 3 nm, y a un instante ¢, esta descrito por la
funcion de onda:

¥ (z) = 0.829¢1 (z) 4+ 0.518p9 () 4+ 0.207¢3 (z)

a) Calcule el valor medio de la energia, expresado en €V, y el valor medio de 1;2.
b) Si existen 107 sistemas idénticos del tipo descrito ;Cuéntos estaran en el estado n = 17

¢) ;Cudl es el valor de energia mas probable en una medicién?

10) ;Pueden las ondas planas representar a una particula libre? Justifique. ;Que es un paquete de ondas?




11) El estado de una particula de masa m en un pozo infinito esta dado, a t = 0, por

Y(2,0) = —=p1 (z) + capa (v)

Sl

a) Hallar ¢y.
b) Calcular (E) y og. Interprete.
Solucion :

a) Sabemos que si ¢; (x) son autofunciones del operador de energia H ,y

Y (z) = Z cjpj (2)

se puede calcular

(E) = Z le;* E;

Entonces, en este caso,
(E) = (0.829)° By + (0.518)° E5 + (0.207)> Fy

donde

P (6.625-107347.5)* |
n® = n® = n
2ma? 8ma 8-9.11-10-31kg (3 - 10~9m)?
49-.1 —68 k 2“174 2 47 -1 —22
91077  2R97TS” 4 gp q0-22 .2 = DA 100
655.9- 104" kg m2 1.6-10-19
= 4.7-1073%eV -n?

ev-n

de modo que

E, = 4.7-103%V-12=4.7-10"3%V
Ey = 4.7-1073%V-22=18.7-10"3%V
E, = 47-1073%eV-3%2=42.0-10"3%V

(E) = (0.829)°4.7-10 %V + (0.518)%18.7 - 10~%eV + (0.207)>42.0 - 10~ 3cV
[0.6872 - 4.7 + 0.2683 - 18.7 + 0.0428 - 42.0] - 1036V
= 10.05-107%eV

b) En el estado n = 1 estaran
(0.829)*107 = 6.87 - 10°

sistemas.

¢) Dado que |¢;]* > |ea]? > |es|® el estado mas probable es el 1.

12) Una particula se mueve con energia potencial V (z) = e



a) Haga el grafico de V(z).
b) Haga un bosquejo de las funciones de onda cuando la energia total es > 0 o < 0.
c) ;Espera tener niveles de energia cuantificados en determinados rangos de energia?

d) Estime la energia del punto cero (la energia mas baja, Fy). Se sugiere observar que para energias proximas

1 d2v
m dx2 |0

a Fy la particula oscila con una frecuencia w =

Solucion:

d) El potencial V (z) tiene un minimo en 2 = 0. Desarrollando en torno al minimo resulta

dVv 1 d*V
v =V (0 —_— s
(z) ()+dm0x 2daz20$+
si x es pequeno, serd una buena aproximaciéon
dv 1 d*V
1% ~ V(0 —_— - —
() ()+d3: Ox 2 dx? |,

av| _
dz |, h
con lo cual 2V
1
V)-V(0)~- — 22
dz? |,

Luego, podemos comparar con el potencial de un oscilador armoénico

1
Voa (33) = 51411‘2 = imwaQ

de manera que
d’v

dx?

= mw2

0

1 a2V
w= m dx? |,

Entonces, podemos estimar las energias mas bajas del potencial V (z)mediante el resultado conocido de
las energias del oscilador arménico
1

o bien

En este caso, sera

1
w = \/ (204\/06—0‘4”2 — 404%2‘/06—0‘”2)’0
m
o 20[‘/0
B m
de modo que
1
Ey = <0+2> hw +V (0)
h [2aV
S a7
2 m

10



By

(1+;)m+\/(0)

h |2
37 CVV() 7‘/,0
2 m
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