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Teorema de Fuchs

Hemos visto que si P(z) y (Q(z) son funciones analiticas, entonces las soluciones de la
ecuacion y” + P(2)y' + Q(z)y = 0 son analiticas. Pareceria razonable esperar que si P(z) y
Q(z) tienen un polo en 2z, las soluciones de la ecuacién diferencial también tengan un polo en
ese punto.

Es facil ver que esto no es cierto en general ya que, por ejemplo, una solucién de la ecuacién

1/z

Yy + Z% Yy — Z%y = 0 es la funcién —ze'/#. El desarrollo de Laurent de dicha funcién en un

entorno a z = 0 tiene infinitos términos con potencias negativas, o sea tiene una singularidad
esencial en z = 0.

Sea
A2)yY"+B(2)y +C(2)y=0

una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden cuyos coeficientes son funciones analiticas
en una cierta regién. Dividiendo por A(z) ambos miembros de la ecuacién anterior se tiene una
ecuacion de la forma

y' +p(2)y +q(z)y=0. (1)

Decimos que zy € C es un punto singular de la ecuacién (1) si lo es de p y/o de q.

En muchos casos interesa obtener soluciones de la ecuacién (1) definidas en 0 < |z —z,| < R,
donde zy es un punto singular, y de la forma

2" i a, 2", (2)

n=0

con ag # 0, y r € C.

Un punto zj tal que sea una singularidad de la ecuacion y tal que exista una soluciéon de la
forma 2 se dice que es un punto singular reqular o un punto de Fuchs.

Teorema de Fuchs: z; es un punto singular regular o un punto de Fuchs de la ecuacién
(1) siy sélo si

1. zp es un punto singular de p y/o q y
2. (z—20)p(2) v (2 — 20)? q(2) son analiticas en zg.

Consideremos, por simplicidad, zp = 0. De lo anterior, p(z) tiene a la sumo un polo simple
y q(2) a lo sumo un polo de orden dos en zy, por la tanto podemos escribirlas como:

A S N B C <, .
p(Z):;—l-%Ocnz y q(z):§+;+25nz . (3>
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[e.e]

Buscamos soluciones de la ecuacién (1) de la forma 2" > a, 2", con ag # 0, y r € C.
n=0

Podemos considerar, por la linealidad de la ecuacién, que ag = 1 y asi la solucién toma la
forma

y(2) = 2"+ a2 a4 (4)

Si reemplazamos (3) y (4) en la ecuacién diferencial (1) tenemos:

B C - n = n-r
+<;+;+§ﬁn2 ) (lezoanZJr):O

o equivalentemente

S (4 7) (n 7 — 1) an 272 4 <§+n§;%zn> (i(nﬂ)anznﬂnl) N

r(r—1)z2z2+a(r—D)rz"t+ta,(r+n)(r+n—1)2""24 ]+
A r—1 r r+n—1
+ ;—i—ao—i—alz—i—... rzt4+a(r+1)2"+-+a,(r+n)z +...]+

B C
—1—[;—1—;—1—50—1—512—1—...] 2"+ a2 4+t a, T+ =0,

Multiplicando las series tenemos

rir—1z24a(r—1)rz"t+--+a,(r+n)(r+n—1)2""24 ... 4
+ArZ 2+ Aa (r+1) 2 o+ Aay (r+n) 2T 24 ragr 2 agar (T41) 274+
ta, (r+n) 2T 4o r 2 raa (1) 2T g a, (rn) 2T B2 R
+Bay 2 '+ Bay 2+ +Ba, 2T 4 C 2 Cay 2+ Cag 24 Cay 27T
+o+ 802"+ Boar 2+ Boag 2+ 4 Boap 2T+ = 0.

Reodenando adecuadamente llegamos a

r(r—1)z2"24a(r—1)rz "+ +a,(r+n)(r+n—1)2""24 ...+ Arzr—24+
+HAay (r+ 1) +apr] 2" P+ [Aay (r +2) +apay (r+1) +ayr] 2"+ -+ B2"2+

(Bai+C)z '+ (Bag+Cas + Bo) 2"+ ---=0.
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O sea, podemos escribir la ecuacién de la forma

(o]
2" 2 E b, 2" =0,
n=0

lo que implica que todos los coeficientes b,, son iguales a cero. Entonces

bp =7 (r—1)+ Ar+ B = 0. Luego si llamamos polinomio indicial al polinomio I(r) =
r(r—1) 4+ Ar+ B, obtenemos a partir de sus raices los valores de r que permiten obtener las
soluciones de la forma (3).

by =(r+)ra+A(r+1l)a+agr+Ba+C =[r(r+1)+A(r+1)+ Blai+(ar+C) =0

A J/

I(rt1)

Luego, I(r+1)a; + agr+C = 0.

n+r—2

En general, si se anula el coeficiente de z se obtiene:

by=a,(r+n)(r+n—-1)4a,(r+n)A+ P, +a,B+Q, =,

=[(r+n)(r+n—1)+(+n)A+Bla,+ P, +Q, =0

(N J/
-~

I(r+n)

donde P, es funcién de aq,...,a,_1 y de ag, ..., 1 v @, es funcion de aq, ...,a, 1 y de

Ca 507 Bla (XY ﬁn72-

Luego la férmula de recurrencia puede escribirse en la forma I(r +n)a, + 71, = 0 (4). A
partir de esta ecuacién se pueden determinar los coeficientes por recurrencia, siempre que la
ecuacion se pueda resolver para n > 1y ello serd posible si I(r +n) # 0, n > 1.

Tenemos tres casos distintos:

1. Primer caso: I(r) tiene dos raices r y ro distintas tales que su diferencia no es un nimero
entero.

Entonces, V. n > 1, r1 +n # ry y ro +n # rq, lo que implica que para n > 1 se tiene
que I(r; +n) # 0, I(ry +n) # 0; luego para ambos valores de ecuacién siempre puede
resolverse y se obtiene dos soluciones:

yi(z)=2"[l+arz+.. +a, 2" +.]=2" fi(z)

Yo(2) =2 L+ by z+ ..+ b, 2" +..] = 2" fa(2)
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siendo f; y fo analiticas en 0y f1(0) = f2(0) = 1.

Estas dos soluciones son linealmente independientes y por lo tanto la soluciéon general de
la ecuacién es

y(z) = C1 2™ fi(z) + Co 2™ fo(2).
Se dice entonces que, en ese punto, la ecucién es del primer tipo de Fuchs.

2. Segundo caso: I(r) tiene una raiz doble r.

En este caso hay una solucion de la forma

Una segunda solucion es de la forma

y2(2) = y1(2) g(2),

donde ¢(z) se puede determinar reemplazando y, en la ecuacién diferencial.
La ecucién se dice que es del sequndo tipo de Fuchs.
Ecuacion del sequndo tipo de Fuchs
3. Tercer caso: 1(r) tiene dos raices distintas cuya diferencia es un entero, es decir, las raices
son 1 y ro = r1 + p, para algun p € N. En este caso I(rs + n) # 0 para todo n > 1.

Luego la ecuacién (4) tiene solucién para r = ry. Por lo tanto, la ecuacién admite una
solucion de la forma

ya(2)=z2"(14+az+...+a, 2" +...).

Ahora, I(r+n) = 0 paran = p y no nulo para cualquier otro niimero natural. La ecuacién
(4), toma la forma Oa, + 1, = 0. Si T, # 0, la determinacién de a, es imposible y la

o0

ecuacién diferencial tiene una sola solucién de la forma y(z) = > a, 2" y la ecuacién
n=0

es del segundo tipo de Fuchs.

En cambio, si se tiene que 7, = 0, la ecuacién admite como solucion cualquier valor de
ap. Fijando uno de ellos arbitrariamente, se pueden determinar todos los valores de a,, y

[e.e]
se obtienen dos soluciones de la forma y(z) = > a, 2"", 0 sea, la ecuacién es del primer
n=0

tipo de Fuchs.

Veamos algunos ejemplos de soluciones alrededor de un punto singular:
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Ejemplo 1

Resolver la ecuacién 2%y” + (22 +z)y —y = 0.

Esta ecuacién tiene al origen como punto singular. Escribamos la ecuacién de la forma

" 1 1
Yy + 1+ y+l-—=)y=
€

1 1
Entonces p(x) = . +1 v qz) = -

De acuerdo con (2) tenemos A=1, a0 =10, =0Vi>1, B=—-1,C=0y 3; =0Vj > 0.
Luego el polinomio indicial es I(r) =7 (r —1) +r —1 = r? — 1, cuyas raices son r; = —1,

7“2:1.
ro=7r1+p, = p=2

La raices difieren en un entero, y como
Tp: [ao(r1+1)+C]a1+a1r1+ﬁ0: [1(—1+1)+0]a1—|—0(—1)+0:0

entonces, la ecuacion tiene una solucién de la forma

y(z) =2t <1 + Zamc”) =z '+ Zanx” !
n=1 n=1

y otra de la forma

yo(x) = x <1 + anx”> =x+ an:p’”l
n=1 n=1

Hallemos v v y{

- - R — o
yi(x):—ﬁ—i-Z(n—l)anx 2 yi’(x):;jLZ(n—l) (n—2)an 2"
n=1 n=1

Ahora reemplacemos en la ecuacién diferencial

o 1 o0
7 ( Z (n—1)(n—2)a, x”_3> +(2%4-) (— Z (n—1)ay,x 2) ———) g2t =
x

Multiplicando y reaordenando adecuadamente obtenemos



Andlisis III B - Turno manana

——I—Z(n—l) (n—2)a, x”_1—1+2(n—1) an :E”———I—Z(n—l) an x”_l———z a, 2"t =
x x x
n=1 n=1 n=1 n=1

o0

— o0 1 & .
;"f_;(n—l) (n—Q) ay, :L,n—l_l_l_;(n_Q) a1 x”_l—;—l—;(n—l) an xn—l_;_n:1 ay :L,n—l _

%—I—i(n—l) (n—2) an:p”_l—l—ki(n—Q) ap_1 2" ———I—Z (n—1)a,z —l—al—z ap 2"
n=2 n=2

e a3 1) (n—2)an + (1 —2) ans + (0 — 1) ap — ap] 2! =

n=2

=—1l-a1+ Y. [n(n=2)a, +(n—2)a,_1]z" 1 =0.
n=2

Luego,

—1—-a;=0yn(n—-2)a, +(n—2)a,_; =0, entonces,

Ay
a=—-1ya,=— T;Ll n> 2.

)
Si tomamos a; = 0 tenemos que a, = 0,n > 2 y la solucién es

1

y1(z) = - 1.

Hacemos lo mismo para la otra solucion:
W) =1+ S+ Db yh@) = 3 (n+ 1) nbya!
n=1 n=1

Reemplazando en la ecuacion diferencial tenemos:

[e.9]

(n4+1)nb, 2" + (2* + z) <1+Z(n—|—1)bn$”> —x—anx”“ =

(n+1)nbnx"+1+x2+2(n+l)b "+2+x+z (n+1)b l‘—Zb " =

n=1 n=1

I 5,
(2 11

i
I

(n+2)nb, 2" + 22 + Z(n-l— 1) b, 2"t =

n=1

NE

S
I
—

=3 b1x2+Z(n+2)nbnx"H+x2+2(n+1)bnx”+2 =

n=2 n=1
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=@Bh +1)2"+) n+3)(n+ )by 2™+ (n+1)by 2™ =

n=1 n=1

= (3 b +1)x2+i[(n+3) (n 4+ 1) b1 + (n+ 1) b,] 2" = 0.

n=1
Entonces,
—b,
=—1/3 y n+3)(n+1)bps1+ (n+1)b, =0, o sea, b, +3,n21
n
b — by 1 2
T4 43 4l
b o= 22
5 54 5
b by 22
T 6 65 6
—b 2 2
by = 2= =~
76! 7!
(n+2)!
Luego, la otra solucién nos queda
x)—:c+i(_1)n2x"“—x—zx +zx3—zx + ..
T =2 T3 4! 5!
12,002 2 1 949 9 _9 2 2 2
DA U A R TR Rl Gk ikt TR R R
1 (=)
=—|2x—-2+2 — .
x < v * % n! )
Entonces,
2
y2($):;(x_1+€m)
Por lo tanto
r—14+e" 1—2 e "’ 1—x
y(r) = Cy Cy = A + A
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Ejemplo 2

Resolver la ecuacién 22 y” —3xy +4y = 0.

El punto singular es el origen. Escribamos la ecuacion de la forma

| wo
W

Entonces p(x) = —
x
De acuerdo con (2) tenemos A = =3, a; =0¥i >0, B=4,C=0y 3, =0Vj > 0.

Luego el polinomio indicial es I(r) =7 (r —1) —3r+4 = (r — 2)%. r = 2 es rafz doble.
Entonces, es del segundo tipo de Fuchs y tiene una solucién de la forma

y(z) = 2% (1 + Zan ") = 2%+ Zan g2
n=1 n=1
Hallemos | v y{

yi(z) =22+ Zl (n+1)a,x"+? yl(x) =2+ > (n+2)(n+1)a,z"

n=1

Ahora reemplacemos en la ecuacion diferencial

x2(2+i(n+2) (n—i—l)anx")—3x(2x+i(n+2)anl‘"+l)+4(:C2+ian$"+2) =0

n=1 n=1 n=1
2x2+2(n+2)(n+1)anx"+2—63:2—3Z(n+2)anx"+2+4x2+4Za,ﬂc””z
n=1 n=1 n=1

=(2—6+4)w2+§:[(n+2)(n+1)—3(n+2)+4]anxn+2:o

n=1

Luego,
(n+2)(n+1)—3(n+2)+4]a, =n*a, =0,

entonces, a, =0, n > 1.
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Luego la solucién es

Busquemos la otra solucién

y2(7) = u(x) yi(x) = u(z) 2*

yo(z) =/ (z)2® +u(e) 22y yy(z) =u"(z)2® + 20/ (x) 22 + u(x) 2
Reemplacemos en la ecuacion diferencial
22 (u"(x) 2?2 + 20/ (2) 22 + u(2) 2) — 3z (v (2) 2* + u(x)22) + du(x) 22 = 0
' (z) 2t + 44 (x) 23 +u(z) 222 — 3u/(z) 2 — 6u(z) 2* +du(z) 2> =0 =
u'(z) 2® + 44 (x)x +u(r)2 — 3u'(z)x — 6u(r) +4u(z) =0 =
() +u(r)r=0 = W' (x)r+d(x)=0
Sea z =/, entonces 2’z + z = 0, que tiene como solucién z = —.
x

.k

Luego, ' = — = wu(x) = klin|z|.
x

Entonces la solucién es yy(z) = 22 In|x|.
Por lo tanto,

y(x) = Cy 2 + Cy2* In|z).



