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El presente documento fue escrito por un alumno mientras preparaba la ma-
teria para rendir el final y es compartido para la comunidad estudiantil con toda
la buena intencién, pero no se garantiza que no contenga algin que otro error.
Se pueden corroborar los resultados con las resoluciones oficiales de la materia
(disponibles en http://materias.fi.uba.ar/6108 /tps.html). Ante cualquier duda
lea el prospecto o consulte con su profesor de cabecera.
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Parte 1
Ejercicios resueltos

1. Practica 5: Autovalores y autovectores

13. (a). Demuestre que A y B no son semejantes siendo:

1 -2 2 1
a=ly ¥ ]re-[1 ]
Resolucidn:

Supongamos primero que A ~ B = 3Q tal que
A = QBQ ! — definicién de semejanza

Una propiedad de los determinantes es det (AB) = det Adet B por lo tanto
podemos aplicar determinante a ambos lados y ver qué pasa:

det A = det (QBQil) = det @) det B det (Qil)
Otra propiedad de los determinantes es que det A = det (A’l)*1 por lo tanto:
det A = det Q det B det (Qil) =det B
En este punto podemos afirmar
A ~ B = det A = det B — propiedad piola

y vemos que no se cumple por lo que A » B.
Podriamos proceder con la traza también, conociendo la propiedad ciclica:
tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB) la aplicamos a la primera expresion:

trA =tr (QBQ™') = tr (QlQ B) =tr(IB) =trB
——

y nuevamente podemos afirmar otra propiedad
A ~ B = trA = trB — propiedad piola

que en éste caso tampoco se cumple.

13.(b). Comprobar que A y B son semejantes y hallar Q € R?*? inversible
tal que A = QBQ ™!

25 15 [ 3 -2
A‘[Ls 2,5]YB_{—1 2}

En éste ejercicio las propiedades usadas en el anterior no nos sirven para
demostrar que son semejantes ya que solo vale el camino de ida. Pero sabemos



que A ~ B < auval(A) = aval(B por lo tanto podriamos encararlo de la
siguiente forma:

B =QpDQ'

donde D = diag {aval(A)} y sabiendo que si A~ Dy B~ D= A~ B.
Vamos a calcular los autovalores de cada matriz entonces.

{A =QaDQ;"

2
Py(N\) = <g - /\) - % =A% — 5\ + 4 — raices:\ € {1, 4}

Pg(A\)=(3—=XN)(2—=X) —2 =X —5\+44 — raices:\ € {1, 4}

Perfecto. De entrada los polinomios caracteristicos son los mismodd asi que ya
podemos afirmar que A ~ B.
Ahora nos falta encontrar Q). Planteamos lo siguiente:

A=QaDQ," (a)
B=QpDQ;' =D=Q3;'BQs

= reemplazo en (a) = A=Qa Q3z'BQr Q'
D

De ésta forma la matriz pedida en la consigna es @) = QAQEI.
Calculamos los autovectores de A:

Sy=1 = {33 S RQ/AI = x}
lo cual se reduce a hallar (siempre)

Sr=algo = nul (A — algol)

1,5 1,5 1
A-I= [ 15 1,5]:>x1=—x2:>5’,\_1=gen{[ 1 ]}

Busco Sx—4 = nul (A —41)

-1,5 1,5 - - 1
A—4I_[ 15 _175}:>3:1—3:2:>SA_4—gen{[1]}

Luego, para la matriz A

Entonces

Qa D Q'
—_— — Y ———
L 1 10 05 —05
= | 21 0 4 05 05

Laval(A) = {\ tal que X es autovalor de A}
20tra caracteristica de las matrices semejantes.




Calculamos los autovectores de B:

2 =2 1
B—I:[_1 1 }:xlzxgés,\_lzgen{[l}}

B—4I=[:} :;]:11:—23@2@5’,\_4:5]611{[ _12]}

entonces

QB D Qp'

—_—— —— ————
B_ 1 -2 10 /3 2/3
o 1 1 0 4 —-1/3 1/3
Para concluir, tal como dijimos antes:

Qa Qp'
o- [ ] -[5 2]

y se comprueba la ecuacion A = QBQ L.

14. Sea A € R?*2 con autovalores a + bi y a — bi con a, b € R. Muestre que

a —b
A ~ B =
b a
Bueno, lo que yo haria es calcular los autovalores de la matriz que nos dan

y ver qué obtenemos...

det(B—/\I)_det( o ) — (0= N2 = N2 — 20\ + a® + b = P(\)

Buscamos las raices de P(\) con la formulita magica:

20+ \/4a? —4(a® + %)  2a+\/4(a® —a®—b?) 2a+£2V-02  2(aLib)
2 B 2 N 2 B 2

Hermoso... Sali6é de una!

15. Demostrar que si P(t) es el polinomio caracteristico de A, entonces
P(A) =0.
Sabemos que VA € C"*" el polinomio caracteristico se obtiene segtn
P(\) =det (A — M)
por lo tanto

P(A) = det (A — AI) = det (A — A) = det (Ognxn) = 0

A mi me convence ésta respuesta... Pero la verdad que no estoy seguro.



16. Para cada transformacién encontrar: autovalores, multiplicidades, autoes-
pacios y si es posible representarla con una forma diagonal.

() T:R®=R3T(zx)=]a1+a2—x3, &1+32+x3, —21+T2+ T3 ]T

Lo primero que podemos hacer es hallar [T, asi trabajamos la transforma-
ci6n como una matriz con todo lo que ya sabemos. Para hacer esto (seguro que
no nos acordamos) seguimos estos pasos:

1. Anotamos en una matriz los vectores de la base de salida, en este caso la
canonica:

[e1]eza]es] =

S O =
o = O

0
0
1

2. A cada columna (vector) le aplicamos lo que hace la transformacion

11 -1
[T(e)[T(e2)[T(ez)] =] 1 1 1
-1 1 1

3. Por dltimo buscamos las coordenadas de cada cosa en la base de llegada,
que como es la canodnica es como no hacer nada...

11 -1
[Tle)]pl[T(elpl[T(e)]gl=| 1 1 1 =Tl
-1 1 1

Ahora que ya tenemos la matriz que caracteriza a ésta transformacion vamos a
buscar todo lo que nos piden.
Autovalores

1-x 1 -1 - 1-x 1 -1
P\ =det| 1 1-X 1 F+F =det| 2—X 2=\ 0
-1 1 1-X) B+R 0 2-X 2-2)

:(1—)\)(2—)\)2—(2—)\)2—[(2—)\)2}:(1—)\)(2—)\)2—2(2—)\)2:

—(2-N1-A=2)=(2-X>(-1-X) =P())

Por lo tanto
aval ([T]) = {2, 2. ~1}

La multiplicidad algebraica del 2 es 2 por lo que deberia ser dim (Sy—2) = 2 si
es que queremos encontrar una representacion diagonal. Veamos:

Sx=2 =nul ([T —2I)



-1 1 -1 | zp=mz+ux;
Tp—2=| 1 -1 1 F,=-F = Si=2 = gen
1 1 -1| B=F

Perfecto. Vamos ahora con —1:

2 1 -1 — 2 1 -1 = —1/2x2 + 1/2$3
-1 1 2 2F; + F; 0 3 3 3 =F,
1
= S=—1 =gen -1
1
Ya estamos en condiciones de definir una representacion diagonal de la trans-
formacion:
Cpr T] Cep = Cppy
1 0 1 2 0 0 2/3 13
Mg = 11 -1 02 0 /3 1/3
01 1 0 0 -1 /3 —1/3
donde la base B esta formada por las columnas de Cgg o bien, los autovectores
de [T
1 0 1
B= 1(,] 11, —1
0 1 1

(b) T :P2—P2/T (a+0bt+ct?) =2a+ct+ (—b—c)t?

Lo mismo que antes: Busquemos [T siendo E = {1, ¢, t*}

2 0 0
T,=]10 0 1
0 -1 -1

Buscamos autovalores con P(\) = det ([T]5 — A)

2—-X 0 0

det 0 A 1 2= N (=N (1= +(2-N)

0 -1 —-1-2A

=@2-N[1=-A=1=-XN]=@2-XN) [N+r+1] =P

por lo tanto

~1+ivE —1-iV5
aval ([T z) = {2, ) , ) }

Con ésta informacion ya podemos decir que T no es diagonalizable en R. No me

voy a fijar en C ya que las raices son muy feas...

=



-1 0
Supongamos que Tg es la representacion en la base canonica (que no la
conocemos), entonces deben existir Cpp y Cpp = Cgllg tales que

(c) T:V—)VtalqueenlabaseB_{vl,vg}TB—[ 0 1}

Te = CpeTBCEB

y si pasa esto entonces Ty ~ Tp = aval (Tg) = aval (T). Por lo tanto, pode-
mos calcular los autovalores de Ts y ver qué pasa...

det(TB—)\I)_det< _i 1A ) =N 4+1=P()
1 -

A ojo ya se ve que A € R que sea raiz de P()\) por lo que T no admite
representaciéon diagonal en los reales, pero si en complejos ya que

aval (Tg) = {—1, i}
Y si T es diagonalizable en complejos entonces debe existir alguna base By tal
que

i 0
Tp— 0323 0 . 0332
—— —1 ——
~———

Q D Q!

y como ya sabemos (o deberiamos) esas matrices () se componen de autovectores
de T por lo que podemos hacer lo que hacemos todas las noches: Tratar de
conquistar al mundo:

S)\:i = nul (TB — ZI)

o —1 1 To = 121 L 1
Tp—il= { 1 - ] Fy = —iF, jsm_ge”{[ i
Sx=—i =nul (T +iI)
S Z 1 {L‘2 = —i,’El o 1
TB—i—zI—[_l z] Fy — iF) :>S,\__Z—gen{[_i
Y ahora ya podemos armar la diagonalizacién completa
1 1 i 0 171 —i
w-[d AL S1GL )

pero nos falta encontrar cual es la base By. Esta informacién la sacamos de las
matrices de cambio de base:

1 1

Ume= | ; —i
~
[b1]p  [b2]p



1/2 —i/Q

OBB2 = 1/2 i/2
S
[vilg,  [v2lp,

en particular no interesa lo que dice Cp,p ya que nos indica como formar sus
elementos a partir de los elementos de B, entonces:

By = {b1, ba} = {v1 +ivg, v1 —iva}

17. Sea T :R3 — R3 tal que

T
T(w)=v— 3%
(v) = v

donde u = [ 1 -1 2 ]T. (a) Hallar autovalores y decir si T es diagonalizable
para cualquier base. (b) Resolver lo mismo pero con u cualquier vector de R3.
T se puede definir en forma de producto matricial como

70 = (1- 3ﬂ) v

ulu

y entonces sus autovalores se calculan como siempre

’LL’LLT ’LL’LLT
det (I —3———A)=det|{I(1—-X)—3—
(1320 ) (1)

no se cémo seguir... Esto es eso de Householder que no lo toman nunca asi que
no hay que gastarse mucho.

18. SeaT :V — Vylabase B={v, va, v3} tal que

l1+a —« o
Tg=1| 24+a —a a-1 con @ € R
2 -1 0

(a) Calcular los autovalores de T' y ver que no dependen de «. (b) Para los
valores de o que T sea diagonalizable hallar una base tal que la representacién
sea diagonal.

Lo de siempre

1+a—A —a @ - F
det (Tp — I\) = det 2+a —a—X a-1 — =
2 -1 -2 —
—-1-A A 1
= det 24a —a—XA a—-1 | =
2 -1 -

10



Alta basura...
=(-1-N[(—a=AN) (N +a-1-A[2+a)(-A) —2(a—=1)]+1[-2+a) —2(—a—= V)] =

(—1=XN) [N +dat+a—1]-A[-2 = da—2a+2]+[-2—a+2a+2)\ =

3 2 2 2 2 7 N
AT =X = XNa—-da—-da—a+ A+ 14+2\ "+ X a+2a\ -2 A+2) 4+ a -2 =
=N (—D)+N (-1—a+2+a)+ N (—a—a+1+20 -2+ 2)+(—a+14+a—2) =
=—-X3 4+ A2+ X\ — 1 — increible... Encima raices hermosas

Luego, los autovalores de T son
aval (Tg) ={1, 1, —1}

Hasta aqui resolvimos el punto (a). Ahora tenemos que hallar los valores de
a para los cuales 3Q tal que T = QDQ ™!, y como @ estd formada por au-
tovectores de T'p lo que estamos buscando es que la multiplicidad geométrica
de A = 1 sea dos. Para ello nos proponemos a hallar el autoespacio Sx—1 y lo
forzamos a tener dos dimensi()ne

Sx=1 =nul (Tg —1I)

Q@ —a Q@
Tg—I=}|24a —a—-1 a-1
2 -1 -1

dim (Sx=1) = 2 <= todas las filas de Tg — [ son ld <= aF; +bFy+cF53 =0
tiene solucién no trivial

— ——
o 24+« 2 « 2 o 2
a|l —a |+b| -1—a |[+c| -1 | =a| —a |+ ]|b] -1 | +b| —« 4c| -1 | =
« a—1 -1 « -1 « -1
o 2
=0=(a+b)| —a [ +(b+c)| -1
«@ -1

Miranto esta dltima expresion deducimos que

1. SiazO:laecuaciénsecumpleV( a b c ) Egen{( 0 -1 1 ),( 1 0 0 )}
lo cual da soluciones no triviales = Tz es diagonalizble.
b=20
2. Si a # 0 =la ecuaciéon se cumple <= Zi_ 0 que es la solucion
CcC =
trivial = T NO es diagonalizable.

3Para forzar al espacio a tener exactamente dos dimensiénes necesitamos que la matriz
Tp — I tenga las tres filas linealmente dependientes y solo “sobreviva” una.

11



Entonces buscamos una diagonalizacion de T fijando el valor de o = 0 con lo

que
0 0 0 1
Sy=1=nul| 2 -1 -1 = gen 01, 1
2 -1 -1 2 -1
2 0 0 0
Sw—_1=nul| 2 1 -1 = gen 1
2 -1 1 1
y entonces
TB,B T, T,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
Tg = 0 1 1 01 0 1 12 -1)2
2 -1 1 0 0 -1 -1 Y2 1)

La base B> expresada con los elementos de la base B es
By = {v1 4 2v3,v2 — v3,v2 + v3}

19.(a) T :R3 — R? la rotacion en un angulo « alrededor de un eje no nulo.

Antes de arrancar con el ejercicio veamos como se obtiene una matriz de
rotacion (apuesto a que no sabes). Empecemos analizando el caso de R : R? —
R? tal que R toma a un vector v y lo rota un angulo « alrededor del origen de
coordenadas. Entonces

B cos(a + B)
70) = ol| oo ¥ ) | W
donde f es el angulo que forma el vector v con el eje = (si no me crees hace un
dibujito y vas a ver que esto es asi). Bueno, para armar la matriz de ésta trans-

L]

formaciéon procedemos como siempre, sea la base canonica E = { [

entonces
T(1,0) T(0,1)
— —
COS & —sina
T .
sin « Ccos «
por lo tanto
T(v) = [ CQSa —sina ]
sina  cosa

Este es el caso canonico en R? en el que se gira el espacio alrededor del origen.

En R3 tenemos “mas opciones” ya que podemos girar de infinitas formas
alrededor del origen, es decir, alrededor de distintos ejes representados por rectas
que cruzan el origen. Analicemos el movimiento en forma grafica primero. En la
figura[llse puede ver un esquema de lo que estamos haciendo. El eje E = gen {e}

12



Figura 1: Rotacion alrededor de E.

es el eje de rotacion y tiene una direccion cualquiera (e no es un vector de la base
canonica, es cualquier vector de R?). El subespacio S = E* “es el que rota”. Para
resolver ésta transformacién conviene pensarla como una transformacioén en R?
proyectando los vectores sobre S para rotarlos y luego reconstruirlos teniendo
en cuenta que su proyeccién sobre E sigue siendo la misma.

Entonces vamos a definir a 7" sobre una base B formada por los vectores de
FE y S, lo cual hara las cosas mucho mas faciles: Sea

B = {67 S1, 82}
a
Sea v € R® un vector tal que v = ae + bs; + cs2 = [v]g = | b | son las
¢

coordenadas de v en la base B. Vamos a trabajar con las proyecciones de v
sobre éstos dos subespacios:

v = Pg(v) + Ps(v) = Pg(v) = ae, Pg(v)=bs;+ csa
Le aplicamos la transformacion a v expresado de ésta forma:
= T(v) =T(Pg(v) + Ps(v)) = T(Pr(v)) + T(Ps(v))

y gracias a nuestro grafico podemos apreciar que la transformacion solo actua
sobre la proyecciéon sobre S por lo tanto:

T(Pg(v)) = Pp(v)

Lo que falta ahora es hallar T(Ps(v)) pero si te fijas es lo mismo que habiamos
deducido antes para R2... Podemos pensar a S como el plano real y a 51 y a sg
como los versores canonicos que lo definen. Vamos a pedirle un requisito mas a la
base B para que todo sea mas sencillo: que sea una base ortonormall. Entonces

definimos
BON (R?) = B = {e, s1, s2}

4Todos los vectores tienen norma uno y son ortogonales entre si.

13



y utilizando ésta base definimos nuestra transformacion:

1
[T(e)z=10 — 1o lo modificamos
0
0
[T(s1)]g = | cosa — se deduce de la ecuacion [II
S1 &
0
[T(s2)lp=| —sina — se deduce de la ecuacion [Tl
cos &

Finalmente representamos nuestra transformacién en forma matricial:

T

1 0 0
T = 0 cosa —sina [v]p  con B ={e, s1, 52}
0 sina cosa

donde B es ortonormal y e genera el subespacio alrededor del cual se rotan los
vectores.
Bueno, ahora “empieza” el ejercicio: ver si es diagonalizable y todo eso.
Calculamos autovalores:

1—A 0 0
det (Tp — M) = det 0 cosa—A —sina =
0 sin v cosa — A

= (1—X)(cosa—A)> = [(1 = \) (sine) (—sina)] =
=(1-A)(cosa—N)?—[(1-N)(~1)sin’a] =
=(1—- ) [cos® @ — 2 cosa + A?] +sin® o (1 — ) =

=(1—))|cos®a+sin® a+A? — 2COSOZ/\:| =
NS ——

=(1-X) [\ —2cosa) + 1] = P())

Uno de los autovalores es 1, los otros dos salen de la formula para calcular las
raices de una cuadratica:

2cosat+v4cos?a—4  2cosa £ +/4(cos?a—1) 5
= =cosa =k ,/cosa—1=
2 2 N——

=cosa \/—sin2a =cosa tisina =

aval (Tp) = {1,cosa — isina, cos a + i sin o}

Vemos que, dependiendo de « los autovalores seran reales o complejos:

14



1. Sisina= 0= aval (T) C R por lo tanto:

N
a) Sia=2%knr keZ+{0}= {Smo‘ = aval (Tg) = {1, 1, 1}

cosa =1

o — 0
s = aval (Tp) =

b) Sia=7T+2k7T,kEZ+{O}:>{
cosa = —1

{1, -1, -1}

2. Sisina# 0= aval (Tg) CC <= a#km keZ+ {0}

N
0) Sia = I +2kmkeZ+{0} = {Sma = aval (Tg) =
cosa =0
{15 7;5 _7’}
N
b) Sia = ir 4 2%km k € Z+ {0} = {Smo‘ = aval (Tp) =
cosa =10

{1, i, —i}
¢) Siae (0,F)U(5,m) U (m 3r)U(3n,27) (o multiplos que den mas
vueltas)=-los autovalores de Tz serén complejos “mixtos”.

Calculamos autovectores:

0 0 0 1 € R
Sa=1=nul(Tg—I)=nul| 0 cosa—1 —sina (cosa—1)xg = (sina)zz =
0 sin o cosa — 1 (sina) zo = (1 — cos ) z3
1. Sisina#0
cosa — 1 . cosa — 1
=23 =———22 = (sina)zy = (1 —cosa) ———x3 =
sin o sin o

(sin2 a) To = (— 1 — cos® a+2 cos a) To = (— sin? o 42 cos a) To =

2 cosa — sin® «
=Ty =" 5 T2
sin” a
2 cosa — sin? «

sin® o

y acé no se cémo seguir... Uno quisiera suponer que ésto se cumple para
ningtn « ya que el unico autoespacio real que deberiamos obtener es el
del eje de rotacién, peeeeeeroooo...

2. Si sina = 0 = dos opciones: (a)cosa =10 (b) cosa = —1

15



a) Sia=2knm, keZ+ {0}

0 0O
=Sw—1=nul| 0 0 0 | =R3
0 0O
b) Sia=m+2km keZ+ {0}
0 0 0 1
=S»—1=nul| 0 -2 0 = gen 0
0 0 -2 0

Los autoespacios complejos no me los pidas.

19.(c). T : V—V la proyecciéon ortoconal sobre un subespacio S siendo
dim(V) = n. Hallar autovalores y autovectores.
Vamos a definir nuestra transformacion en algin sistema de coordenadas
util. Sea
BON(S) = {s1,82,.--,8k}, k<n

una base ortonormal de .S, entonces, la matriz de proyeccién sobre S sera
H
Ps =QQ

donde
Q = [s1]s2]---|sk]

Ahora completamos una base de V utilizando el complemento ortogonal de S:
BON(V)=B= {51,52, ey Sy ST, 8y ,sﬂ;ﬁk}

Apliquemosle a cada vector de B la transformacion lineal para luego poder
armar una matriz que la represente:

T(Sl) = 81
T(Sg) = S92
T(Sk) = Sk

16



Con esta informaciéon podemos armar T:

1

Tg

tal que
[T(2)]p = Tr 7]

y comoly = CgpTCrgp = 1T ~ Tg = aval (TB) = aval (TE) y ademas si
z € avec(Tg) = Cprx € avec(Tg) y por lo tanto podemos hallar toda la
informacién que nos solicitan.

Autovalores: hacemos lo de siempre — P(\) = det (T — AI™*™)

1-A
1-A 0

det _ (1 _ )\)k (_)\)n—k

—-A

Si no sabes como se calcula ese determinante tan rapido: propiedad—el determi-
nante de una matriz triangular es el producto de los elementos de su diagonal.
Vemos entonces que ya tenemos el polinomio factorizado y los autovalores
de T'g son
k veces n — k veces
—— ——
aval (Tg) = {1,1,...1, 0,0,...0}

Autovectores:

5Ver como se hace en la seccion @ al final del documento.
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1. Para la matriz Tp —Sx=1 = nul (T —I)

0

nul (Tg — I) = nul = gen

-1

como ésta informacion la tenemos codificada en las coordenadas en base
B — las pasamos a la base canonica y obtenemos los autovectores de Tg

Sx=1 = gen{s1,S2,...,8k}

2. Para la matriz Tp — Sx—o = nul (TB)

1 0 0

1 0 0

1 0 0

nul (Tg) = nul 0 = gen 1110
0 0 1

L 0 | L0 ] LO

y nuevamente decodificamos ésta informacion para obtener los autovec-
tores de Tg

1oL 1
Sx=0 =gen{si,s3,...,5y_1}

Obtuvimos algo que se podria haber sabido de antemano sin calcular y
por intuicion: Si T proyecta sobre S entonces es obvio que todos los vec-
tores que estan en S no seran afectados por T' ya que su proyecciéon son
ellos mismos, es decir que serdn multiplicados por 1 y por eso resulté que
Sy—1 = S. Por otro lado, los vectores que estan en Stseran anulados por
la transformacién ya que su proyeccion sobre S sera el Oy y por esto resultéd
que obtuvimos que Sy—¢ = St .

19.(d) T :C°° — C* talque T(f) = f'— f. Hallar autovalores y autovectores.

Este ejercicio no lo podemos encarar como veniamos haciendo ya que 3 una
base de C*°... Pero todavia nos queda la definicion de autovalor y autovector:
A€ aval (T) y v € avec(T) <= T(v) = v =

T(Hy=f—-f=X=f=f0+N)

18
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Esto es una sencilla ecuacién diferencial.
d d
4 = (1+)\)d3::>/?f :/(1—|—/\)daz

= lnf = (1 + )\) T+ c= f = 61(1"‘)\)4‘0 _ kem(l—i-)\) -
En ningn momento tuvimos que imponer restriccién alguna sobre A =
aval (T) = {\ € R}

y los autoespacios son
s, = gen {e0)

donde omitimos la constante k por el siguiente motivo: Si §' = gen {ke“lgo, ke R} =

f €S «— f=ake® donde « te indica la coordenada de f en S... Pero si k
es cualquier namero, es como que lo podés meter adentro de o y no te cambia
nada, por lo tanto es factible fijar el valor de k en algtin namero # 0 y simplificar
notacion.

19.(e). T :C>* — C*> tal que T(f) = f”. Hallar autovalores y autovectores.
Trabajamos con la definicion:A € aval (T) y v € avec(T) <= T(v) = v =

T(f)=f"=Xf

y esto es una ecuaciéon diferencial de segundo orden que la resolveis como mas
os plazca. Si prestais un poco de atencion notareis que se trata de resolver un
sistema homogéneo:

f”—Af:O

en el que para cada A la solucién es el autoespacio asociado, por lo que pro-
ponemos la milagrosa solucién de las ecuaciones de segundo orden:

Jn=e"
fi=ae® aeC
}/1/ — a2eam

entonces reemplazando en f” — Af = 0 nos queda
e (a2—)\) =0 <= a>—2=0
Acé tenemos varias posibilidades de resolucién de la ecuacion:
1.SixeR—

a) Si A € R >0 = Jaj,a2 € R tales que a1 = —as = a son raices y

a? = a% = \ entonces las soluciones serdn Sy~o = gen {2, e~ 9%}

b) SiA=0= a =0y las soluciones serdn Sx—o = gen {1, z}
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¢) Si A € R < 0 = Jaq,as raices tales que a3 = —ag = ia con a =
V=X € R (porque —\ > 0) y a?
A por lo que la soluciones son Sy<o = gen {e”*“,e*i *’\””} =

gen {sin(v/=Az), cos(v—Az)}

2. Si A € C —ni en pedo lo hago.

19.(f).
autovectores.
Dado que
A+ AT =24
A4 AT = | 2
0

2(122

0

siAe Msimétricas

2

2

:azz—a

— (VN

si Ae M ntisimétricas

T : R?*2 — R2*2 tal que T(A) = A+ AT. Hallar autovalores y

quizas nos convenga utilizar una base del subespacio de matrices simétricas.

10 0 0 0 1 . .
Sea S = gen {{ 0 0 ] , [ 0 1 } , [ 10 ]} el subespacio de las matrices
simétricas y S+ = gen (1) _01 } el subespacio de algunas matrices anti-

simétricas (no todas). Es claro que podemos definir una base de R?*2 ya que S®

S+ = R2*2_ Entonces sea nuestra base B = { [

Los autovalores son

T

T

Tg

_ o O = O O O =

= o = O O O

0

—_

O O O

o N O O O N

D=l

Con ésta informaciéon podemos armar la matriz

O O N O

o N OO

1 0
0 0

0

N O N O O O

O

0 0

o o o o

aval (Tg) = {2,2,2,0}

20

il

0 0
0 1

i

0 1
10

I

-1
0

Iy



ya que al ser una matriz diagonal son los mismos elementos de la diagonal. Los
autoespacios seran los que definieron a la transformacion respectivamente:

Sr=2 =S5

Sx=0 = S2

19.(g). T : P2 — Py tal que T (p(z)) = p(3z — 1). Hallar autovalores y
autovectores.

No se me ocurre ningin truco como para “zafar” asi que lo planteamos de
una. Sea la base B = {1,96,902} =

T(z%) =922 — 6z + 1
y la respectiva matriz es
1
=10 3 —6
0 0 9

Uhh, fijate que quedé una matriz triangular superior y eso es piola porque los
autovalores son los elementos de la diagonal (Y).

aval (T) = {1, 3,9}

Buscamos los autoespacios:

0 -1 1 —
SAlenul(TB—I):nul 0 2 —6 Fo+2F, —
0 0 8 —
0 -1 1 o = I3
—nul|l 0 0 —4 x3=0 =gen{l}
0 0 8 ) a3=0
-2 -1 1 To = —217
Syez=nul(Tg—=3I)=nul[ 0 0 —6 | 23=0 = gen{l — 2z}
0O 0 6 x3 =0
-8 -1 1 To = —8$1 + I3
Sx=9 = nul (T — 9I) = nul 0 -6 —6 —To = x3 = 41 :gen{1—4x—|—4l’2}

0 0 0 = Ty = —41:1
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20. Sea T una matriz. 2 es un autovalor y los otros dos son complejos conju-
gados. Hallar los valores sabiendo detT" = 50 y trT = 8.

trT'= = 8=24+a+a
detT =[N\ = 50=20c

De resolver ese sencillo sistema se obtiene

propiedades — {

aval(T) = {2, 3+ 44, 3 — 4i}

21. Sea A la matriz que representa a una transformacion lineal 7' : V — V
con dim(V) = 3. Si T tiene tres autovalores diferentes, cuales son mayores que
cero, menores que cero o iguales?

0 a b
A=|c¢c 0 0| —=a,bc>0
0 d O

Calcular el polinomio caracteristico es bastante bardero (ya lo intenté y
fracasé), pero fijate algo interesante: det A = bed y como son todos mayores que
cero = det A > 0. Ademas det A = [[\; = \; # OVi.

2. Practica 5: Sistemas de ED

31
1.(a). A= 1 3
Buscamos diagonalizacion de A — autovalores:

3—A 1

det(A—)\I):det( 1 3

):(3—)\)2—1:)\2—6)\+8:>

= aval(A4) = {2,4}

Autovectores:

11 1
S,\_gznul(A—ﬂ):nul(l 1):9@11{[_1}}
-1 1 1
SA_4—nul< 1 _1)—96”{1}

Entonces, una diagonalizaciéon de A sera:

e 1 1 2 0 s —1/3
Tl -1 1 0 4 s 1/3
Siendo nuestro sistema original X’ = AX hacemos un cambiaso de variables:
Q'X'=DQ 'X-Y' =DY
N—— N~——

o= ][5 ][]
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e[ ][

Y2 2 || x2

I
—

Y1
Y2

y obtenemos nuestro sistema

vh 20_[1/1}
= =
IR

N Y =2y1 — y(t) = cre?t
yh =4ys  — ya(t) = coe®t

Ahora tenemos que reescribirlo en nuestra variable original. Y = Q!X = X =
QY con lo que obtenemos

X = 1 1 cie® 1 [ cr1e? + coett
- -1 1 626415 - 4t 2t

Co€™" — C1€
1 -2
Loy a-[ 1 2]

Buscamos diagonalizacion—det < 1 I A ~2

9\ > = (1=-XN(-2-X+
2=X+ )= aval(4) = {-1,0}
Autovectores:

SA_l_nul(A—l—I)—TWZ( ? :f ) —96”{[ 1 ]}
S/\_Oznul(A)znul< 1 :; ) den{[ f }}

Por lo que la diagonalizacién es

Planteamos el sistema

V' = DY = vi=—-y —y(t) =ce’
yo=0  —p(t)=c

Volvemos a las variables originales

SRt

Loy [ cle_t+202}

cle”5 + c2
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2 2 -6

1.(c). A= 2 -1 =2
-2 -1 1
Diagonalizo:
2—-A 2 —6 — 2-A 2 —6
det 2 -1-Xx =2 — =det 2 —1-A -2
-2 -1 1-A Fs+ Fy 0 —2-X —-1-2AX
(2-X) ‘ :; : :\\ _1_3 A\ ’—2 ‘ _22_ A _;E A\ ’ = imposible no equivocarse...

2.(a). A= [ 2 ]
2— A -1

Diagonalizamos — det < 1 91 ) =(2-X0°—-1=0 < [2-)| =

1= aval(A) = {3,1}
Autovectores

5/\_3:nul(A—3I):”“l< o0 ) =96”{[ 4 H

sevmmt( 4 )= {[ 1))

y la diagonalizacion es

Resolvemos el sistema
vi=3y1 —y=cedt
Yy =Y2 — Y2 =cCae

y cambiamos de variables
B 11 cie3t | [ e + coet
X_QY_[—I 1:||:626t o t—credt

Falta ahora la condicién inicial

0 0
| e’ +cae | eate | 1
X(())_[czeo—cleo}_{q—cl]_{—2}:>

N =

:>C1:—§7C2:—
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3.(a) A= { 0 H

Diagonalizamo amigo— det 1

-2
-1 =X

e 1)l [ 1]
ER )

y la diagonalizacién queda

A=1_ _Oii 12 —12;'
BRI

Resolvemos el sistema

> =X\ + 1= aval(A) = {—i,i}

it
i C1,C2 eC

Yy = —iy1 — Y1 =cie”
Yo =1iy2  — Yo = cz€

Pasamos a las viejas coordenadas

B 1 1 clefit B clefit +c2eit e*it eit
X = { -1 1 } { coel ] - { icge™ —jcre™ = X € gen —je” " || geft

Usando la identidad de Euler (e’ = cosa +isina # 0Va € R) lo escribimos
como

x egen{{ cos(—t) +isin(—t) ] ’ [ icost—i—isint }}:

—i (cos(—t) + isin(—t)) (cost+ isint)

— uen cost —¢sint cost +¢sint
=9 —icost —sint |’ | icost—sint
Nos piden solamente las soluciones reales, asi que todo lo que tiene una 4 lo
tenemos que sacar. El tema es que hay que ser muy cuidadosos ya que X €
C — espacio y si lo multiplicamos por ¢ nos dara nuevas soluciones que son
linealmente dependientes en C pero no en R.
Fijate lo que digo con un ejemplo sencillo:
0 i . .
= Sea S = gen i 1l un C-espacio y suponete que nos interesa
solamente la parte real. Uno podria decir “facil, no hay generadores reales
asi que no tiene”... Pero estarias cometiendo un equivoco grave por lo
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donde « es un escalar, porque gen{v} = gen{2v} = gen {av}. Pero en

nuestro caso a € C =fijate lo que pasa si o =14

sen{i[ V[ e {[ 5] [

Por lo tanto y considerando que S es un C-espacio entonces:

)

s= oo (ML) A) 2] - (2] 0]}

eslden C

y ahora la cosa cambia, no?

Bueno, apliquemos lo mismo de acé arriba al ejercicio posta:

XEgen{[ cost —sint ],{COSt—Flsmt]}%multiplicopori

—1cost —sint icost —sint

cost —isint —cost —isint

:XGgen{{ 1cost +sint ] ,{ 1cost —sint }}

y ahora tomamos la parte real de cada uno de estas dos bases

X e cost cost sint —sint
gen —sint |’| —sint |’ | cost —cost

y para no tener cosas de mas

sint cost
XE{[ cost }’[ —sint }}

Ojo que el resuelto de la péagina oficial creo que esta mal...

|

2 1 -1
3.(b). A=10 0 1
0 -2 2
2-A 1 -1 g
Buscamos diagonalizacién— det 0 —-A 1 =(2-2) ‘
-2 2-A
0 -2 2=
2=N[=N2=-XN+2=(2-X) [N =2X+2] =aval(A) = {2,1+1i,1 —i}
Autovectores
0 1 -1\ z9=ua4 (1
Sy=2=nul| 0 -2 1 1 € C =gen 0
0 -2 0 22 =0 | 0
1—i 1 -1\ A+5
Sa=1+i = nul (A— (1+4)I) = nul 0 -1-3i 1 — =
0 2 1—i) F—(1-i)F

i



1—1 —1 0 Ilz(—1/2+1/2i)172

= nul 0 —1—-7 1 x3 = (141)x =
0 0 0 x9 € C
—1+i
2
Sx=1+i = gen 1
1414
14i 1 -1\ R+F5
Sx=1—i =nul (A— (1 —4)I) =nul 0 1—1 1 — =
0 -2 1+4i) B-(1+i)F
1+¢ ¢ 0 x1 = (—1/2 — 1/2i) xo
= nul 0 i—1 1 23 = (1 —1i)xg =
0 0 0 x9 € C
—1—i
Sh=1-i = gen 1
1—1

Y la diagonalizacion resulta

1 —1+4+4i —1—4 2 0 0 11 -3
A=10 2 2 0 1+4i 0 0 H 1
0 2+2¢ 2-—21 0 0 1—1 0 % %
Resolvemos el sistema
Y1 =2y — 1 = cre?t
yh=(1+i)ya — ya = coel TV
y3=(1—1i)ys —yz= cze1 =it
y volvemos a las variables originales
1 —1+i —1—i cre? 1 [ -1+
X=|0 2 2 coe(FDE | =12 | 0 | 4epetTDt 2
0 2+2i 2—2i cze1=0t 0 2+ 2i

y los generadores del subespacio complejo son

1 . 1—1 I
X egenle®| 0|, et 2 et 2
0 2+ 2 2—2i

Es momento de aplicar la magica identidad de Euler pa poder separar claramente
en parte real e imaginaria

o2t — o2t

e! T = et (cost + isint)

e!=% = et (cost —isint)
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y reemplazarlo en los generadores para obtener:

e?t e (— (cost +sint) + i (cost — sint)) e' (— (cost +sint) + i (sint — cost))
X € gen 0 |, e' (2cost + 2isint) : e' (2cost + 2isint)
0 et (2 (cost — sint) + 2i (cost + sint)) e (2 (cost — sint) — 2i (cost + sint))

Ahora hay que multiplicar toda esa basura por 7 para generar otra base que es
linealmente dependiente en C pero no en R

ie?t et (—i(cost + sint) — (cost — sint)) et (—i(cost +sint) — (sint — cost))
X € gen 0o |, e' (i2cost — 2sint) : e' (i2cost — 2sint)
0 e! (i2 (cost —sint) — 2 (cost + sint)) e! (i2 (cost — sint) + 2 (cost + sint))

y nos quedamos solamente con las partes reales de cada conjunto, entonces

2t

e —cost —sint —cost —sint cost —sint sint — cost
X € gen 0 |,éf 2cost et 2cost et 2sint el 2sint
0 2 (cost — sint) 2 (cost — sint) 2 (cost + sint) —2(cost + sint

Los dos indicados estan bien porque aparecen en los resueltos oficiales. Entre los
otros debe haber alguna combinacién lineal tal que te queda lo de los resueltos,
pero no tengo ganas de fijarme...

5.(a). X/:[_Q1 _21]X+{ f;t}

Diagonalizamos— aval(A) = (2 - \)°—1=0 <= [2-\| =1 = aval(A) =

{1,3}
SA_l—nul< I ) _96”{[ ! H

Autovectores
Como A es simétrica entonces

1
o= st -en{[ 1]}

Entonces una diagonalizacioén es

a1 1 0][05 05
11 -1||l0 3|05 —05

Y ahora podemos hacer unos trucos con cambios de variables, si Y = P71X =
X'=PDP'X+B— P 'X'=DP'X+P 'B—

—-Y'=DY+ P 'B
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donde

y el sistema resultante es

2t
Y1 =1+ S5
Yo = 3y2 +

e +82t

t_ 2t . -
Resolvemos y; — y; = 5% =factor 1ntegrantd§ u=et=

eftyi _ eftyl — e—t etEBZt — 1;€t =
—_———
(yle_t)l
-t /l_etdt L et+ =
e = =—-t——+c¢
n 2 2! T A
t 2t
Sy = e - S
2 2

t 2t
Resuelvo la segunda linea y5 — 3y, = % su=e 3=

e—3ty/2 —3e By, =3 et—562t - % (6—215 +e—t) =
—_———
(y2e™)’
1 1 e—2t e—t e—2t e—t
-3t -2t —t
== dt=-|—+— —+ — =
yoe 2/(6 +e7) 2(_2—1- 1)—1—02 T T te
ot o2t
= Y2 = —Z—7+6263t
y ahora volvemos al viejo sistema de coordenadas haciendo X = PY:
1 1 g+ t e Liet 4 t_le2t Lot 1.2t 4 3t
*= [ 1 -1 ] et 01%6 . =| 2 e 2t 14 2t CQest
— _Z__+C2e §te +cret — 57 + 7€ + 57 — e

y separandolo mas lindo queda:

Lyot _ Lot _ o2t

1 1 5
X:Clet[l}_i_cﬁst[_l}—y[ 2 %tet%i—%et ,c1,00 €R

6Es un método de resoluciéon que se ve en analisis matematico 2 que a mi me gusta mas ya
que te da de una la solucién general. En realidad es lo mismo pero con otra forma...
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0 -1 t
!/ —
5.(b). X+[_1 O]X_{—t}
Buscamos diagonalizacion de la matriz aval(A) = X2 =1 =0 < |\ =
1= aval(A) ={1,-1}

Autovec
-1 -1 1
S)\—1:7’L’U,Z< _1 _1 ) :gen{ _1 }

e (R

Entonces la diagonalizacién es
P D pt
1 1 1 0 111 -1
A‘{—1 1] [0 —1}5[1 1]
y hacemos el glorioso cambio de coordenadas X’ + PDP™1X = F(t) - Y =

P X =P 'X'+DP'X =P 'F(t)
SN—— A e

veb S =300 L)L

y escrito como ecuaciones es

ntyp=t (1)
Yo—y2=0 (2)

Resuelvo (1)—factor integrantdi= u = et —
etyi + etyl =te! =
!
(yre')
@ylet:/tetdtzet(t—l)—i—cl =
=10 =t—14cet
Resuelvo (2) »u=¢""!=

e_ty/2 — e_tyg =0=
—_——

—~
= yge_t = /Odt= Cco =

Yo = co€’

"Es un método de resolucién que se ve en analisis matematico 2 que a mi me gusta mas ya
que te da de una la solucién general. En realidad es lo mismo pero con otra forma...
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y ahora solo nos falta volver a las coordenadas originales pichon:

_ _ 1 1 t—1+cre? _
X_PY_[—I 1][ coel ]_

t—14cret + cqet
= t -t | =
e —t+1—rcre

lo expresamos mas lindo:
o1 11 t—1
X =ce [_1 + coe 1 + 1_¢

—t 3t
cie ' + cabe
1 2 ]_>

. ;L _
6. Hallar A tal que la solucion de X' = AX sea X = [ 126t + cpedt

ABCDEFG
CalCulo X’ —
X' — —ciet 4 ¢98e3t
T | —2cre7t + 3eqedt

entonces
—cre t +co8e3 | cre”t + cobedt
—2c1e7t 4+ 3c9e3t | T c12e7t + coe3t

a1 (cleft + 02563t) + a12 (cl2e’t + 0263t) = —cre t + 983
az1 (c1e™! + c25e3t) + ags (c12e7 + c2e®) = —2c1e7" + 3cpe™

le asignamos valores a ¢; = co = 1 para hacer mas facil

ail (e_t + 563t) + a1z (26_t + e3t) = —e t 4 8%
az1 (€7 +5e3) + agy (2671 + €3t) = —2e7" + 33

y entonces

et (a1 + 2a12) + €3 (5ay + ajz) = —e~t + 83t
et (021 + 2(122) + et (5@21 + CLQQ) = —2¢7t 4 3e3

Como {e‘t, e3t} es linealmente intependiente, éstas dos ecuaciones se cumplen
—

a1 +2a12 = -1 — a1 = —1—2a12

5a11—|—a12 =38 —>5(—1—2a12)—|—a12 =38

as1 +2a00 = —2 — a9 =2 (—1 — azg)

daz1 + a2 = 3 —>10(—1—a22)+a22:3

1717 -13
:>A_§[8 —13]
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7. Considere la ecuacion y” + ay’ + by = 0 y el sistema Y’ = { _Ob —1a } Y

1. Probar que si Y es solucién del sistema, entonces y; es solucién de la
ecuacion de segundo orden.
Escribamos el sistema como un sistema

Y11= Y2 (a)

sistema — ,
Yo = —by1 —ay> (b)

Busco las segundas derivadas:

yi = 1o ()

derigo el sistema —
{yé’ = —by1 —ayy (d)

Despejo de (b):

/
entonces tenemos
s i !
Y1 = Y2
Y =3

y si reemplazamos en y” + ay’ + by = 0 tenemos lo que buscabamos:

5+

2. Gilada
3. Mas gilada

10. Sea A € R?*2 diagonalizable, con autovalores reales y det A > 0 y trA <
0. Muestre que toda solucion de Y/ = AY verifica que lim;_ o y; = 0.

det A = XXy >0
Sean aval(A) = {1, X2} = < M <0y X <O
() {1 2} trA=X +X <0 ! A2
Entonces, supongase una diagonalizacion A = QDQ ™! y se cambian las variables
segin X = QY. Resulta el sistema
T =Mr =2 =creM?

Aot

X':DX—>{ ,
Ty = Ak = Tp = C2€

Como A1 < 0y Ag < 0, ambas funciones son decrecientes con asintota en 0 y el
cambio de variables a las originales simplemente es una combinacion lineal de
ellas, que también tendera a 0.
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3. Practica 6: Matrices hermiticas. Formas cuadrati-
cas. DVS

6. Diagonalizar ortogonalmente:

3 1
a2 1]

Autovaloredd: det
1 = aval(A) = {2,4}

Autovectores:
1 1 1
S)\—anul(l 1>=gen{[_1}}
—1 1 1

Fijaos que Sx—2 = Sy, y esto es una propiedad piola de las matrices
simétricas.

La diagonalizacién que buscamos es A = PDPT donde las columnas de
P forman una base ortonormal de R? construida con autovectores de A.
Entonce solo tenemo que normaliza lo autovectore amigo:

3—-A 1

) 3_/\)_(3—/\)2—1_0 = [3-) =

P D p-t=pT

- F T AT

1—A 1 3
Autovalores: det 1 3—-A 1 =algo— aval(B) = {-2,2,5}
3 1 1—A
Autovectores
3 1 3 3 1 3 1
Sy——o=nul| 1 3 1 =nul| 0 8 O = gen 0
3 1 3 0 0 O -1
-1 1 3 ~1 0 1\ 29 =uas
Sh=2 = nul 1 1 1 = nul 0 2 4 Ty = —2x3 = gen -2
3 1 -1 0 00 z3 €R
4 1 3 10 1\ 2 =us
Sh=5 = nul 1 -2 1 = nul 0 1 -1 To = X3 = gen
3 1 -4 0 0 0 z3 €R

8 Propiedad: aval(A) C RYA simétrica.

33



Vamos por buen camino ya que todos los autoespacios son ortogonales.
Normalizamo lo vectore y armamo la decomposisiong:

P D p-t=pT
vz Yvs 13 -2 0 0 Yvz 0 —1/vz
A= 0  -2v8 Yv3 0 20 Ve =26 1/VE
_1/\/5 1/\/5 1/\/5 0O 0 5 1/\/§ 1/\/5 1/\/5

Diagonalizar unitariamente:

0 ¢
]
A i
Autovalores— det .

_\ ) =X —1= aval(4) ={-1,1}

Autovectores:

st ( 24 ) =) 8) e {[ 7))
o34 ) (3 0) ([ 1)

Con el producto interno canénico en C? son ortogonales (picz = ) asi
que tamos bien! Normalizamos y armamos las matrices
P D p1=p7
A 1 —z' i -1 0 1 =i 1
V2 1 0 1 NORER!
i 0
B=| - 1 0
0 0 1
A0 1—x i
Autovalores det —z' 1-x 0 =(1—A)det ( i1 ) =
0 0 1—A

(1-)) [(1 A - 1} = aval(B) = {0,1,2}

Autovectores:
1 4 0 1 7 0 —i
Sy=o=nul| —2 1 0 | =nul{ O 0 0 | =gen 1
0 0 1 0 0 1
0 4 O 0
Sx=1 = nul —7 0 0 = gen 0
0 0 O 1
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-1 i 0 0 0 O 1
Sr=—2 = nul - —1 0 = nul i1 0 = gen —1
0 0 -1 0 0 —1 0

Con el producto interno de C? son ortogonales (Y). Entonces la diagonal-
izacibn es

p D p~t=pT
~i/vz 0 1/v2 000 —_—
B= vz 0 —i/va 010 [PT]
0 1 0 00 2

Verdadero o falso

. Si A € R"*™ es diagonalizable ortogonalmente entonces A es simétrica
Verdadero: Sea A = PDPT = (PDPT)" = (PT)" DTPT = PDPT

. Una matriz simétrica A € R™*" tiene n autovalores reales distintos

1 0 0
Falso: A= | 0 1 0 | tiene un solo autovalor. Es verdadero el hecho
0 0 1

de que aval(A) C R.

. Las multiplicidades algebraica y geométrica de cada autovalor de una ma-
triz simétrica coinciden
Verdadero: Es porque si A es simétrica = A es diagonalizable <= las
multiplicidades son iguales.

. Si A € C"*™ es diagonalizable unitariamente entonces A es hermiitica
Falso ya que hay matrices que no lo cumplen como las del ejercicio 8.

. Si A € C™"*"™ es diagonalizable unitariamente y sus autovalores son reales
entonces A es hermitica i "
Verdadero:AzUDUHz(UDUH) :(UH) DHUH =UDUH,

. Si A € C"*" es diagonalizable unitariamente entonces A* también es di-
agonalizable unitariamente.

Verdadero: A = UDUH = Ak = (UDUH)* =uDy*Uu DU .. .UDUH =
—— ——
UD*UH.
. Si A € C™*" es diagonalizable unitariamente entonces su inversa (en caso
de existirr) también lo es

Verdadero: A = UDU# = A~' = (UDU")™" = (U¥) ' DU~ =
UD-'UH
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10.

11.

1. Encontrar autovalores y autovectores de C' = [

. Considere A = iC =

0 1 comprobar que
_1 o |¥comp qu

es diagonalizable unitariamente.
Autovalores— A\? + 1 =0 = aval(C) = {—i,i}

Autovectores:
i 1 —1
S’,\__i—nul<_1 Z.)—gen{{ 1 }}
—i 1 i

Normalizamos y armamos la diagonalizacién bien piola:

=l ]l
0 i
0

por qué a partir de esto ultimo se deduce que los autovalores de C' son
imaginarios y que C' es diagonalizable unitariamente.

A=iC= AT = (i0)T =7"C" = —iCT = —i(~C)=iC = A

(es hermitica a simple vista). Explicar

. Demuestre que si C' € R"*"™ es antisimétrica entonces A = iC es hermitica.

=TT
1

A=iC= AT = (i)' =70 =—iCT=—i(-C)=iC = A

. No se

. Demuestre que si C' € R™*" entonces es singular si n es impar.

C es antisimétrica < C = —C7T = det C = det (—CT) = —det (CT) =
—_———

—detC <= detC = 0... En ninglin momento usé lo de n impar, no sé
qué pasé ahi...

. Hallar A € R3*3 simétrica tal que aval(A) = {—1,2} sean sus autovalores

1
y Sreo1 =gen?{ | 1

1
Sabemos que la multiplicidad gemoétrica de A = 2 tiene que ser 2 por el
dato de Sy—_1. Lo que podemos hacer es completar una base ortonormal
de R3 a partir del dato y de ahi sacar la matriz.

1 1 -1
R3 = gen 1, -11],] -1
1 0 2

36



Normalizamos y armamos la descomposicion

1/\/5 1/\/5 T

1/\/3 _1/\/5
vi 0

_1/\/5 —1
—1/\/6 0
TN 0

1/\/3 1/\@
1/\/3 _1/\/5
Yvi 0

_1/\/5
_1/\/5
2/\/5

0 0
A= 2 0
0 2
. Halle A € C3*3 hermitica tal que B = A3 — A%2 + A — I sea singular, A = 2
sea autovalor doble y S = {X S (C3/x1 — 1Ty + 23 = O} sea invariante por

A.

Ya que S debe ser invariante, podemos proponerlo como un autoespacio.

i -1
S = gen 1|, 0
0 1

y viendo que dim(S) = 2 nos sirve para usarlo como autoespacio asociado
a A = 2 por lo tanto ya lo definimos

) -1
Sx=2 = gen 11,] 0
0 1

La condicion del polinomio ese feo la podemos cumplir haciendo que algtin
autovalor de A sea raiz ya que si A € aval(A) y B = P(A) = P()\) €
aval(B). Las raices del polinomio son {1,4, —i}. Fueron astutos, de las tres
raices SOLAMENTE SIRVE 1, ya que si A es hermitica = aval(A) C R.
Entonces ya podemos definir aval(A) = {1,2,2}. Acto seguido buscamos
una base ortonormal de Sy—» y la extendemos pa completar C3. Con la
formula magica de proyecciéon

b (v.2)

gen{v}(x) = mv =

1 -1

o
o= O
~

1 -1
-1 1

= o

O = .
[ E—'
—_——
—
O =
~
o

gen{

i -1

0 | O
Y ahora sabemos lo siguiente: X = Pyen (o} (2) + Pyeppyyye (2) — asi que
podemos obtener la parte ortogonal restando

~1 L[ —1/3
1 0 1
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Entonces

1 -1
Sx=2 = gen 1], —t
0 2
a
Solo falta completar la base con el vector | b | que sale del siguiente
c
sistema
—ta+1b=0
—a+ib+2c=0

que garantiza su ortogonalidad respecto a los otros dos. Entonces

2c=a—1b =c=a

{b:ia aeC

i -1 1
C?% = gen 1,0 —¢ |, 4
0 2 1

Simplemente normalizamos y armamos la matriz solicitada:

T

ilva —1v6 1/v3 2 00 i/vz —1v6 1/v3 B
A= Yva —ive iVB 102 0 e Ve iV =2 =i 5 i
0 2/v6 1Yv3 0 0 1 0 2 Yv3 -1 i 5

12. Clasificar cada forma cuadratica en R? y efectuarles un cambio de variable
para que queden expresadas en forma linda. Graficar conjuntos de nivel.

1. f:R? - R tal que f(x) = 2% + 102122 + 23

Expresarlo en forma matricial es como sigue f(x) = z7 [ ; ? } Z y nues-

tra hermosa matriz a analizar serd A = é ? } Vamos a buscar una
diagonalizacién de A para hacer todo lo que nos piden

Autovalores det 1g/\ 13/\ ) = (1=))’=25=0 < |1-)| =
5 = aval(A) = {—4,6}

Autovectores
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13.

Por lo tanto la descomposiciéon ortogonal de A es
P D p-l=p7T
A 111 -4 0 R
V211 0 6 N2
A ES INDEFINIDA ya que sus autovalores son tanto positivos como nega-
tivos. El cambio de variables seria decir y = PTx entonces resulta

T

y y
= ~= 4 0
fe)= 2"P D P'z :‘f(y)—yT{ 0 G}y——4y%’+6y§

. f:R? = R tal que f(z) = 32% — 4129 + 23

flx) =2t [ _32 _12 ] x —buscamos autovalores y toda la bola det 3__2/\

(B3=A)(1—=X) —4=X—4\—1= aval(A) = {basura}Los autovalores
son bastante feos y es lo mismo que acé arriba.

Lo mismo que el 12 pero en erre tres.

. f:R? > Rtal que f(z) = 52?3 + 623 + 723 + 4122 — 42073

5 2 0
En forma matricial f(z) =27 | 2 6 —2 |  —sencillamente no pinta
0o -2 7

hacer todo... Es lo de siempre: diagonalizas y listo.

. f:R?® = R tal que f(z) = x122 + 2223 + 7173

0 1 1 -2 1 1
fl@)y=2T|1 0 1 |2 det 1 =2 1 = XN 4+243)\=>
110 1 1 =\

aval(A) = {2,-1}
Busco autovectores

1 11 -1 -1
Sy=—1=nul| 1 1 1 | =gen 1 , 0
1 11 0 1
-2 1 1 — -2 1 1
Sx=2 = nul 1 -2 1 2F, + F; = nul 0 -3 3 = gen
1 1 -2 2F; + Fy 0o 3 =3
La diagonalizacion resulta ser
-1 -1 1 -1 0 0 1 -1 2 1
A= 1 0 1 0 -1 0 3 -1 -1 2
0o 1 1 0 0 2 1 1 1

-2
1—A

)



Cambio de variables y = Q 'z queda f(y) =97 | 0 -1 0 |y =
203 —y3 — ot

14.

1. Demuestre que (z,y) = zQy define un producto interno <= Q@ es
definida positiva
Como Q es hermitica entonces se la puede descomponer como Q = UDUH
y hacer el hermoso cambio de variables z = Uy y w = Uz = wf =
2HU con lo que queda flw,z) = wl Dz = \Wiz1 + ... + A\Wnz, con
A; € R porque los autovalores de matrices hermiticas siempre son reales.
Por otra parte, el producto interno queda definido si y solo si cumple con
las siguientes condiciones (su definicion):

a) (u,v) = (v,u)
f(w,z) = f(’LU,Z) = f(’LU,Z) = )\1’&_112’1 +...+ Anwnzn - /\1'U~7121 +
e F M WUnZn = MULZL F -+ MWnZn= MW1Z1 + ... + MWnZp =
MWiz1 + .+ ANWnzn = f(w, 2)Vw, z € C?

) (aw) = (s, w)
Bla bla
¢) (u+v,w) = (u,w)+ (v;w)
Bla bla
d) (v,v) >0y (v,v) =0 < v =0y
Siw = a+bientonces f(w,w) = w Dz =31 \jwjw; =>7_ ) Aj (a5 +03) >
Ww e C" <= X\; >0Vj=1,...,n < ( es definida positiva.

2. Agarras a cada una y te fijas si la matriz caracteristica es definida positiva
y hermitica.

3. Lo mismo.

15. Demuestre que si B € R™*" entonces G = B” B es semidefinida positiva.
Encontrar la condicién de B para que G sea definida positiva.

Podemos probarlo de la siguiente manera: 7 Gz = 27 BT Bz = (Bz)" Bz =
(Bz,Bz) = |Bz||®> > 0Vz € R". Ademéds #7Gz =0 <= z =0 = G es
definida positiva.

17.

1. Encontrar los méaximos y minimos de las formas cuadraticas con la restric-
cion ||z|| = 1.
Para ésto usamos la desigualdad de Rayleigh: Apin [|2]|> < 27 Az < Aprax ||z||
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a) f:R2—>Rtalquef(3:)—x%+10x1x2+x%—xT{1 5]3:y

5 1
ademés aval(A) = {—4,6} = —4 < f(z) <6
Hallar en dénde sucede esto es facil. Si contamos con la representacion
matricial podemos decir lo siguiente:

P D p~1=pT
4

1 5] 1[1 1 -4 0 11 -1
5 1 Val-11 0 6] a1 1
y la funcién queda
f(x) =a2"PDP "z = y" Dy = [(y)

donde y = PTx entonces
-4 0
f(y)=yT[ 0 6]y=—4yf+6y§

entonces buscamos doénde se dan los extremos

—dyi +6ys = —4 = |pl=1
—dy +6y5 =6 =lyo| =1

El méaximo se alcanza en y = £ { (1) } y el minimo en y = + { (1) }

asi que pasandolo a la vieja variable con x = Py queda

1 1
Méaximo — x =+——
sl

1 -1
Minimo — x = +—
5]

2. Encontrar los extremos de Q : R? — R, Q(z) = —223 + 2z129 — 223 — 1023
con la restriccion 2?2 + 23 + 923 = 9.

-2 1 0
La expresion matricial de Q es Q(z) =27 | 1 -2 0 |z
0 0 -10

T

La restriccion es R(x) = x x = 9. Laburamos con esto. Si

(e i
o = O
© O O

R = buscamos una matriz B simétrica tal que R = B? =

S O =
O = O
o O O

PDPT. En este caso ya tenemos una matriz diagonal asi q nos ahorra
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1
laburo. B= | 0 . Lo que sigue es decir:
0

o = O
w o O

R(z) = 2T Rz = 2T B%z =

=2"BBx = 2" BTBx = (Bz)" Ba =yTy = |ly||* =9

con y = Bz. Por ende resolvemos el problema de hallar los extremos de
Q(y) con la restriccion |jy|| = 3. Como z = B~y entonces hacemos el
cambiaso en Q:

Q) =2"Qe=(B'y)" QB 'y)=y" (B) QB 'y =
~—_———

Q«= (BT QB!

-2 1 0
Qy) = yT 1 =2 0 y
0 0 —10/9

Utilizamos Rayleigh. Necesitamos los autovalores de Qx:

A+2 -1 0 10
det -1 A+2 0 = (/\—i-?) {(/\—I—Z)Q—l} éaval(Q)—{—fﬁ,——
0 0 A+10/

Entonces el amigo Rayleigh dice que
Amin 191" < y" Ay < Anrax Iyl
y si la restriccion es ||y|| = 3 nos queda:
—27<Q(y) < -9

Para saber a donde se alcanzan estos extremos, podemos diagonalizar
Q(y) = yTQ * y y buscarlos alli.

-8 -1 0 0

SAzf% =nul| -1 -8 0 | =gen 0
0 0 0 1

1 1 0 1
Sy=—g=nul| -1 -1 0 = gen -1
0 0 1 0

1 -1 0 1

Sy——_1=nul| -1 1 0 = gen 1
0 0 1 0
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entonces armamos una diagonalizacion ortogonal de Q(y) (es necesario
que sea ortogonal pa lo que sigue):

P D pt=pT
0 Yvi Yv2 —10/5 0 0 0 0 1
Qx= | 0 —1vz 13 0 -3 0 Yvi —1 0
1 0 0 0o 0 -1 vz vz 0

Expresemos la funcién diagonalizada:
Qly)=y"Qxy=y"PDPy=
~— =

Q(w) = w' Dw

con w = PTy. Falta la restriccién: Sabemos que ||y|| = 3 es la restriccion
para y por lo tanto:

y=Pw= |yl = Pw| = |lw| =3

Lo anterior se deduce de una propiedad de las matrices ortogonales y uni-
tarias: || Pv|| = ||v||. Entonces, conociendo de antemano los valores maximo
y minimo alcanzados por la funciéon @ buscamos en qué coordenadas de
w sucede con la restriccion ||w|| = 3:

10 =27 =3
Q) = — gk — uf —ug — § O~ 72T 7 e

9 Qw)=-9 = |ws|=3
0
El minimo Q(w) = —27 se alcanza en w = + | 3
0
0
El méaximo Q(w) = —3 se alcanzaen w ==+ | 0
3

Ahora tenemos que expresarlo en las variables originales: w = PTy y
y = Bx = w= PTBx = ¢ = B! Pw. Hacemos el cambiaso

0
. _ 41| _
El minimo Q(z) = —27 se alcanza en x = % 33
El méximo Q(z) = —9 se alcanza en x = =+ se va a la mierda...
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Parte 11
Teoria

4. Matriz de una transformacién lineal

Sea T : V. — V con dim(V) = n. Sea B = {v1,v2,...,v,} una base de V.
Sea Bs = {uq,us2,...,u,} otra base de V.

4.1. Matriz de la transformacion
Para hallar Tpp, se procede de la siguiente manera:

1. Armar una matriz cuyas columnas sean los vectores de la base inicial B
[v1|v2] ... |vs)

2. Aplicarle a cada vector lo que hace la transformacion, es decir, buscar la
imagen de cada vector

[T ()| (v2)] .. [T (vn)]
3. Buscar las coordenadas de cada imagen en la base final By

Tpp, = [[T(v1)lp, | [T(w)lp, |- [T (va)]p,]

4.2. Matriz de cambio de base

Si la matriz que se deseara hallar fuese la de cambio de base, se procede
igual que para la matriz de una transformaciéon pensando que el cambio de
coordenadas es una transformacioén lineal:

1. Armar una matriz cuyas columnas sean los vectores de la base inicial B
[v1|v2] ... |vs)

2. Aplicarle a cada vector lo que hace la transformacion, es decir, NADA
para el cambio de coordenadas.

[T()|T(v2)] .. |T(vn)] = [r]va] .. |vn]
3. Buscar las coordenadas de cada imagen en la base final By

Cgr, = [[vlg, | [v2]g, | -+ | [vn] g, ]
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5. Wronskiano

Sirve para saber si un conjunto de funciones son linealmente independientes
o dependientes.

Sea un conjunto de funciones {fi, fa,..., fu} con f; € C"~X(I), fi = fi(x),
entonces se define el wronskiano como

fl f2 fn
B 1
W(fluf?a"'afn):det : : . : vel
n.fl n-fl ‘ "‘*1
D gy D)

Si 3xg € 1 tal que W (f1, fo, .-, fn) (o) # 0 = {f1, f2,..., fn} es linealmente
independiente.

6. Producto interno

Sean u,v € V =un producto interno es una funciéon (, ) : VxV — K que
cumple

1. (u,v) = (v,u)

2. (au,w) = alu,w)

3. (u+v,w) = (u,w) + (v;w)
4. (

v,v) >0y (v,v) =0 < v=0y

6.1. Propiedades
1. Desigualdad de Cauchy-Schwartz

|(uw, )| = [lu[ o] <= sonld

|(w, )| < [lull ]| Vu,v € V — .
[(w,v)| < |lu|l||v]] <= sonli

2. Desigualdad triangular
[Ju+ vl < Jull + [lv]]

3. Ortogonalidad
ulv <= (u,v) =0

4. Teorema de Pitagoras
2 2 2
[+ ol = [lull” + [Jo]|” <= (u,v) =0
en general,

[l +v2 + ... —l—vn||2 = ||’U1||2 + ||’U2||2 +...+ ||’Un||2 — vilvel ... lo,
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6.2. Matriz del producto interno

Al igual que una transformacion lineal, un producto interno queda definido
sobre una base B de V y/o con una matriZd. Si se conoce el producto interno
entre todos los elementos de una base entonces se conoce el producto interno
para todos los vectores del espacio:

(u,0) = [uly G o],

donde [u] son “las coordenadas de u en la base B” y Gp € K"*" se define

ome (b1,b2)  (b1,b3) -+ (b1,bp)
(ba,b1)  (ba,b2) -+ (b2,bp)

Gp = : : . :
(bub1) (buibs) - (bu,ba)

donde b; son los elementos B = base(V).

Propiedades de Gp
1. Gp es hermitica o simeétrica

2. Gp es definida positiva (ver seccion [[1.2.2 signo de una matriz)

7. Proyeccién ortogonal

Sea V un espacio vectorial con producto interno y S C V un subespacio,
entonces se dice que z’ es la proyecciéon de x sobre S <

2’ €S 2)x—a' €St

Formula magica de proyeccién Si B = bog(S) = {b1,ba, ..., b} entonces

Ps(z) = ; ((;;:[i)) b; (2)

Propiedades de proyeccién ortogonal
1. Ps(z) =0y <= 2€ St yPs(z)=2 < z€S8
2. ¢ = Pg(x) + Pg.(z) =  — Psg(x) = Pgi(x)
3. La proyeccion ortogonal es una transformacién lineal

4. Sea A un subespacio= d (v, A) = d (v, P4(v)) = ||[v — Pa(v)|| = ||P4x (v)]|

9Sin embargo, el producto interno NO es una transformacion lineal.
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7.1. Matriz de proyecciéon
P € K™"*" es una matriz de proyeccion si cumple que
1. P es hermitica

2. P=PP

Propiedades
L. Px = Peoyp)()
2. P proyecta sobre col(P)
3. Si Pgs es la matriz de proyeccion sobre S = Pg. = (I — Pg)

Calculode Ps Sea S C K™ un subespacioy BON(S) = B = {uy,ua, ..., ug}.
Definimos Q = [uy|uz|. ..|ux] € K"** con los elementos de B y entonces

PSZQQH

7.2. Gram-Schmidt

Consiste en buscar bases ortogonales a partir de bases que no lo son. Sea
S = gen{v1,v9,...,v,} donde los elementos v; no son ortogonales. Entonces
aplicamos la formula magica de proyeccion (formula ). Primero buscamos
Pgen{vl}(’l}g) = ug. Luego buscamos Pyey (v, u2}(v3) = u3 y asi susecivamente
hasta que obtenemos todos los elementos en forma ortogonal entre si.

7.3. Cuadrados minimos

Sea el sistema lineal Az = b con A € R™*™. Si es compatible todo bien,
pero si es incompatible qué hacemos? Bueno, sabemos que Az € col(A) =
podemos buscar la solucién “mas préxima” a b resolviendo AZ = Pya)(b).
Con deducciones y un poco de magia la conclusion es que resolver Az = b por
cuadrados minimos es resolver:

AT Az = ATb
Sirg(A) = n (es decir, si A es de rango maximo) entonces cuadrados minimos
tiene una tnica solucion.
Ver también la seccién Cuadrados minimos y DVS.
8. Descomposicion QR

Sea A € R™*"™ con rg(A) = n = siempre 3Q € R™*" y R € R™*™ tal que
A=QR.
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= La matriz Q) se define como
Q = [ur|usg] ... |un)
donde {u1,us,...,u,} = BON (col(A))

» La matriz R se define como

uill algo --- algo
0 lluz|| -+ algo
0 0 ugl

donde algo es “algo” que no creo que tomen... Pero podes hallar R de la
siguiente manera:
A=QR=R=Q"TA

Al parecer Q € Mo = Q1 =Q7...

8.1. Descomposicion QR y cuadrados minimos

Sirg(A) =n= 2= R1QTb... No se por que pero mi carpeta dice eso.

9. Autovalores y autovectores

Sea A una matriz cuadrada € K™*" (K =R, C), entonces:

1. Autovector: v € K" es autovector de A <= I\ € K/Av = A\v. X es el
autovalor asociado a v.

2. Polinomio caracteristico de A: P4(\) = det(A — A). SIEMPRE el
grado de P4 es n.

3. Autovalor: ) es autovalor de A <= Jv € K"/Av = \v. Los autovalores
de A son las raices de Pa ().

a) Multiplicidad algebraica de A: Es la multiplicidad de A como raiz de
Py(N).

b) Multiplicidad geométrica de A: Es la dimension del autoespacio aso-
ciado a A.
SIEMPRE — malg(\) > mgeo(\)

4. Autoespacio: S), C K" es el autoespacio asociado a A, y se define como
Sxr, = {v € K"/Av = A\,v}.
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Observaciones/propiedades
w Si{A\1,Ag,..., A} son autovalores de A con A\; # A; = {v1,va, ..., v} es li

= Si A, =0 es autovalor de A = Jv # 0/Av =0 = v € Nul(A) = Sx=o =
Nul(A)

m det A= H?:l )\i

e A=0¢€aval(A) < detA = 0= A es singula < rx=0¢
aval(A)

e rg(A) <n < A=0 € aval(A)
wtrA=3""00N
v o) € aval(ad), a € K
= )\kEaval(Ak),keN
» SiJAT = A € aval (A7)
» Sea p(x) € P, = p(A) € aval (p(A4)) y el autoespacio asociado es el mismo
s (A+kv=Av+klv=X +kv=A+k)v, keK
w ARy = AF 1Ay = AR 1w = o= My
» Siv € aval(A) Naval(B) = v € aval(A+ B) y v € aval(AB)

= Si S es autoespacio de A = S es invariantd™ por A y St también.

10. Diagonalizaciéon

A € K™ " es diagonalizable <= 3Q, D/A = QDQ~! donde Q esta
formada por autovectores de A 'y D = diag {1, A2, ..., A\ }. A es diagonalizable
<= J una base de K" formada por autovectores de A.

= A es diagonalizable en R <= \; € RYi y malg\; = mgeoA;Vi

= A es diagonalizable en C <= malg\; = mgeo\;Vi

WOgval(A) = {\ € C/X es autovalor de A}
1A es singular <= det A=0
128 es invariante por A si Av € SYv € S
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10.1. Matrices semejantes
A € K™ y B € K™ " son semejantes <= 3Q/B = QAQ .
= Si A es diagonalizable = A = QDQ~! = A~ D
" SiA~ByC~B=A~C

Ay B representan a la misma transformacion lineal «<— A ~ B
» A~ B=detA=detB
= A~B=trA=trB
Sean A ~ B € K™"*™ entonces:
» Pi(\) = Pg(N\) =aval(A) = aval(BYH y también la malg cada autovalor.
» Si A€ aval(A) = X\ € aval(B) = mgeo(\) en A = mgeo(\) en B

» Siv € avec(A) = Qu € avec(B)

11. Matrices hermiticas y simétricas

11.1. Matrices unitarias y ortogonales

s Se dice que U € C**™ es unitaria < U~ = UH 8 Llamaremos My
al conjunto de matrices unitarias.

= Se dice que P € R™*" es ortogonal <= P~! = P, Llamaremos M al
conjunto de matrices ortogonales.

Es claro que Mo C My, es decir, toda matriz ortogonal es unitaria=TODAS
LAS PROPIEDADES DE LAS MATRICES UNITARIAS SE CUMPLEN PARA LAS OR-
TOGONALES, que serian simplemente un caso particular de las unitarias.

Observaciones/propiedades:
s U € My <= sus columnas forman una BON (C")
s U e My <= sus filas forman una BON(C™)

» U € My = U representa una matriz de reflecciéon o de rotacién

e SiU € My = |detU| =1 (ojo que det U € C)

13La idea es que tanto A como B representan la misma transformacion lineal pero desde
distintas bases y Q es Cpps que son las bases sobre las que se definen A y B. Algo asi:
[T 5 = Cpp [T]g Chpy donde B =[T]g y A= [T]p.

14 A ~ D significa “A es semejante a D”.

15aval(A) es el conjunto de autovalores de A. aval(A) = {\ € K/X es autovalor de A}

67H _ T
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e Si Pe Mp ydet P=1 =-es de rotacion
e Si Pec Mp ydet P=—1=-es de refleccién

s SiUyVeMy=UV)e My
» SiU e My = (Uz, Uy) = (z, y)Vz,y € C"

e Una consecuencia de esto es que |Uz|| = ||z
s SiUeMpyAe€aval(U)= |\ =1

s SiU € My y BON{(C") = {v1,v2,...,0n} = {Uv1,Uvs,...,Uvp} =
BONy(C™). Esto se puede entender facilmente ya que si U € My = U
es de rotacion o refleccion = al multiplicar una BON por U todos sus
vectores son rotados o reflejados simplemente.

11.2. Matrices hermiticas y simétricas

Nuevamente ocurre que My O Mg =-todas las propiedades que se cumplan
para matrices hermiticas se cumplen para matrices simétricas.

Propiedades: sea A € My, entonces
1. 7' Az e RVz € C"
2. aval(A) C R, es decir: todos los autovalores de A son reales.
3. Si A1y A €aval(A) y A\ # Aa = Sy, LS,
11.2.1. Teorema de la descomposiciéon espectral
1. Para matrices complejas:
A€ Myerm = 3D = diag {\1, A2, ..., \p} ER™" y U € My/A=UDUH

En palabras: Si A es hermitica = 3 una matriz unitariall' y una matriz
diagonal D real tal que A = UDU¥ . Se puede deducir que A € My =
IBON(C™) = avec(A).

2. Para matrices reales

A€ Mgim <= A es diagonalizable ortogonalmente
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11.2.2. “Signo” de una matriz
Sea A € My y A; € aval(A), entonces:
1. A es definida positiva <= \; > 0Vi
2. A es semidefinida positiva <= \;>0Vi
3. A es definida negativa <= \; < oVi
4. A es semidefinida negativa <= \; < 0Vi

5. A es indefinida <= X; > 0y A; <0 para algtn par 4, j
Ver también la primera parte de la seccién ‘{I1.3] Formas cuadraticas”.

También se puede encontrar el “signo” de una matriz mediante los determi-
nantes de los menores. A es definida positiva <= det (M;) > 0Vi =1,2,...,n
11.3. Formas cuadraticas

Son funciones definidas como f : C* — R / f(z) = L Azr con A € My o
bien f:R* - R / f(z) = 27 Az con A € Mg.

1. A es definida positiva <= f(z) > 0Vz £ 0

2. A es definida negativa <= f(z) < 0Vz #0

3. A esindefinida <= 3z1,22/f(21) >0y f(z2) <0
4. A es semidefinida positiva < f(z) > O0Vz #£ 0

5. A es semidefinida negativa <= f(z) < 0Vz £ 0

Ver también la seccion {I1.2.21“Signo” de una matriz”.

11.3.1. Cambio de coordenadas/variables

Las formas cuadraticas f(x) resultan mas simples cuando A es diagonal, por
ende siempre se trata de llevar la forma cuadratica a una expresion en la que
la matriz que la caracteriza sea diagonal. Los conjuntos de nivel de una forma
cuadratica siempre son elipses y cosas del estilo:

= Cuando A no es diagonal, las elipses y figuritas aparecen rotadas respecto
a los ejes que definen a =

= Cuando A es diagonal, las elipses y figuritas aparecen alineadas con los
ejes que definen a x

Entonces, supongamos que tenemos f : R” — R tal que f(x) = 27 Az. Como
Ae M,= A= PDPT por lo que podemos escribir la forma cuadrética como:

f(z)=2TPDPTx
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Llamando y = PTz se puede claramente ver que y7 = 27 P y la f(x) puede
expresarse facilmente como

fy)=y" Dy

donde D es una matriz diagonal. Asi, obtuvimos una forma sencilla de expresar
la forma cuadratica mediante un cambio de variables. Si graficamos los conjuntos
de nivel de f(x) veremos las mismas figuras que si graficamos f(y) pero estaran
rotadas feo.

11.3.2. Optimizacién

Se trata de buscar los maximos y minimos de las formas cuadraticas definidas
en la seccion [I1.3] sujeto a restricciones en el dominio del tipo ||z = r € R
(que serian circulos) o restringir el dominio a curvas de nivel de otra funcion
R(z) = 2T Rz = k € R que serfan curvas cuadricas.

Desigualdad de Rayleight: Sean A € Mg C R™*" y aval(A) = {Amax, s My« Amin}
con Aprax > ... > Ak > ... > A\nin, €ntonces:

Desigualdad — Apin ||2]|> < 27 Az = f(z) < Arax ||z)? (3)
y ademads se cumple la igualdad:

Amin ||9c||2 =27 Az = f(x) <~ z €8\, (4)

Igualdad —
{)\MAX 2> = 2T Az = f(z) <= 2 € Sxpyax

11.3.3. Restriccion caso estandar ||z|| =7 € R

Problema Sea f : R®” — R/f(z) = 27 Az con A € Mg C R"*". Hallar los
extremos con ||z|| =r € R.

Por la desigualdad de Rayleigh (eq[3) y debido a que la restriccion del dominio
para f(z) es||z|| = r un namero constante, entonces podemos asegurar que

Amint® < f(2) < Apraxr?

y ademds sabemos que las igualdades se cumplen si y solo si @ € Symin O
x € Sxpax- Por lo tanto, los extremos seran justamente los valores alcanzados
en la igualdad y se alcanzaran en los correspondientes x.

11.3.4. Restriccién R(z) =2TRx =k

Problema Sea f : R — R/f(z) = 27 Ax con A € Mg C R" ™. Hallar los
extremos con x € C, = {z € R"/R(z) =2"Rx =k, R € Mg, k € R}.

En este caso la restriccion que se plantea es que x €a un conjunto de nivel
de R(z), que es otra forma cuadratica. Es como pedir que  €a una elipse o
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hiperbola (o cosas del estilo) que tranquilamente pueden estar rotados respecto
a los ejes que definen a x.

Como R € Mg = 3B € Mg tal que B> = R = QDQ" con Q € Mo y
D = diag {aval(B?)}, aval(B) = {by,..., by} con b; > 0.

by 0 0 0
0 by 0 O
B=qQ . Q"
0 0 . 0
0 0 0 b,
2 0 0 0
0 2 0 0
R=B=Q Q"
0 0 . 0
0 0 0 B

= R = B? = BB, como B € Mg = B = B" = BB = B”B. Entonces
R(z) = "Rz = 2"BTBx = 272 donde 2 = Bz = x = B~ !z, Sabiendo esto
podemos hacer un cambio de variables:

fw)=2TAz = (B'2)TA(B %) =" (B))" AB" 2
| S —

Llamamos A* = (B_l)T AB™! y es momento de plantear un hermoso cambio
de variables de = a z = f(z) = 27 A*z. Como la restriccion R(z) = 272 =k =
|z]| = V& y resulta que vk € R es un niimero constante por lo que el problema
se reduce al caso estandar de la seccion I1.3.3t

f(z)= 2TA*z
Izl = vk

Problema estandar — {

11.3.5. Propiedades de las formas cuadraticas

Sea f(z) = 27 Az con A € Mg, entonces:
v f(kx) =k*f(x), keR
= Siv; y va € avec(A) y estan asociados a A; # A2 respectivamente, =
v1 Ly entonces f(avy + Bra) = Ma? |vr||* + Aaf |Jv2]*
12. Descomposicion en valores singulares (DVS)
Se aplica YA € K"*™ entonces vamos a ver primero algunas propiedades:

1. A" A€ My C C™*" y semidefinida positiva VA € C™*" = qval (ZTA) C
R > 0 o bien:
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» Si A e R™" =2ATA € Mg C R™™ y semidefinida positiva =
aval (ATA) CR>0

2. rg(A) = rg(AT A)
3. Nul(A) = Nul(AT A)
4. Fil(A) = Fil(AT A)

5. Gancho pero no estd de mas: Nul(A) = (Fil(A))*

12.1. Valor singular

Sea A € R™*" se dice que 0 € R > 0 es un valor singular de A <— o =
VA, A € aval(AT A).
Propiedades:

1. La cantidad de valores singulares de A es <n
2. rg(A) =r <= A tiene r valores singulares # 0

3. ||[Av;|| = o; donde v; € BON(gen(avec(ATA)) y o; es el valor singular
asociado a v;

4. BON(col(A)) = {ﬂ, ce ’i—ﬁr} donde v; € BON (gen(avec(AT A)) y o;

o1
es el valor singular asociado a v;

5. sval (A) = sval (AT)

De la propiedad 5 se deduce que si A € R?2¥100 = AT A ¢ R100x100 v 56 complica
encontrar los valores singulares, pero podes buscar los valores singulares de
AT € R100x2 — AAT € R?2%2 que es una gilada y sabes que son los mismos.

12.2. Teorema de DVS
Sea A € R™*" con rg(A) =r.

Sea U € Mp C R™*"™ tal que

U= J|ui|uz|...|ur| wrg1]...|um

BON (col(A)) Basura derelleno

donde {u1,us,...,u.} = BON (col(A)) que sale de la propiedad 4 de la
seccion [IZ1] anterior. Luego {uy41,...,um} completan una BON (R™)
con Gram Schmidt.

sval(A) = {0 € R/ es valor singular de A}
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Sea V € Mp C R"™ ™ tal que

V= Jouve|...|vr| |Urg1|...|vn

BON(fil(A)) BON (nul(A))

donde v; € BASE (avec(AT A)).

Sea ¥ € R"™*™ tal que

[0 O 0 O 0
0 0 0 0 D 0
SRR RSN .
(0 0 00 - 0
donde D = diag{o1,09,...,0.} con o4 > o9 > ... > o, siendo o; €

sval(A) y el resto de las filas y columnas de ¥ se rellenan con 0.

Entonces se cumple que
A=UxvT

y se dice que lo que se halld es una DVS de A. 3 es unica para cada A, pero U
y V no.

Co6mo hallar una DVS:
1. Calcular los autovalores y autovectores de AT A.
2. Armar la matriz ¥ con los valores singulares o; = v/ ;.

3. Armar la matriz V' cuyas columnas tienen una BON (R") formada primero
con los autovectores de AT A en el orden decreciente de autovalores y luego
lo completas con cualquier cosa (que termina siendo nul(A)).

4. Las columnas de U salen de BON(col(A)) = {&, .. &}.

o1 ’ oy

12.3. DVS reducida

Si te fijas, al hacer la cuenta ULV como ¥ tiene muchos ceros, hay muchas
cosas que se pierden en la cuenta y “estdn de mas”. Simplificamos la notaciéon
para que no sea tanto bardo:

U= J|uilus|...|ur|  tpg1]...|um = [Up|Up—r]

BON (col(A)) Basura derelleno
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V= |vve|...|vs| vr+1|...|vn] = [Vi|Vi—r] :>VT:{ v ]

VT
BON (fil(A)) BON (nul(A)) n—r
Entonces
DT‘X’I‘ . O
VT
A=0xvT = [U,|U,_,]- : | [ VF} } =U,- D"V =U,-D-VT
0 ) n=r

ya que tanto U,,_, como V,I' se anulan al multiplicarse por 3. Entonces pode-
mos tener casi la misma informacién con una DVS reducida.

12.4. Pseudoinversa de Moore Penrose

Sea A = U,-D-V,I' € R™*" = se define la pseudoinversa de Moore Penrose
como AT =V,-D71.UT" a partir de la DVS reducida o

At =v.xtuT

a partir de la DVS.
¥ =%7T con diag = {O'i_l}
Propiedades
1. AAT = P,y (4) Matriz de proyeccién sobre col(A)
2. AT A = Pj;(a) Matriz de proyeccion sobre fil(A)
3. AATA=A

4. Si A es inversible = AT = A~

12.5. Cuadrados minimos y DVS

Queremos resolver Az = b por cuadrados minimos = Az = proyi’ol( ) =

Peoyayb= AATD entonces obtenemos el sistema
Az = AAYD

Una solucién evidente es z+ = ATb y es una soluciéon particular. Luego, to-
das las soluciones serdn & = " + z, donde zy € nul (A). Pero algo magi-
co es que zT € fil(A) = nul(A)* por lo tanto ||| = |zt +zn| y como
ot Lzy =pitagoras = |22 = |zt |° + |lan||® = |2] > |2t Yz, es decir: z+
es la soluciéon de menor norma o “la mas presisa”.
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12.6. Transformaciones lineales y DVS

1 2
Suponte que tienes una tl tal que T : R? - R3 con T'(x) = | 4 3 |z y
5 6
g1 0
te piden que halles dos bases tales que [T]55 = 0 o2 |... Ya te estaras
0
imaginando por dénde viene la mano, no?
U by v

— N~ ~— ~~

Tpp =
[ ]EE CB/E/ [T]BB/ OEB

N
o w N

entonces se trata simplemente de hallar una DVS de [T, 5.

13. EDOs lineales

Nos vamos a avocar exclusicamente a los siguientes dos casos:
s ¢ +ay = f(xz) =EDO lineal de primer orden con coeficientes constantes

s vy +ay + by = f(z) -EDO lineal de segundo orden con coeficientes
constantes

Derivar es una transformacion lineal tal que T : C*(R) — C(R) donde T (f(x)) =
/' (x) =lo analizamos como una transformacion lineal. Recordemos una propiedad
antes de seguir:

» Sea una transformacion lineal T : V. — W y sean v,v, € V/T(v) =
w € W,T(v,) = Ow entonces T~ (w) = v + v, porque T(v + v,) =
T(v) +T(vn) =w+ Ow = w.

Ahora no se bien como es que se llega a lo siguiente, pero las soluciones de
nuestras ecuaciones tendran la pinta de

Yg = Yn + Yp
-~ ~ ~
general € nul(T) particular

donde y, es la solucién general de nuestra ecuacién y es lo que estamos buscando.

13.1. de primer orden

Sea la ecuacién diferencial
Y +ay = f(x) (5)

con a € R.
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1. Buscamos las soluciones del homogeneo yp:
yp +ayn =0 <= ) = —ayn

y llegamos a
dyn
Yn
lo que se resuelve facilmente integrando a ambos lados de la igualdad.
En realidad para nuestras insignificantes y sencillas ecuaciones para chicos
siempre resulta que

= —adx

yn = ke " k€ R
2. Luego buscamos la solucién particular y,. Aca tenemos dos metodos
= Variacion de los parametros: sirve V los casos, pero es “el mas

dificil”. Proponemos “algo” u(x) tal que y, = uyn, = ue™** donde
Yho €8 una solucion del homogeneo. Entonces obtenemos:

yp ue ax
yI/) — u/efam _|_ U (_a) e*(lil)

Si tomas estas dos cosas y las metés en la ecuacion [3 original obtenes

w'e ™ —aue” ™ +aue”* =u'e” " = f(x) =
—_—— N——

=u= /f(x)e‘””d:z;

Por lo tanto, a modo de receta magica de la ecuacion Bl por el método
de variacion de parametros tenemos:

Yo = ke " + /f(x)e”d:te_”

Yh Yp

= Coeficientes indeterminados: Es el mas facil pero no siempre te
salva las papas del fuego. Sirve para cuando en la ecuacién [l tenes
uno de los siguientes casos:

ek P(x) k € R, P un polinomio

sin(kz)e® k,a€R

cos(kx)e*® k,a€R

g(x) g(x) combinacion lineal de lo anterior

fz) =

NO SE COMO SIGUE ESTO!!!! Pero creo que no es necesario saberlo
ya que con el otro método salen todas.
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13.2. de segundo orden

Sea la ecuacién diferencial
Y +ay +by = f(x) (6)
con a, b e R.

1. Busco las soluciones del homogéneo (siempre resulta un subespacio de
dimension dos):
y'+ay +by=0 (7)

proponemos misteriosamentd™ la siguiente solucién

Yn = e)xm
gy =XeM  AeC
y;{ — )\26)\1

y la reemplazamos en la ecuacién [7, obteniendo:
N2 4 g \e™ 4 e’ = ()\2 +aX + b) =0 <
— M 4+ar+b=0,21eC
Esto puede tener tres casos
A1 75 )\2, N €ER (1)
M4tad+b=0 <= { A\ =X, eR (2
A1 :>\_2, N €C (3)
= (1) yn € gen {y1 = €M7, yo = X7}

» (2) yn € gen {y1 = €, yo = ze ™}
= (3)A1 = B+ia = A = B—iccentonces yy, € gen {y1 = M7, yo = M2} =

gen {yl =P sin(ax), y2 = e’ cos(owc)} porque por la identidad de
Euler '™ = cosa + isina # 0Va € R entonces

yp = eMT = elBtio)e — pBagiar — o (cos(ar) 4 isin(ax)) =y
Yo = eM2¥ = eBmia)e — pBrp—iar — 0BT (cos(—qr) 4 isin(—ax)) = yo

entonces, todo y, €soluciones del homogeneo se podra escribir como
combinacion lineal con a,b € C

yn = ay1+byz = ae’ (cos(ax) + i sin(ax))+be’® (cos(—ax) + isin(—ax)) =

=P <a cos(ax) + iasin(ax) + bcos(—ax) +ib sin(—om;)) =
—— N——

18Digo misteriosamente porque no se de dénde sale, pero funciona...
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= b7 <a cos(ax) + iasin(ax) + b cos(ax) +ib — Sin(agp)) =
= ¢7% ((a + b) cos(ax) + i(a — b) sin(azx)) =
= (a+b) e**cos(az) + i(a—b) eP*sin(az)=
N—— N——
C1 Co
= c1eP” cos(ax) + cyeP® sin(ax) =y, =

= yn € gen {€"” cos(azx), e?*sin(ax)} C-espacio vectorial
2. Busco las soluciones particulares y hay dos métodos:

= Variacion de parametros: Conociendo la solucién del homogeneo
proponemos una solucion particular de la forma

Yp = ULY1 + U2Y2

donde y1,y2 €soluciones del homogeneo y u1,us son funciones a de-
terminar. Si derivamos obtenemos:

A

Yp = wiy1 + uryy + usys + usys

y por algin motivo imponemos la condicion de que ujy; + ubys =0
por lo que nos queda
Yy = 1Y) + u2ys

y si volvemos a derivar obtenemos
1 !, 11 1! 1
Yp = U1Y1 +ULYT T+ UgYs + U2y

Si ahora reemplazamos todas estas cosas en la ecuacion original y” +
ay' +by = f(z) =

uhyy +uryy +uhys +usys +a (uryy +uzys) +b (uiyr +uzye) = f(2)
agrupando convenientemente y casi por acto divino:

up (yy +ayy +byr) Huz (ys +ays +bya) Huiy) +uhys = f(x)
[ ——
y1 €y =0 Yo € yp =0 sobrevive

Lo tinico que sobrevive es lo indicado mas arriba, que expresado ma-
tricialmente junto con la condicion wjy; + ubys = 0 que habiamos

impuesto antes es:
!
Y1 Y2 uq 0
= =
[yi yéHU’z} [f]



de donde por algiin motivo desconocido para mi:

1 _ y2f
{ul T W(y1,y2)

;o yif
Uz = W (y1,y2)

donde W (y1,y2) es el wronskiano (ver seccion] Wronskiano). Luego
u1 y ug se obtienen integrando éstas expresiones.

= Coeficientes indeterminados Sirve solo a veces y no se como es...

14. Sistemas de ecuaciones diferenciales
Veremos sistemas de la pinta
X' = AX

donde X (t) e R" y A € R™ " con A € Maiagonalizables- Como A es diagonaliz-
able = A = QDQ ! donde Q esta formada por autovectores de A. Entonces el

sistema se puede escribir
X' =QDQ7'X =

X'=QDQ'= Q'X' = D Q'X
Y’ Y

y llevarlo a un sistema diagonalizado mediante un cambio de variables:
Y' = DY
que se puede escribir de la siguiente manera y resolver facilmente:

vy =My — vy =creM!

Y= AlUn  — Yn = cpent

Finalmente se busca X:
Y=Q 'X=X=QY
Siempre termina quedando que la solucién es
X = cle)‘ltvl + ...+ cne)‘"tvn

donde v; esta asociado a \i.
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