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Parte I

Ejer
i
ios resueltos

1. Prá
ti
a 5: Autovalores y autove
tores

13. (a). Demuestre que A y B no son semejantes siendo:

A =

[
1 −2
2 4

]

y B =

[
2 1
1 2

]

Resolu
ión:

Supongamos primero que A ∼ B ⇒ ∃Q tal que

A = QBQ−1 → de�ni
ión de semejanza

Una propiedad de los determinantes es det (AB) = detAdetB por lo tanto

podemos apli
ar determinante a ambos lados y ver qué pasa:

detA = det
(
QBQ−1

)
= detQ detB det

(
Q−1

)

Otra propiedad de los determinantes es que detA = det
(
A−1

)−1
por lo tanto:

detA = detQ detB det
(
Q−1

)
= detB

En este punto podemos a�rmar

A ∼ B ⇒ detA = detB → propiedad piola

y vemos que no se 
umple por lo que A ≁ B.

Podríamos pro
eder 
on la traza también, 
ono
iendo la propiedad 
í
li
a:

tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB) la apli
amos a la primera expresión:

trA = tr

(
QBQ−1

)
= tr

(

Q−1Q
︸ ︷︷ ︸

B

)

= tr (IB) = trB

y nuevamente podemos a�rmar otra propiedad

A ∼ B ⇒ trA = trB → propiedad piola

que en éste 
aso tampo
o se 
umple.

13.(b). Comprobar que A y B son semejantes y hallar Q ∈ R2×2
inversible

tal que A = QBQ−1

A =

[
2,5 1,5
1,5 2,5

]

y B =

[
3 −2
−1 2

]

En éste ejer
i
io las propiedades usadas en el anterior no nos sirven para

demostrar que son semejantes ya que solo vale el 
amino de ida. Pero sabemos
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que A ∼ B ⇐⇒ aval(A) = aval(B)1 por lo tanto podriamos en
ararlo de la

siguiente forma: {

A = QADQ−1
A

B = QBDQ−1
B

donde D = diag {aval(A)} y sabiendo que si A ∼ D y B ∼ D ⇒ A ∼ B.

Vamos a 
al
ular los autovalores de 
ada matriz enton
es.

PA(λ) =

(
5

2
− λ

)2

− 9

4
= λ2 − 5λ+ 4 → raí
es:λ ∈ {1, 4}

PB(λ) = (3− λ) (2− λ)− 2 = λ2 − 5λ+ 4 → raí
es:λ ∈ {1, 4}
Perfe
to. De entrada los polinomios 
ara
teristi
os son los mismos

2

así que ya

podemos a�rmar que A ∼ B.

Ahora nos falta en
ontrar Q. Planteamos lo siguiente:

{

A = QADQ−1
A (a)

B = QBDQ−1
B ⇒ D = Q−1

B BQB

⇒ reemplazo en (a) ⇒ A = QA Q−1
B BQB

︸ ︷︷ ︸
Q−1

A

D

De ésta forma la matriz pedida en la 
onsigna es Q = QAQ
−1
B .

Cal
ulamos los autove
tores de A:

Sλ=1 =
{
x ∈ R2/Ax = x

}

lo 
ual se redu
e a hallar (siempre)

Sλ=algo = nul (A− algoI)

Enton
es

A− I =

[
1,5 1,5
1,5 1,5

]

⇒ x1 = −x2 ⇒ Sλ=1 = gen

{[
1
−1

]}

Bus
o Sλ=4 = nul (A− 4I)

A− 4I =

[
−1,5 1,5
1,5 −1,5

]

⇒ x1 = x2 ⇒ Sλ=4 = gen

{[
1
1

]}

Luego, para la matriz A

QA D Q−1
A

A =

︷ ︸︸ ︷
[

1 1
−1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

1 0
0 4

]
︷ ︸︸ ︷
[

0,5 −0,5
0,5 0,5

]

1aval(A) = {λ tal que λ es autovalor de A}
2

Otra 
ara
terísti
a de las matri
es semejantes.
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Cal
ulamos los autove
tores de B:

B − I =

[
2 −2
−1 1

]

⇒ x1 = x2 ⇒ Sλ=1 = gen

{[
1
1

]}

B − 4I =

[
−1 −2
−1 −2

]

⇒ x1 = −2x2 ⇒ Sλ=4 = gen

{[
−2
1

]}

enton
es

QB D Q−1
B

B =

︷ ︸︸ ︷
[

1 −2
1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

1 0
0 4

]
︷ ︸︸ ︷
[

1/3 2/3
−1/3 1/3

]

Para 
on
luir, tal 
omo dijimos antes:

QA Q−1
B

Q =

︷ ︸︸ ︷
[

1 1
−1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

1/3 2/3
−1/3 1/3

]

=

[
0 1

−2/3 −1/3

]

y se 
omprueba la e
ua
ión A = QBQ−1
.

14. Sea A ∈ R2×2

on autovalores a+ bi y a− bi 
on a, b ∈ R. Muestre que

A ∼ B =

[
a −b
b a

]

.

Bueno, lo que yo haría es 
al
ular los autovalores de la matriz que nos dan

y ver qué obtenemos...

det (B − λI) = det

(
a− λ −b
b a− λ

)

= (a− λ)
2
+b2 = λ2 − 2aλ+ a2 + b2 = P (λ)

︸ ︷︷ ︸

Bus
amos las raí
es de P (λ) 
on la formulita magi
a:

2a±
√

4a2 − 4 (a2 + b2)

2
=

2a±
√

4 (a2 − a2 − b2)

2
=

2a± 2
√
−b2

2
=

2 (a± ib)

2

Hermoso... Salió de una!

15. Demostrar que si P (t) es el polinomio 
ara
terísti
o de A, enton
es

P (A) = 0.
Sabemos que ∀A ∈ Cn×n

el polinomio 
ara
terísti
o se obtiene según

P (λ) = det (A− λI)

por lo tanto

P (A) = det (A−AI) = det (A−A) = det (0Cn×n) = 0

A mi me 
onven
e ésta respuesta... Pero la verdad que no estoy seguro.
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16. Para 
ada transforma
ión en
ontrar: autovalores, multipli
idades, autoes-

pa
ios y si es posible representarla 
on una forma diagonal.

(a) T : R3 → R3/T (x) =
[
x1 + x2 − x3, x1 + x2 + x3, −x1 + x2 + x3

]T

Lo primero que podemos ha
er es hallar [T ]E así trabajamos la transforma-


ión 
omo una matriz 
on todo lo que ya sabemos. Para ha
er esto (seguro que

no nos a
ordamos) seguimos estos pasos:

1. Anotamos en una matriz los ve
tores de la base de salida, en este 
aso la


anoni
a:

[e1|e2|e3] =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





2. A 
ada 
olumna (ve
tor) le apli
amos lo que ha
e la transforma
ión

[T (e1)|T (e2)|T (e3)] =





1 1 −1
1 1 1
−1 1 1





3. Por último bus
amos las 
oordenadas de 
ada 
osa en la base de llegada,

que 
omo es la 
anóni
a es 
omo no ha
er nada...

[[T (e1)]E | [T (e2)]E | [T (e3)]E ] =





1 1 −1
1 1 1
−1 1 1



 = [T ]E

︸ ︷︷ ︸

Ahora que ya tenemos la matriz que 
ara
teriza a ésta transforma
ión vamos a

bus
ar todo lo que nos piden.

Autovalores

P (λ) = det





1− λ 1 −1
1 1− λ 1
−1 1 1− λ





→
F2 + F1

F3 + F2

= det





1− λ 1 −1
2− λ 2− λ 0
0 2− λ 2− λ



 =

= (1− λ) (2− λ)
2 − (2− λ)

2 −
[

(2− λ)
2
]

= (1− λ) (2− λ)
2 − 2 (2− λ)

2
=

= (2− λ)
2
(1− λ− 2) = (2− λ)

2
(−1− λ) = P (λ)

︸ ︷︷ ︸

Por lo tanto

aval ([T ]E) = {2, 2, −1}
La multipli
idad algebrai
a del 2 es 2 por lo que debería ser dim (Sλ=2) = 2 si

es que queremos en
ontrar una representa
ión diagonal. Veamos:

Sλ=2 = nul ([T ]E − 2I)
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[T ]E−2I =





−1 1 −1
1 −1 1
−1 1 −1





x2 = x1 + x3

F2 = −F1

F3 = F1

⇒ Sλ=2 = gen











1
1
0



 ,





0
1
1











Perfe
to. Vamos ahora 
on −1:

[T ]E+I =





2 1 −1
1 2 1
−1 1 2





→
2F2 − F1

2F3 + F1

⇒





2 1 −1
0 3 3
0 3 3





x1 = −1/2x2 + 1/2x3

x2 = −x3

F3 = F2

⇒

⇒ Sλ=−1 = gen











1
−1
1











Ya estamos en 
ondi
iones de de�nir una representa
ión diagonal de la trans-

forma
ión:

CBE [T ]B CEB = C−1
BE

[T ]E =

︷ ︸︸ ︷




1 0 1
1 1 −1
0 1 1





︷ ︸︸ ︷




2 0 0
0 2 0
0 0 −1





︷ ︸︸ ︷




2/3 1/3 −1/3
−1/3 1/3 2/3
1/3 −1/3 1/3





donde la base B esta formada por las 
olumnas de CBE o bien, los autove
tores

de [T ]E

B =











1
1
0



 ,





0
1
1



 ,





1
−1
1











(b) T : P2 → P2/T
(
a+ bt+ ct2

)
= 2a+ ct+ (−b− c) t2

Lo mismo que antes: Busquemos [T ]E siendo E =
{
1, t, t2

}

[T ]E =





2 0 0
0 0 1
0 −1 −1





Bus
amos autovalores 
on P (λ) = det ([T ]E − λI)

det









2− λ 0 0
0 −λ 1
0 −1 −1− λ







 = (2− λ) (−λ) (−1− λ) + (2− λ) =

= (2− λ) [1− λ (−1− λ)] = (2− λ)
[
λ2 + λ+ 1

]
= P (λ)

︸ ︷︷ ︸

por lo tanto

aval ([T ]E) =

{

2,
−1 + i

√
5

2
,
−1− i

√
5

2

}

Con ésta informa
ión ya podemos de
ir que T no es diagonalizable en R. No me

voy a �jar en C ya que las rai
es son muy feas...
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(
) T : V → V tal que en la base B = {v1, v2} TB =

[
0 1
−1 0

]

.

Supongamos que TE es la representa
ión en la base 
anoni
a (que no la


ono
emos), enton
es deben existir CBE y CEB = C−1
BE tales que

TE = CBETBCEB

y si pasa esto enton
es TE ∼ TB ⇒ aval (TE) = aval (TB). Por lo tanto, pode-

mos 
al
ular los autovalores de TB y ver qué pasa...

det (TB − λI) = det

(
−λ 1
−1 −λ

)

= λ2 + 1 = P (λ)
︸ ︷︷ ︸

A ojo ya se ve que ∄λ ∈ R que sea raiz de P (λ) por lo que T no admite

representa
ión diagonal en los reales, pero si en 
omplejos ya que

aval (TB) = {−i, i}

Y si T es diagonalizable en 
omplejos enton
es debe existir alguna base B2 tal

que

TB= CB2B
︸ ︷︷ ︸

[
i 0
0 −i

]

︸ ︷︷ ︸

CBB2
︸ ︷︷ ︸

Q D Q−1

y 
omo ya sabemos (o deberíamos) esas matri
es Q se 
omponen de autove
tores

de TB por lo que podemos ha
er lo que ha
emos todas las no
hes: Tratar de


onquistar al mundo:

Sλ=i = nul (TB − iI)

TB − iI =

[
−i 1
−1 −i

]

x2 = ix1

F2 = −iF1
⇒ Sλ=i = gen

{[
1
i

]}

Sλ=−i = nul (TB + iI)

TB + iI =

[
i 1
−1 i

]

x2 = −ix1

F2 = iF1
⇒ Sλ=−i = gen

{[
1
−i

]}

Y ahora ya podemos armar la diagonaliza
ión 
ompleta

TB =

[
1 1
i −i

] [
i 0
0 −i

](
1

2

[
1 −i
1 i

])

pero nos falta en
ontrar 
ual es la base B2. Esta informa
ión la sa
amos de las

matri
es de 
ambio de base:

CB2B =




1
i
︸︷︷︸

1
−i
︸ ︷︷ ︸





[b1]B [b2]B

9



CBB2
=




1/2
1/2
︸ ︷︷ ︸

−i/2
i/2

︸ ︷︷ ︸





[v1]B2
[v2]B2

en parti
ular no interesa lo que di
e CB2B ya que nos indi
a 
ómo formar sus

elementos a partir de los elementos de B, enton
es:

B2 = {b1, b2} = {v1 + iv2, v1 − iv2}

17. Sea T : R3 → R3
tal que

T (v) = v − 3
uuT

uTu
v

donde u =
[
1 −1 2

]T
. (a) Hallar autovalores y de
ir si T es diagonalizable

para 
ualquier base. (b) Resolver lo mismo pero 
on u 
ualquier ve
tor de R3
.

T se puede de�nir en forma de produ
to matri
ial 
omo

T (v) =

(

I − 3
uuT

uTu

)

v

y enton
es sus autovalores se 
al
ulan 
omo siempre

det

(

I − 3
uuT

uTu
− λI

)

= det

(

I (1− λ)− 3
uuT

uTu

)

no se 
ómo seguir... Esto es eso de Householder que no lo toman nun
a así que

no hay que gastarse mu
ho.

18. Sea T : V → V y la base B = {v1, v2, v3} tal que

TB =





1 + α −α α
2 + α −α α− 1
2 −1 0





on α ∈ R

(a) Cal
ular los autovalores de T y ver que no dependen de α. (b) Para los

valores de α que T sea diagonalizable hallar una base tal que la representa
ión

sea diagonal.

Lo de siempre

det (TB − Iλ) = det





1 + α− λ −α α
2 + α −α− λ α− 1
2 −1 −λ





F1 − F2

→
→

=

= det





−1− λ λ 1
2 + α −α− λ α− 1
2 −1 −λ



 =

10



Alta basura...

= (−1− λ) [(−α− λ) (−λ) + α− 1]−λ [(2 + α) (−λ)− 2 (α− 1)]+1 [− (2 + α) − 2 (−α− λ)] =

(−1− λ)
[
λ2 + λα + α− 1

]

︸ ︷︷ ︸
−λ [−2λ− λα − 2α+ 2]
︸ ︷︷ ︸

+ [−2− α+ 2α+ 2λ]
︸ ︷︷ ︸

=

︷ ︸︸ ︷

−λ3 − λ2 − λ2α− λα− λα − α+ λ+ 1+
︷ ︸︸ ︷

2λ2 + λ2α+ 2αλ− 2λ+
︷ ︸︸ ︷

2λ+ α− 2 =

= λ3 (−1)+λ2 (−1− α+ 2 + α)+λ (−α− α+ 1+ 2α− 2 + 2)+(−α+ 1 + α− 2) =

= −λ3 + λ2 + λ− 1 → in
reible... En
ima raí
es hermosas

Luego, los autovalores de TB son

aval (TB) = {1, 1, −1}

Hasta aquí resolvimos el punto (a). Ahora tenemos que hallar los valores de

α para los 
uales ∃Q tal que TB = QDQ−1
, y 
omo Q está formada por au-

tove
tores de TB lo que estamos bus
ando es que la multipli
idad geométri
a

de λ = 1 sea dos. Para ello nos proponemos a hallar el autoespa
io Sλ=1 y lo

forzamos a tener dos dimensiónes

3

:

Sλ=1 = nul (TB − I)

TB − I =





α −α α
2 + α −α− 1 α− 1
2 −1 −1





dim (Sλ=1) = 2 ⇐⇒ todas las �las de TB − I son ld ⇐⇒ aF1 + bF2 + cF3 = 0
tiene solu
ión no trivial

a





α
−α
α



+b





2 + α
−1− α
α− 1



+c





2
−1
−1



 = a

︷ ︸︸ ︷




α
−α
α



+






b





2
−1
−1





︸ ︷︷ ︸

+b

︷ ︸︸ ︷




α
−α
α










+c





2
−1
−1





︸ ︷︷ ︸

⇒

⇒ 0 = (a+ b)





α
−α
α



+ (b+ c)





2
−1
−1





Miranto esta última expresión dedu
imos que

1. Si α = 0 ⇒la e
ua
ión se 
umple ∀
(
a b c

)
∈ gen

{(
0 −1 1

)
,
(
1 0 0

)}

lo 
ual da solu
iones no triviales ⇒ TB es diagonalizble.

2. Si α 6= 0 ⇒la e
ua
ión se 
umple ⇐⇒
{

a+ b = 0

b+ c = 0
que es la solu
ión

trivial ⇒ TB NO es diagonalizable.

3

Para forzar al espa
io a tener exa
tamente dos dimensiónes ne
esitamos que la matriz

TB − I tenga las tres �las linealmente dependientes y solo �sobreviva� una.
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Enton
es bus
amos una diagonaliza
ión de TB �jando el valor de α = 0 
on lo

que

Sλ=1 = nul





0 0 0
2 −1 −1
2 −1 −1



 = gen











1
0
2



 ,





0
1
−1











Sλ=−1 = nul





2 0 0
2 1 −1
2 −1 1



 = gen











0
1
1











y enton
es

TB2B TB2
TBB2

TB =

︷ ︸︸ ︷




1 0 0
0 1 1
2 −1 1





︷ ︸︸ ︷




1 0 0
0 1 0
0 0 −1





︷ ︸︸ ︷




1 0 0
1 1/2 −1/2
−1 1/2 1/2





La base B2 expresada 
on los elementos de la base B es

B2 = {v1 + 2v3, v2 − v3, v2 + v3}

19.(a) T : R3 → R3
la rota
ión en un ángulo α alrededor de un eje no nulo.

Antes de arran
ar 
on el ejer
i
io veamos 
omo se obtiene una matriz de

rota
ión (apuesto a que no sabes). Empe
emos analizando el 
aso de R : R2 →
R2

tal que R toma a un ve
tor v y lo rota un angulo α alrededor del origen de


oordenadas. Enton
es

T (v) = ‖v‖
[

cos(α + β)
sin(α+ β)

]

(1)

donde β es el ángulo que forma el ve
tor v 
on el eje x (si no me 
rees ha
e un

dibujito y vas a ver que esto es así). Bueno, para armar la matriz de ésta trans-

forma
ión pro
edemos 
omo siempre, sea la base 
anoni
a E =

{[
1
0

]

,

[
0
1

]}

enton
es

T (1, 0) T (0, 1)

TE =





︷ ︸︸ ︷

cosα
sinα

∥
∥
∥
∥
∥
∥

︷ ︸︸ ︷

− sinα
cosα





por lo tanto

T (v) =

[
cosα − sinα
sinα cosα

]

v

Este es el 
aso 
anoni
o en R2
en el que se gira el espa
io alrededor del origen.

En R3
tenemos �mas op
iones� ya que podemos girar de in�nitas formas

alrededor del origen, es de
ir, alrededor de distintos ejes representados por re
tas

que 
ruzan el origen. Anali
emos el movimiento en forma grá�
a primero. En la

�gura 1 se puede ver un esquema de lo que estamos ha
iendo. El eje E = gen {e}
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Figura 1: Rota
ión alrededor de E.

es el eje de rota
ión y tiene una dire

ión 
ualquiera (e no es un ve
tor de la base


anoni
a, es 
ualquier ve
tor de R3
). El subespa
io S = E⊥

�es el que rota�. Para

resolver ésta transforma
ión 
onviene pensarla 
omo una transforma
ión en R2

proye
tando los ve
tores sobre S para rotarlos y luego re
onstruirlos teniendo

en 
uenta que su proye

ión sobre E sigue siendo la misma.

Enton
es vamos a de�nir a T sobre una base B formada por los ve
tores de

E y S, lo 
ual hará las 
osas mu
ho mas fá
iles: Sea

B = {e, s1, s2}

Sea v ∈ R3
un ve
tor tal que v = ae + bs1 + cs2 ⇒ [v]B =





a
b
c




son las


oordenadas de v en la base B. Vamos a trabajar 
on las proye

iones de v
sobre éstos dos subespa
ios:

v = PE(v) + PS(v) → PE(v) = ae, PS(v) = bs1 + cs2

Le apli
amos la transforma
ión a v expresado de ésta forma:

⇒ T (v) = T (PE(v) + PS(v)) = T (PE(v)) + T (PS(v))

y gra
ias a nuestro g¯a�
o podemos apre
iar que la transforma
ión solo a
túa

sobre la proye

ión sobre S por lo tanto:

T (PE(v)) = PE(v)

Lo que falta ahora es hallar T (PS(v)) pero si te �jas es lo mismo que habíamos

dedu
ido antes para R2
... Podemos pensar a S 
omo el plano real y a s1 y a s2


omo los versores 
anoni
os que lo de�nen. Vamos a pedirle un requisito mas a la

base B para que todo sea mas sen
illo: que sea una base ortonormal

4

. Enton
es

de�nimos

BON
(
R3
)
= B = {e, s1, s2}

4

Todos los ve
tores tienen norma uno y son ortogonales entre si.
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y utilizando ésta base de�nimos nuestra transforma
ión:







[T (e)]B =





1
0
0



 → no lo modi�
amos

[T (s1)]B =





0
cosα
sinα



 → se dedu
e de la e
ua
ión 1

[T (s2)]B =





0
− sinα
cosα



 → se dedu
e de la e
ua
ión 1

Finalmente representamos nuestra transforma
ión en forma matri
ial:

TB

[T (v)]B =

︷ ︸︸ ︷




1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα



 [v]B 
on B = {e, s1, s2}

donde B es ortonormal y e genera el subespa
io alrededor del 
ual se rotan los

ve
tores.

Bueno, ahora �empieza� el ejer
i
io: ver si es diagonalizable y todo eso.

Cal
ulamos autovalores:

det (TB − λI) = det





1− λ 0 0
0 cosα− λ − sinα
0 sinα cosα− λ



 =

= (1− λ) (cosα− λ)
2 − [(1− λ) (sinα) (− sinα)] =

= (1− λ) (cosα− λ)2 −
[
(1− λ) (−1) sin2 α

]
=

= (1− λ)
[
cos2 α− 2λ cosα+ λ2

]
+ sin2 α (1− λ) =

= (1− λ)

[

cos2 α+ sin2 α
︸ ︷︷ ︸

+λ2 − 2 cosαλ

]

=

= (1− λ)
[
λ2 − 2 cosαλ+ 1

]
= P (λ)

Uno de los autovalores es 1, los otros dos salen de la formula para 
al
ular las

raí
es de una 
uadráti
a:

2 cosα±
√
4 cos2 α− 4

2
=

2 cosα±
√

4 (cos2 α− 1)

2
= cosα±

√

cos2 α− 1
︸ ︷︷ ︸

=

= cosα±
√

− sin2 α = cosα± i sinα ⇒
aval (TB) = {1, cosα− i sinα, cosα+ i sinα}

Vemos que, dependiendo de α los autovalores serán reales o 
omplejos:
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1. Si sinα = 0 ⇒ aval (TB) ⊂ R por lo tanto:

a) Si α = 2kπ, k ∈ Z+ {0} ⇒
{

sinα = 0

cosα = 1
⇒ aval (TB) = {1, 1, 1}

b) Si α = π + 2kπ, k ∈ Z + {0} ⇒
{

sinα = 0

cosα = −1
⇒ aval (TB) =

{1, −1, −1}

2. Si sinα 6= 0 ⇒ aval (TB) ⊂ C ⇐⇒ α 6= kπ, k ∈ Z+ {0}

a) Si α = π
2 + 2kπ, k ∈ Z + {0} ⇒

{

sinα = 1

cosα = 0
⇒ aval (TB) =

{1, i, −i}

b) Si α = 3
2π + 2kπ, k ∈ Z + {0} ⇒

{

sinα = −1

cosα = 0
⇒ aval (TB) =

{1, i, −i}

) Si α ∈

(
0, π2

)
∪
(
π
2 , π

)
∪
(
π, 3

2π
)
∪
(
3
2π, 2π

)
(o múltiplos que den mas

vueltas)⇒los autovalores de TB serán 
omplejos �mixtos�.

Cal
ulamos autove
tores:

Sλ=1 = nul (TB − I) = nul





0 0 0
0 cosα− 1 − sinα
0 sinα cosα− 1





x1 ∈ R
(cosα− 1)x2 = (sinα)x3

(sinα)x2 = (1− cosα)x3

⇒

1. Si sinα 6= 0

⇒ x3 =
cosα− 1

sinα
x2 ⇒ (sinα)x2 = (1− cosα)

cosα− 1

sinα
x2 ⇒

(
sin2 α

)
x2 =

(

− 1− cos2 α
︸ ︷︷ ︸

+2 cosα

)

x2 =
(

− sin2 α
︸ ︷︷ ︸

+2 cosα
)

x2 ⇒

⇒ x2 =
2 cosα− sin2 α

sin2 α
x2 ⇐⇒

⇐⇒ 2 cosα− sin2 α

sin2 α
= 1

y a
á no se 
ómo seguir... Uno quisiera suponer que ésto se 
umple para

ningún α ya que el uni
o autoespa
io real que deberíamos obtener es el

del eje de rota
ión, peeeeeeroooo...

2. Si sinα = 0 ⇒ dos op
iones: (a) cosα = 1 o (b) cosα = −1
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a) Si α = 2kπ, k ∈ Z+ {0}

⇒ Sλ=1 = nul





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 = R3

b) Si α = π + 2kπ, k ∈ Z+ {0}

⇒ Sλ=1 = nul





0 0 0
0 −2 0
0 0 −2



 = gen











1
0
0











Los autoespa
ios 
omplejos no me los pidas.

19.(
). T : V → V la proye

ión orto
onal sobre un subespa
io S siendo

dim(V) = n. Hallar autovalores y autove
tores.

Vamos a de�nir nuestra transforma
ión en algún sistema de 
oordenadas

útil. Sea

BON(S) = {s1, s2, . . . , sk} , k ≤ n

una base ortonormal de S, enton
es, la matriz de proye

ión sobre S será

PS = QQH

dónde

Q = [s1|s2| . . . |sk]
Ahora 
ompletamos una base de V utilizando el 
omplemento ortogonal de S:

BON(V) = B =
{
s1, s2, . . . , sk, s

⊥
1 , s

⊥
2 , . . . , s

⊥
n−k

}

Apliquemosle a 
ada ve
tor de B la transforma
ión lineal para luego poder

armar una matriz que la represente:







T (s1) = s1

T (s2) = s2
.

.

.

T (sk) = sk

T (s⊥1 ) = 0V

T (s⊥2 ) = 0V
.

.

.

T (s⊥n−k) = 0V
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Con esta informa
ión podemos armar TB
5

:

TB =

















1
1 0

.

.

.

1
0

0

0
.

.

.

0

















tal que

[T (x)]B = TB [x]B

y 
omoTE = CBETBCEB ⇒ TB ∼ TE ⇒ aval (TB) = aval (TE) y además si

x ∈ avec (TB) ⇒ CBEx ∈ avec (TE) y por lo tanto podemos hallar toda la

informa
ión que nos soli
itan.

Autovalores: ha
emos lo de siempre → P (λ) = det (TB − λIn×n)

det

















1− λ
1− λ 0

.

.

.

1− λ
−λ

−λ

0
.

.

.

−λ

















= (1− λ)
k
(−λ)

n−k

Si no sabes 
ómo se 
al
ula ese determinante tan rápido: propiedad→el determi-

nante de una matriz triangular es el produ
to de los elementos de su diagonal.

Vemos enton
es que ya tenemos el polinomio fa
torizado y los autovalores

de TE son

k ve
es n− k ve
es

aval (TE) =

{
︷ ︸︸ ︷

1, 1, . . . 1,
︷ ︸︸ ︷

0, 0, . . . 0

}

Autove
tores:

5

Ver 
ómo se ha
e en la se

ión 4 al �nal del do
umento.
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1. Para la matriz TB →Sλ=1 = nul (TB − I)

nul (TB − I) = nul

































0
0 0

.

.

.

0
−1

−1

0
.

.

.

−1

































= gen























1
0
.

.

.

0
0
0
.

.

.

0

















,

















0
1
.

.

.

0
0
0
.

.

.

0

















, . . . ,

















0
0
.

.

.

1
0
0
.

.

.

0
























omo ésta informa
ión la tenemos 
odi�
ada en las 
oordenadas en base

B → las pasamos a la base 
anoni
a y obtenemos los autove
tores de TE

Sλ=1 = gen {s1, s2, . . . , sk}

2. Para la matriz TB → Sλ=0 = nul (TB)

nul (TB) = nul

































1
1

.

.

.

1
0

0
.

.

.

0

































= gen























0
0
.

.

.

0
1
0
.

.

.

0

















,

















0
0
.

.

.

0
0
1
.

.

.

0

















, . . . ,

















0
0
.

.

.

0
0
0
.

.

.

1























y nuevamente de
odi�
amos ésta informa
ión para obtener los autove
-

tores de TE

Sλ=0 = gen
{
s⊥1 , s

⊥
2 , . . . , s

⊥
n−k

}

Obtuvimos algo que se podría haber sabido de antemano sin 
al
ular y

por intui
ion: Si T proye
ta sobre S enton
es es obvio que todos los ve
-

tores que están en S no serán afe
tados por T ya que su proye

ión son

ellos mismos, es de
ir que serán multipli
ados por 1 y por eso resultó que

Sλ=1 = S. Por otro lado, los ve
tores que están en S⊥
serán anulados por

la transforma
ión ya que su proye

ión sobre S será el 0V y por esto resultó

que obtuvimos que Sλ=0 = S⊥
.

19.(d) T : C∞ → C∞
tal que T (f) = f ′−f . Hallar autovalores y autove
tores.

Éste ejer
i
io no lo podemos en
arar 
omo veniamos ha
iendo ya que ∄ una

base de C∞
... Pero todavía nos queda la de�ni
ión de autovalor y autove
tor:

λ ∈ aval (T ) y v ∈ avec (T ) ⇐⇒ T (v) = λv ⇒

T (f) = f ′ − f = λf ⇒ f ′ = f (1 + λ)
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Esto es una sen
illa e
ua
ión diferen
ial.

df

f
= (1 + λ) dx ⇒

ˆ

df

f
=

ˆ

(1 + λ) dx

⇒ ln f = (1 + λ) x+ c ⇒ f = ex(1+λ)+c = kex(1+λ) ⇒
En ningún momento tuvimos que imponer restri

ión alguna sobre λ ⇒

aval (T ) = {λ ∈ R}

y los autoespa
ios son

Sλ=λi
= gen

{

ex(1+λi)
}

donde omitimos la 
onstante k por el siguiente motivo: Si S = gen
{
kealgo, k ∈ R

}
⇒

f ∈ S ⇐⇒ f = αkealgo donde α te indi
a la 
oordenada de f en S... Pero si k
es 
ualquier número, es 
omo que lo podés meter adentro de α y no te 
ambia

nada, por lo tanto es fa
tible �jar el valor de k en algún número 6= 0 y simpli�
ar

nota
ión.

19.(e). T : C∞ → C∞
tal que T (f) = f ′′

. Hallar autovalores y autove
tores.

Trabajamos 
on la de�ni
ion:λ ∈ aval (T ) y v ∈ avec (T ) ⇐⇒ T (v) = λv ⇒

T (f) = f ′′ = λf

y esto es una e
ua
ión diferen
ial de segundo orden que la resolveis 
omo mas

os plaz
a. Si prestais un po
o de aten
ion notareis que se trata de resolver un

sistema homogéneo:

f ′′ − λf = 0

en el que para 
ada λ la solu
ión es el autoespa
io aso
iado, por lo que pro-

ponemos la milagrosa solu
ión de las e
ua
iones de segundo orden:







fh = eax

f ′
h = aeax

f ′′
h = a2eax

a ∈ C

enton
es reemplazando en f ′′ − λf = 0 nos queda

eax
(
a2 − λ

)
= 0 ⇐⇒ a2 − λ = 0

︸ ︷︷ ︸

A
á tenemos varias posibilidades de resolu
ión de la e
ua
ión:

1. Si λ ∈ R →

a) Si λ ∈ R > 0 ⇒ ∃a1, a2 ∈ R tales que a1 = −a2 = a son raí
es y

a21 = a22 = λ enton
es las solu
iones serán Sλ>0 = gen {eax, e−ax}
b) Si λ = 0 ⇒ a = 0 y las solu
iones serán Sλ=0 = gen {1, x}
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) Si λ ∈ R < 0 ⇒ ∃a1, a2 raí
es tales que a1 = −a2 = ia 
on a =√
−λ ∈ R (porque −λ > 0) y a21 = a22 = −a2 = −

(√
−λ
)2

=

λ por lo que la solu
iones son Sλ<0 = gen
{

ei
√
−λx, e−i

√
−λx

}

=

gen
{
sin(

√
−λx), cos(

√
−λx)

}

2. Si λ ∈ C →ni en pedo lo hago.

19.(f). T : R2×2 → R2×2
tal que T (A) = A + AT

. Hallar autovalores y

autove
tores.

Dado que







A+AT = 2A si A ∈ Msimétricas

A+AT =

[

2a11 0

0 2a22

]

si A∈ Mantisimétricas

quizas nos 
onvenga utilizar una base del subespa
io de matri
es simétri
as.

Sea S = gen

{[
1 0
0 0

]

,

[
0 0
0 1

]

,

[
0 1
1 0

]}

el subespa
io de las matri
es

simétri
as y S⊥ = gen

{[
0 −1
1 0

]}

el subespa
io de algunas matri
es anti-

simétri
as (no todas). Es 
laro que podemos de�nir una base de R2×2
ya que S⊕

S⊥ = R2×2
. Enton
es sea nuestra baseB =

{[
1 0
0 0

]

,

[
0 0
0 1

]

,

[
0 1
1 0

]

,

[
0 −1
1 0

]}

.







T

([

1 0

0 0

])

=

[

2 0

0 0

]

T

([

0 0

0 1

])

=

[

0 0

0 2

]

T

([

1 0

0 1

])

=

[

2 0

0 2

]

T

([

0 −1

1 0

])

=

[

0 0

0 0

]

Con ésta informa
ión podemos armar la matriz

TB =







2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 0







Los autovalores son

aval (TB) = {2, 2, 2, 0}
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ya que al ser una matriz diagonal son los mismos elementos de la diagonal. Los

autoespa
ios serán los que de�nieron a la transforma
ion respe
tivamente:

Sλ=2 = S

Sλ=0 = S2

19.(g). T : P2 → P2 tal que T (p(x)) = p(3x − 1). Hallar autovalores y

autove
tores.

No se me o
urre ningún tru
o 
omo para �zafar� así que lo planteamos de

una. Sea la base B =
{
1, x, x2

}
⇒







T (1) = 1

T (x) = 3x− 1

T (x2) = 9x2 − 6x+ 1

y la respe
tiva matriz es

TB =





1 −1 1
0 3 −6
0 0 9





Uhh, �jate que quedó una matriz triangular superior y eso es piola porque los

autovalores son los elementos de la diagonal (Y).

aval (T ) = {1, 3, 9}

Bus
amos los autoespa
ios:

Sλ=1 = nul (TB − I) = nul





0 −1 1
0 2 −6
0 0 8





→
F2 + 2F1

→
→

→ nul





0 −1 1
0 0 −4
0 0 8





x2 = x3

x3 = 0
x3 = 0

= gen {1}

Sλ=3 = nul (TB − 3I) = nul





−2 −1 1
0 0 −6
0 0 6





x2 = −2x1

x3 = 0
x3 = 0

= gen {1− 2x}

Sλ=9 = nul (TB − 9I) = nul





−8 −1 1
0 −6 −6
0 0 0





x2 = −8x1 + x3

−x2 = x3 = 4x1

⇒ x2 = −4x1

= gen
{
1− 4x+ 4x2

}
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20. Sea T una matriz. 2 es un autovalor y los otros dos son 
omplejos 
onju-

gados. Hallar los valores sabiendo detT = 50 y trT = 8.

propiedades→
{

trT =
∑

λi ⇒ 8 = 2 + α+ α

detT =
∏

λi ⇒ 50 = 2αα

De resolver ese sen
illo sistema se obtiene

aval(T ) = {2, 3 + 4i, 3− 4i}

21. Sea A la matriz que representa a una transforma
ión lineal T : V → V

on dim(V) = 3. Si T tiene tres autovalores diferentes, 
uales son mayores que


ero, menores que 
ero o iguales?

A =





0 a b
c 0 0
0 d 0



→ a, b, c > 0

Cal
ular el polinomio 
ara
terísti
o es bastante bardero (ya lo intenté y

fra
asé), pero �jate algo interesante: detA = bcd y 
omo son todos mayores que


ero ⇒ detA > 0. Además detA =
∏

λi ⇒ λi 6= 0∀i.

2. Prá
ti
a 5: Sistemas de ED

1.(a). A =

[
3 1
1 3

]

Bus
amos diagonaliza
ión de A → autovalores:

det (A− λI) = det

(
3− λ 1
1 3− λ

)

= (3− λ)
2 − 1 = λ2 − 6λ+ 8 ⇒

⇒ aval(A) = {2, 4}
Autove
tores:

Sλ=2 = nul (A− 2I) = nul

(
1 1
1 1

)

= gen

{[
1
−1

]}

Sλ=4 = nul

(
−1 1
1 −1

)

= gen

{
1
1

}

Enton
es, una diagonaliza
ión de A será:

A =

[
1 1
−1 1

] [
2 0
0 4

] [
1/2 −1/2
1/2 1/2

]

Siendo nuestro sistema original X ′ = AX ha
emos un 
ambiaso de variables:

Q−1X ′
︸ ︷︷ ︸

= DQ−1X
︸ ︷︷ ︸

→ Y ′ = DY

Q−1X ′ =

[
1/2 −1/2
1/2 1/2

] [
x′
1

x′
2

]

=

[
y′1
y′2

]
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Q−1X =

[
1/2 −1/2
1/2 1/2

] [
x1

x2

]

=

[
y1
y2

]

y obtenemos nuestro sistema

[
y′1
y′2

]

=

[
2 0
0 4

] [
y1
y2

]

⇒

⇒
{

y′1 = 2y1 → y1(t) = c1e
2t

y′2 = 4y2 → y2(t) = c2e
4t

Ahora tenemos que rees
ribirlo en nuestra variable original. Y = Q−1X ⇒ X =
QY 
on lo que obtenemos

X =

[
1 1
−1 1

] [
c1e

2t

c2e
4t

]

=

[
c1e

2t + c2e
4t

c2e
4t − c1e

2t

]

1.(b). A =

[
1 −2
1 −2

]

Bus
amos diagonaliza
ión→det

(
1− λ −2
1 −2− λ

)

= (1− λ) (−2− λ) +

2 = λ2 + λ ⇒ aval(A) = {−1, 0}
Autove
tores:

Sλ=−1 = nul (A+ I) = nul

(
2 −2
1 −1

)

= gen

{[
1
1

]}

Sλ=0 = nul(A) = nul

(
1 −2
1 −2

)

= gen

{[
2
1

]}

Por lo que la diagonaliza
ión es

A =

[
1 2
1 1

] [
−1 0
0 0

] [
−1 2
1 −1

]

Planteamos el sistema

Y ′ = DY ⇒
{

y′1 = −y1 → y1(t) = c1e
−t

y′2 = 0 → y2(t) = c2

Volvemos a las variables originales

X =

[
1 2
1 1

]

Y =

[
1 2
1 1

] [
c1e

−t

c2

]

⇒

⇒ X =

[
c1e

−t + 2c2
c1e

−t + c2

]
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1.(
). A =





2 2 −6
2 −1 −2
−2 −1 1





Diagonalizo:

det





2− λ 2 −6
2 −1− λ −2
−2 −1 1− λ





→
→
F3 + F2

= det





2− λ 2 −6
2 −1− λ −2
0 −2− λ −1− λ



 =

(2− λ)

∣
∣
∣
∣

−1− λ −2
−2− λ −1− λ

∣
∣
∣
∣
−2

∣
∣
∣
∣

2 −6
−2− λ −1− λ

∣
∣
∣
∣
= imposible no equivo
arse...

2.(a). A =

[
2 −1
−1 2

]

Diagonalizamos → det

(
2− λ −1
−1 2− λ

)

= (2− λ)
2− 1 = 0 ⇐⇒ |2−λ| =

1 ⇒ aval(A) = {3, 1}
Autove
tores

Sλ=3 = nul (A− 3I) = nul

(
−1 −1
−1 −1

)

= gen

{[
1
−1

]}

Sλ=1 = nul

(
1 −1
−1 1

)

= gen

{[
1
1

]}

y la diagonaliza
ión es

A =

[
1 1
−1 1

] [
3 0
0 1

] [
1/2 −1/2
1/2 1/2

]

Resolvemos el sistema

{

y′1 = 3y1 → y1 = c1e
3t

y′2 = y2 → y2 = c2e
t

⇒ Y =

[
c1e

3t

c2e
t

]

y 
ambiamos de variables

X = QY =

[
1 1
−1 1

] [
c1e

3t

c2e
t

]

=

[
c1e

3t + c2e
t

c2e
t − c1e

3t

]

Falta ahora la 
ondi
ión ini
ial

X(0) =

[
c1e

0 + c2e
0

c2e
0 − c1e

0

]

=

[
c1 + c2
c2 − c1

]

=

[
1
−2

]

⇒

⇒ c1 = −3

2
, c2 = −1

2
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3.(a) A =

[
0 1
−1 0

]

Diagonalizamo amigo→ det

(
−λ 1
−1 −λ

)

= λ2 + 1 ⇒ aval(A) = {−i, i}

Sλ=−i = nul

(
i 1
−1 i

)

= gen

{[
1
−i

]}

Sλ=i = nul

(
−i 1
−1 −i

)

= gen

{[
1
i

]}

y la diagonaliza
ión queda

A =

[
1 1
−i i

] [
−i 0
0 i

] [
1/2 1/2i
1/2 −1/2i

]

Resolvemos el sistema

{

y′1 = −iy1 → y1 = c1e
−it

y′2 = iy2 → y2 = c2e
it

c1, c2 ∈ C

Pasamos a las viejas 
oordenadas

X =

[
1 1
−i i

] [
c1e

−it

c2e
it

]

=

[
c1e

−it + c2e
it

ic2e
it − ic1e

−it

]

⇒ X ∈ gen

{[
e−it

−ie−it

]

,

[
eit

ieit

]}

Usando la identidad de Euler

(
eiα = cosα+ i sinα 6= 0 ∀α ∈ R

)
lo es
ribimos


omo

X ∈ gen

{[
cos(−t) + i sin(−t)

−i (cos(−t) + i sin(−t))

]

,

[
cos t+ i sin t

i (cos t+ i sin t)

]}

=

= gen

{[
cos t− i sin t
−i cos t− sin t

]

,

[
cos t+ i sin t
i cos t− sin t

]}

Nos piden solamente las solu
iones reales, así que todo lo que tiene una i lo
tenemos que sa
ar. El tema es que hay que ser muy 
uidadosos ya que X ∈
C − espacio y si lo multipli
amos por i nos dará nuevas solu
iones que son

linealmente dependientes en C pero no en R.
Fijate lo que digo 
on un ejemplo sen
illo:

Sea S = gen

{[
0
i

]

,

[
i
i

]}

un C-espa
io y suponete que nos interesa

solamente la parte real. Uno podría de
ir �fa
il, no hay generadores reales

así que no tiene�... Pero estarías 
ometiendo un equívo
o grave por lo

siguiente:

S = gen

{[
0
i

]

,

[
i
i

]}

= gen

{

α

[
0
i

]

, α

[
i
i

]}
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donde α es un es
alar, porque gen {v} = gen {2v} = gen {αv}. Pero en

nuestro 
aso α ∈ C ⇒�jate lo que pasa si α = i

S = gen

{

i

[
0
i

]

, i

[
i
i

]}

= gen

{[
0
−1

]

,

[
−1
−1

]}

Por lo tanto y 
onsiderando que S es un C-espa
io enton
es:

S = gen

{[
0
i

]

,

[
i
i

]

,

[
0
−1

]

,

[
−1
−1

]}

︸ ︷︷ ︸

= gen

{[
0
1

]

,

[
1
1

]}

es ld en C

y ahora la 
osa 
ambia, no?

Bueno, apliquemos lo mismo de a
á arriba al ejer
i
io posta:

X ∈ gen

{[
cos t− i sin t
−i cos t− sin t

]

,

[
cos t+ i sin t
i cos t− sin t

]}

→ multipli
o por i

⇒ X ∈ gen

{[
i cos t+ sin t
cos t− i sin t

]

,

[
i cos t− sin t
− cos t− i sin t

]}

y ahora tomamos la parte real de 
ada uno de estas dos bases

X ∈ gen

{[
cos t
− sin t

]

,

[
cos t
− sin t

]

,

[
sin t
cos t

] [
− sin t
− cos t

]}

y para no tener 
osas de mas

X ∈
{[

sin t
cos t

]

,

[
cos t
− sin t

]}

Ojo que el resuelto de la página o�
ial 
reo que está mal...

3.(b). A =





2 1 −1
0 0 1
0 −2 2





Bus
amos diagonaliza
ión→ det





2− λ 1 −1
0 −λ 1
0 −2 2− λ



 = (2− λ)

∣
∣
∣
∣

−λ 1
−2 2− λ

∣
∣
∣
∣
=

(2− λ) [(−λ) (2− λ) + 2] = (2− λ)
[
λ2 − 2λ+ 2

]
⇒aval(A) = {2, 1 + i, 1− i}

Autove
tores

Sλ=2 = nul





0 1 −1
0 −2 1
0 −2 0





x2 = x3

x1 ∈ C
x2 = 0

= gen











1
0
0











Sλ=1+i = nul (A− (1 + i)I) = nul





1− i 1 −1
0 −1− i 1
0 −2 1− i





F1 + F2

→
F3 − (1− i)F2

=
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= nul





1− i −i 0
0 −1− i 1
0 0 0





x1 = (−1/2 + 1/2i)x2

x3 = (1 + i)x2

x2 ∈ C
⇒

Sλ=1+i = gen











−1+i
2
1

1 + i











Sλ=1−i = nul (A− (1− i)I) = nul





1 + i 1 −1
0 i− 1 1
0 −2 1 + i





F1 + F2

→
F3 − (1 + i)F2

=

= nul





1 + i i 0
0 i− 1 1
0 0 0





x1 = (−1/2 − 1/2i)x2

x3 = (1− i)x2

x2 ∈ C
⇒

Sλ=1−i = gen











−1−i
2
1

1− i











Y la diagonaliza
ión resulta

A =





1 −1 + i −1− i
0 2 2
0 2 + 2i 2− 2i









2 0 0
0 1 + i 0
0 0 1− i









1 1 − 1
2

0 1+i
4 − i

4
0 1−i

4
i
4





Resolvemos el sistema







y′1 = 2y1 → y1 = c1e
2t

y′2 = (1 + i) y2 → y2 = c2e
(1+i)t

y′3 = (1− i) y3 → y3 = c3e
(1−i)t

y volvemos a las variables originales

X =





1 −1 + i −1− i
0 2 2
0 2 + 2i 2− 2i









c1e
2t

c2e
(1+i)t

c3e
(1−i)t



 = c1e
2t





1
0
0



+c2e
(1+i)t





−1 + i
2

2 + 2i



+c3e
(1−i)t





−1− i
2

2− 2i





y los generadores del subespa
io 
omplejo son

X ∈ gen






e2t





1
0
0



 , et+it





i− 1
2

2 + 2i



 , et−it





−1− i
2

2− 2i











Es momento de apli
ar la magi
a identidad de Euler pa poder separar 
laramente

en parte real e imaginaria







e2t = e2t

et+it = et (cos t+ i sin t)

et−it = et (cos t− i sin t)
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y reemplazarlo en los generadores para obtener:

X ∈ gen











e2t

0
0



 ,





et (− (cos t+ sin t) + i (cos t− sin t))
et (2 cos t+ 2i sin t)

et (2 (cos t− sin t) + 2i (cos t+ sin t))



 ,





et (− (cos t+ sin t) + i (sin t− cos t))
et (2 cos t+ 2i sin t)

et (2 (cos t− sin t)− 2i (cos t+ sin t))











Ahora hay que multipli
ar toda esa basura por i para generar otra base que es

linealmente dependiente en C pero no en R

X ∈ gen











ie2t

0
0



 ,





et (−i (cos t+ sin t)− (cos t− sin t))
et (i2 cos t− 2 sin t)

et (i2 (cos t− sin t)− 2 (cos t+ sin t))



 ,





et (−i (cos t+ sin t)− (sin t− cos t))
et (i2 cos t− 2 sin t)

et (i2 (cos t− sin t) + 2 (cos t+ sin t))











y nos quedamos solamente 
on las partes reales de 
ada 
onjunto, enton
es

X ∈ gen











e2t

0
0





︸ ︷︷ ︸

, et





− cos t− sin t
2 cos t

2 (cos t− sin t)



 , et





− cos t− sin t
2 cos t

2 (cos t− sin t)



 , et





cos t− sin t
2 sin t

2 (cos t+ sin t)





︸ ︷︷ ︸

, et





sin t− cos t
2 sin t

−2 (cos t+ sin t

Los dos indi
ados están bien porque apare
en en los resueltos o�
iales. Entre los

otros debe haber alguna 
ombina
ión lineal tal que te queda lo de los resueltos,

pero no tengo ganas de �jarme...

5.(a). X ′ =

[
2 −1
−1 2

]

X +

[
et

−e2t

]

Diagonalizamos→ aval(A) ⇒ (2− λ)2−1 = 0 ⇐⇒ |2−λ| = 1 ⇒ aval(A) =
{1, 3}

Autove
tores

Sλ=1 = nul

(
1 −1
−1 1

)

= gen

{[
1
1

]}

Como A es simétri
a enton
es

Sλ=3 = S⊥
λ=1 = gen

{[
1
−1

]}

Enton
es una diagonaliza
ión es

A =

[
1 1
1 −1

] [
1 0
0 3

] [
0,5 0,5
0,5 −0,5

]

Y ahora podemos ha
er unos tru
os 
on 
ambios de variables, si Y = P−1X ⇒

X ′ = PDP−1X +B → P−1X ′ = DP−1X + P−1B →

→ Y ′ = DY + P−1B
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donde

P−1B =
1

2

[
1 1
1 −1

] [
et

−e2t

]

=
1

2

[
et − e2t

et + e2t

]

y el sistema resultante es

{

y′1 = y1 +
et−e2t

2

y′2 = 3y2 +
et+e2t

2

Resolvemos y′1 − y1 = et−e2t

2 ⇒fa
tor integrante

6 u = e−t ⇒

e−ty′1 − e−ty1
︸ ︷︷ ︸

= e−t e
t−e2t

2 = 1−et

2 ⇒

(y1e
−t)

′

y1e
−t =

ˆ

1− et

2
dt =

1

2
t− et

2
+ c1 ⇒

⇒ y1 =
tet

2
+ c1e

t − e2t

2

Resuelvo la segunda línea y′2 − 3y2 =
et+e2t

2 ⇒ u = e−3t ⇒

e−3ty′2 − 3e−3ty2
︸ ︷︷ ︸

= e−3t et+e2t

2 = 1
2

(
e−2t + e−t

)
⇒

(
y2e

−3t
)′

y2e
−3t =

1

2

ˆ

(
e−2t + e−t

)
dt =

1

2

(
e−2t

−2
+

e−t

−1

)

+ c2 =
e−2t

−4
+

e−t

−2
+ c2 ⇒

⇒ y2 = −et

4
− e2t

2
+ c2e

3t

y ahora volvemos al viejo sistema de 
oordenadas ha
iendo X = PY :

X =

[
1 1
1 −1

] [
tet

2 + c1e
t − e2t

2

− et

4 − e2t

2 + c2e
3t

]

=

[
1
2 te

t + c1e
t − 1

2e
2t − 1

4e
t − 1

2e
2t + c2e

3t

1
2 te

t + c1e
t − 1

2e
2t + 1

4e
t + 1

2e
2t − c2e

3t

]

y separandolo mas lindo queda:

X = c1e
t

[
1
1

]

+ c2e
3t

[
1
−1

]

+

[
1
2 te

t − 1
4e

t − e2t
1
2 te

t + 1
4e

t

]

, c1, c2 ∈ R

6

Es un método de resolu
ión que se ve en análisis matemáti
o 2 que a mi me gusta mas ya

que te da de una la solu
ión general. En realidad es lo mismo pero 
on otra forma...
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5.(b). X ′ +

[
0 −1
−1 0

]

X =

[
t
−t

]

Bus
amos diagonaliza
ión de la matriz aval(A) ⇒ λ2 − 1 = 0 ⇐⇒ |λ| =
1 ⇒ aval(A) = {1,−1}

Autove


Sλ=1 = nul

(
−1 −1
−1 −1

)

= gen

{
1
−1

}

Sλ=−1 = nul

(
1 −1
−1 1

)

= gen

{[
1
1

]}

Enton
es la diagonaliza
ión es

P D P−1

A =

︷ ︸︸ ︷
[

1 1
−1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

1 0
0 −1

]
︷ ︸︸ ︷

1

2

[
1 −1
1 1

]

y ha
emos el glorioso 
ambio de 
oordenadas X ′ + PDP−1X = F (t) → Y =
P−1X ⇒P−1X ′

︸ ︷︷ ︸
+DP−1X

︸ ︷︷ ︸
= P−1F (t
︸ ︷︷ ︸

)

Y ′ +

[
1 0
0 −1

]

Y =
1

2

[
1 −1
1 1

] [
t
−t

]

=

[
t
0

]

y es
rito 
omo e
ua
iones es

{

y′1 + y1 = t (1)

y′2 − y2 = 0 (2)

Resuelvo (1)→fa
tor integrante

7⇒ u = et →

ety′1 + ety1
︸ ︷︷ ︸

= tet ⇒

(y1e
t)

′

⇒ y1e
t =

ˆ

tetdt = et (t− 1) + c1 ⇒

⇒ y1 = t− 1 + c1e
−t

Resuelvo (2) → u = e−t ⇒

e−ty′2 − e−ty2
︸ ︷︷ ︸

= 0 ⇒

⇒
︷ ︸︸ ︷

y2e
−t =

ˆ

0dt = c2 ⇒

y2 = c2e
t

7

Es un método de resolu
ión que se ve en análisis matemáti
o 2 que a mi me gusta mas ya

que te da de una la solu
ión general. En realidad es lo mismo pero 
on otra forma...
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y ahora solo nos falta volver a las 
oordenadas originales pi
hon:

X = PY =

[
1 1
−1 1

] [
t− 1 + c1e

−t

c2e
t

]

=

=

[
t− 1 + c1e

−t + c2e
t

c2e
t − t+ 1− c1e

−t

]

⇒

lo expresamos mas líndo:

X = c1e
−1

[
1
−1

]

+ c2e
t

[
1
1

]

+

[
t− 1
1− t

]

6. Hallar A tal que la solu
ión de X ′ = AX sea X =

[
c1e

−t + c25e
3t

c12e
−t + c2e

3t

]

→
A

B
C

D
E

FG

CalCulo X ′ →
X ′ =

[
−c1e

−t + c28e
3t

−2c1e
−t + 3c2e

3t

]

enton
es [
−c1e

−t + c28e
3t

−2c1e
−t + 3c2e

3t

]

= A

[
c1e

−t + c25e
3t

c12e
−t + c2e

3t

]

⇒
{

a11
(
c1e

−t + c25e
3t
)
+ a12

(
c12e

−t + c2e
3t
)
= −c1e

−t + c28e
3t

a21
(
c1e

−t + c25e
3t
)
+ a22

(
c12e

−t + c2e
3t
)
= −2c1e

−t + 3c2e
3t

le asignamos valores a c1 = c2 = 1 para ha
er mas fá
il

{

a11
(
e−t + 5e3t

)
+ a12

(
2e−t + e3t

)
= −e−t + 8e3t

a21
(
e−t + 5e3t

)
+ a22

(
2e−t + e3t

)
= −2e−t + 3e3t

y enton
es

{

e−t (a11 + 2a12) + e3t (5a11 + a12) = −e−t + 8e3t

e−t (a21 + 2a22) + e3t (5a21 + a22) = −2e−t + 3e3t

Como

{
e−t, e3t

}
es linealmente intependiente, éstas dos e
ua
iones se 
umplen

⇐⇒ 





a11 + 2a12 = −1 → a11 = −1− 2a12

5a11 + a12 = 8 → 5 (−1− 2a12) + a12 = 8

a21 + 2a22 = −2 → a21 = 2 (−1− a22)

5a21 + a22 = 3 → 10 (−1− a22) + a22 = 3

⇒ A =
1

9

[
17 −13
8 −13

]

31



7. Considere la e
ua
ión y′′ + ay′ + by = 0 y el sistema Y ′ =

[
0 1
−b −a

]

Y

1. Probar que si Y es solu
ión del sistema, enton
es y1 es solu
ión de la

e
ua
ión de segundo orden.

Es
ribamos el sistema 
omo un sistema

sistema →
{

y′1 = y2 (a)

y′2 = −by1 − ay2 (b)

Bus
o las segundas derivadas:

derigo el sistema →
{

y′′1 = y′2 (c)

y′′2 = −by′1 − ay′2 (d)

Despejo de (b):

y1 = −y′2 + ay2
b

⇐⇒ b 6= 0

enton
es tenemos







y1 = − y′

2
+ay2

b
⇐⇒ b 6= 0

y′1 = y2

y′′1 = y′2

y si reemplazamos en y′′ + ay′ + by = 0 tenemos lo que bus
abamos:

y′2 + ay2 + b

(

−y′2 + ay2
b

)

= 0

2. Gilada

3. Mas gilada

10. Sea A ∈ R2×2
diagonalizable, 
on autovalores reales y detA > 0 y trA <

0. Muestre que toda solu
ión de Y ′ = AY veri�
a que ĺımt→+∞ yi = 0.

Sean aval(A) = {λ1, λ2} ⇒
{

detA = λ1λ2 > 0

trA = λ1 + λ2 < 0
⇐⇒ λ1 < 0 y λ2 < 0.

Enton
es, supongase una diagonaliza
iónA = QDQ−1
y se 
ambian las variables

según X = Q−1Y . Resulta el sistema

X ′ = DX →
{

x′
1 = λ1x ⇒ x1 = c1e

λ1t

x′
2 = λ2x ⇒ x2 = c2e

λ2t

Como λ1 < 0 y λ2 < 0, ambas fun
iones son de
re
ientes 
on asintota en 0 y el


ambio de variables a las originales simplemente es una 
ombina
ión lineal de

ellas, que también tenderá a 0.
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3. Prá
ti
a 6: Matri
es hermíti
as. Formas 
uadráti-


as. DVS

6. Diagonalizar ortogonalmente:

1. A =

[
3 1
1 3

]

Autovalores

8

: det

(
3− λ 1
1 3− λ

)

= (3− λ)
2 − 1 = 0 ⇐⇒ |3 − λ| =

1 ⇒ aval(A) = {2, 4}
Autove
tores:

Sλ=2 = nul

(
1 1
1 1

)

= gen

{[
1
−1

]}

Sλ=4 = nul

(
−1 1
1 −1

)

= gen

{[
1
1

]}

Fijaos que Sλ=2 = S⊥
λ=4 y esto es una propiedad piola de las matri
es

simétri
as.

La diagonaliza
ión que bus
amos es A = PDPT
donde las 
olumnas de

P forman una base ortonormal de R2

onstruida 
on autove
tores de A.

Enton
e solo tenemo que normaliza lo autove
tore amigo:

P D P−1 = PT

A =

︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
1 1
−1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

2 0
0 4

]
︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
1 −1
1 1

]

2. B =





1 1 3
1 3 1
3 1 1





Autovalores: det





1− λ 1 3
1 3− λ 1
3 1 1− λ



 =algo→ aval(B) = {−2, 2, 5}

Autove
tores

Sλ=−2 = nul





3 1 3
1 3 1
3 1 3



 = nul





3 1 3
0 8 0
0 0 0



 = gen











1
0
−1











Sλ=2 = nul





−1 1 3
1 1 1
3 1 −1



 = nul





−1 0 1
0 2 4
0 0 0





x1 = x3

x2 = −2x3

x3 ∈ R
= gen











1
−2
1











Sλ=5 = nul





−4 1 3
1 −2 1
3 1 −4



 = nul





−1 0 1
0 1 −1
0 0 0





x1 = x3

x2 = x3

x3 ∈ R
= gen











1
1
1











8

Propiedad: aval(A) ⊂ R∀A simétri
a.
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Vamos por buen 
amino ya que todos los autoespa
ios son ortogonales.

Normalizamo lo ve
tore y armamo la de
omposisiong:

P D P−1 = PT

A =

︷ ︸︸ ︷




1/
√
2 1/

√
6 1/

√
3

0 −2/
√
6 1/

√
3

−1/
√
2 1/

√
6 1/

√
3





︷ ︸︸ ︷




−2 0 0
0 2 0
0 0 5





︷ ︸︸ ︷




1/
√
2 0 −1/

√
2

1/
√
6 −2/

√
6 1/

√
6

1/
√
3 1/

√
3 1/

√
3





7. Diagonalizar unitariamente:

1. A =

[
0 i
−i 0

]

Autovalores→ det

(
−λ i
−i −λ

)

= λ2 − 1 ⇒ aval(A) = {−1, 1}
Autove
tores:

Sλ=−1 = nul

(
1 i
−i 1

)

= nul

(
1 i
0 0

)

= gen

{[
−i
1

]}

Sλ=1 = nul

(
−1 i
−i −1

)

= nul

(
−1 i
0 0

)

= gen

{[
i
1

]}

Con el produ
to interno 
anóni
o en C2
son ortogonales (piC2 = xTx) así

que tamos bien! Normalizamos y armamos las matri
es

P D P−1 = PT

A =

︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
−i i
1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

−1 0
0 1

]
︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
−i 1
i 1

]

2. B =





1 i 0
−i 1 0
0 0 1





Autovalores det





1− λ i 0
−i 1− λ 0
0 0 1− λ



 = (1− λ) det

(
1− λ i
−i 1− λ

)

=

(1− λ)
[

(1− λ)
2 − 1

]

⇒ aval(B) = {0, 1, 2}
Autove
tores:

Sλ=0 = nul





1 i 0
−i 1 0
0 0 1



 = nul





1 i 0
0 0 0
0 0 1



 = gen











−i
1
0











Sλ=1 = nul





0 i 0
−i 0 0
0 0 0



 = gen











0
0
1










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Sλ=2 = nul





−1 i 0
−i −1 0
0 0 −1



 = nul





0 0 0
i 1 0
0 0 −1



 = gen











1
−i
0











Con el produ
to interno de C3
son ortogonales (Y). Enton
es la diagonal-

iza
ión es

P D P−1 = PT

B =

︷ ︸︸ ︷




−i/
√
2 0 1/

√
2

1/
√
2 0 −i/

√
2

0 1 0





︷ ︸︸ ︷




0 0 0
0 1 0
0 0 2





︷ ︸︸ ︷
[
PT
]

9. Verdadero o falso

1. Si A ∈ Rn×n
es diagonalizable ortogonalmente enton
es A es simétri
a

Verdadero: Sea A = PDPT =
(
PDPT

)T
=
(
PT
)T

DTPT = PDPT

2. Una matriz simétri
a A ∈ Rn×n
tiene n autovalores reales distintos

Falso: A =





1 0 0
0 1 0
0 0 1




tiene un solo autovalor. Es verdadero el he
ho

de que aval(A) ⊂ R.

3. Las multipli
idades algebrai
a y geométri
a de 
ada autovalor de una ma-

triz simétri
a 
oin
iden

Verdadero: Es porque si A es simétri
a ⇒ A es diagonalizable ⇐⇒ las

multipli
idades son iguales.

4. Si A ∈ Cn×n
es diagonalizable unitariamente enton
es A es hermiíti
a

Falso ya que hay matri
es que no lo 
umplen 
omo las del ejer
i
io 8.

5. Si A ∈ Cn×n
es diagonalizable unitariamente y sus autovalores son reales

enton
es A es hermíti
a

Verdadero: A = UDUH =
(
UDUH

)H
=
(
UH
)H

DHUH = UDUH
.

6. Si A ∈ Cn×n
es diagonalizable unitariamente enton
es Ak

también es di-

agonalizable unitariamente.

Verdadero:A = UDUH ⇒ Ak =
(
UDUH

)k
= UDUHU

︸ ︷︷ ︸
DUH . . . U
︸ ︷︷ ︸

DUH =

UDkUH
.

7. Si A ∈ Cn×n
es diagonalizable unitariamente enton
es su inversa (en 
aso

de existirr) también lo es

Verdadero: A = UDUH ⇒ A−1 =
(
UDUH

)−1
=
(
UH
)−1

D−1U−1 =
UD−1UH
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10.

1. En
ontrar autovalores y autove
tores de C =

[
0 1
−1 0

]

y 
omprobar que

es diagonalizable unitariamente.

Autovalores→ λ2 + 1 = 0 ⇒ aval(C) = {−i, i}
Autove
tores:

Sλ=−i = nul

(
i 1
−1 i

)

= gen

{[
−i
1

]}

Sλ=i = nul

(
−i 1
−1 −i

)

= gen

{[
i
1

]}

Normalizamos y armamos la diagonaliza
ión bien piola:

C =
1√
2

[
−i i
1 1

] [
−i 0
0 i

]
1√
2

[
i 1
−i 1

]

2. Considere A = iC =

[
0 i
−i 0

]

(es hermíti
a a simple vista). Expli
ar

por qué a partir de esto último se dedu
e que los autovalores de C son

imaginarios y que C es diagonalizable unitariamente.

A = iC ⇒ AH = (iC)
H

= i
T
C

T
= −iCT = −i (−C) = iC = A

3. Demuestre que si C ∈ Rn×n
es antisimétri
a enton
es A = iC es hermíti
a.

A = iC ⇒ AH = (iC)
H

= i
T
C

T
= −iCT = −i (−C) = iC = A

4. No se

5. Demuestre que si C ∈ Rn×n
enton
es es singular si n es impar.

C es antisimétri
a ⇐⇒ C = −CT

︸ ︷︷ ︸
⇒ detC = det

(
−CT

)
= − det

(
CT
)
=

− detC ⇐⇒ detC = 0... En ningún momento usé lo de n impar, no sé

qué pasó ahí...

11.

1. Hallar A ∈ R3×3
simétri
a tal que aval(A) = {−1, 2} sean sus autovalores

y Sλ=−1 = gen











1
1
1










.

Sabemos que la multipli
idad gemoétri
a de λ = 2 tiene que ser 2 por el

dato de Sλ=−1. Lo que podemos ha
er es 
ompletar una base ortonormal

de R3
a partir del dato y de ahí sa
ar la matriz.

R3 = gen











1
1
1



 ,





1
−1
0



 ,





−1
−1
2











36



Normalizamos y armamos la des
omposi
ión

A =





1/
√
3 1/

√
2 −1/

√
6

1/
√
3 −1/

√
2 −1/

√
6

1/
√
3 0 2/

√
6









−1 0 0
0 2 0
0 0 2









1/
√
3 1/

√
2 −1/

√
6

1/
√
3 −1/

√
2 −1/

√
6

1/
√
3 0 2/

√
6





T

=





1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1





2. Halle A ∈ C3×3
hermíti
a tal que B = A3−A2+A− I sea singular, λ = 2

sea autovalor doble y S =
{
X ∈ C3/x1 − ix2 + x3 = 0

}
sea invariante por

A.
Ya que S debe ser invariante, podemos proponerlo 
omo un autoespa
io.

S = gen











i
1
0



 ,





−1
0
1











y viendo que dim(S) = 2 nos sirve para usarlo 
omo autoespa
io aso
iado

a λ = 2 por lo tanto ya lo de�nimos

Sλ=2 = gen











i
1
0



 ,





−1
0
1











La 
ondi
ión del polinomio ese feo la podemos 
umplir ha
iendo que algún

autovalor de A sea raiz ya que si λ ∈ aval(A) y B = P (A) ⇒ P (λ) ∈
aval(B). Las raí
es del polinomio son {1, i,−i}. Fueron astutos, de las tres
raí
es SOLAMENTE SIRVE 1, ya que si A es hermíti
a ⇒ aval(A) ⊂ R.
Enton
es ya podemos de�nir aval(A) = {1, 2, 2}. A
to seguido bus
amos

una base ortonormal de Sλ=2 y la extendemos pa 
ompletar C3
. Con la

formula magi
a de proye

ión

Pgen{v}(x) =
(v, x)

(v, v)
v ⇒

P

gen























i
1
0































−1
0
1







 =









i
1
0



 ,





−1
0
1

















i
1
0



 ,





i
1
0













i
1
0



 =

[
−i 1 0

]





−1
0
1





[
−i 1 0

]





i
1
0









i
1
0



 =

=
i

2





i
1
0



 =
1

2





−1
i
0





Y ahora sabemos lo siguiente: X = Pgen{v}(x) + Pgen{v}⊥(x) → así que

podemos obtener la parte ortogonal restando





−1
0
1



− 1

2





−1
i
0



 =





−1/2
−i/2
1




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Enton
es

Sλ=2 = gen











i
1
0



 ,





−1
−i
2











Solo falta 
ompletar la base 
on el ve
tor





a
b
c




que sale del siguiente

sistema {

−ia+ 1b = 0

−a+ ib+ 2c = 0

que garantiza su ortogonalidad respe
to a los otros dos. Enton
es

{

b = ia a ∈ C

2c = a− ib ⇒ c = a

C2 = gen











i
1
0



 ,





−1
−i
2



 ,





1
i
1











Simplemente normalizamos y armamos la matriz soli
itada:

A =





i/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

1/
√
2 −i/

√
6 i/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
3









2 0 0
0 2 0
0 0 1









i/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

1/
√
2 −i/

√
6 i/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
3





T

=
1

3





5 i −1
−i 5 −i
−1 i 5





12. Clasi�
ar 
ada forma 
uadráti
a en R2
y efe
tuarles un 
ambio de variable

para que queden expresadas en forma linda. Gra�
ar 
onjuntos de nivel.

1. f : R2 → R tal que f(x) = x2
1 + 10x1x2 + x2

2

Expresarlo en forma matri
ial es 
omo sigue f(x) = xT

[
1 5
5 1

]

x y nues-

tra hermosa matriz a analizar será A =

[
1 5
5 1

]

. Vamos a bus
ar una

diagonaliza
ión de A para ha
er todo lo que nos piden

Autovalores det

(
1− λ 5
5 1− λ

)

= (1− λ)
2 − 25 = 0 ⇐⇒ |1 − λ| =

5 ⇒ aval(A) = {−4, 6}
Autove
tores

Sλ=−4 = nul

(
5 5
5 5

)

= gen

{[
1
−1

]}

Sλ=6 = nul

(
−5 5
5 −5

)

= gen

{[
1
1

]}
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Por lo tanto la des
omposi
ión ortogonal de A es

P D P−1 = PT

A =

︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
1 1
−1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

−4 0
0 6

]
︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
1 −1
1 1

]

A es indefinida ya que sus autovalores son tanto positivos 
omo nega-

tivos. El 
ambio de variables sería de
ir y = PTx enton
es resulta

yT y

f(x) =
︷︸︸︷

xTP D
︷︸︸︷

PTx ⇒ f(y) = yT
[

−4 0
0 6

]

y = −4y21 + 6y22

2. f : R2 → R tal que f(x) = 3x2
1 − 4x1x2 + x2

2

f(x) = xT

[
3 −2
−2 1

]

x →bus
amos autovalores y toda la bola det

(
3− λ −2
−2 1− λ

)

=

(3− λ) (1− λ) − 4 = λ2 − 4λ − 1 ⇒ aval(A) = {basura}Los autovalores
son bastante feos y es lo mismo que a
á arriba.

13. Lo mismo que el 12 pero en erre tres.

1. f : R3 → R tal que f(x) = 5x2
1 + 6x2

2 + 7x2
3 + 4x1x2 − 4x2x3

En forma matri
ial f(x) = xT





5 2 0
2 6 −2
0 −2 7



x →sen
illamente no pinta

ha
er todo... Es lo de siempre: diagonalizas y listo.

2. f : R3 → R tal que f(x) = x1x2 + x2x3 + x1x3

f(x) = xT





0 1 1
1 0 1
1 1 0



x → det





−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ



 = −λ3 + 2 + 3λ ⇒

aval(A) = {2,−1}
Bus
o autove
tores

Sλ=−1 = nul





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 = gen











−1
1
0



 ,





−1
0
1











Sλ=2 = nul





−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2





→
2F2 + F1

2F3 + F1

= nul





−2 1 1
0 −3 3
0 3 −3



 = gen











1
1
1











La diagonaliza
ión resulta ser

A =





−1 −1 1
1 0 1
0 1 1









−1 0 0
0 −1 0
0 0 2




1

3





−1 2 1
−1 −1 2
1 1 1




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Cambio de variables y = Q−1x queda f(y) = yT





−1 0 0
0 −1 0
0 0 2



 y =

2y23 − y22 − y21

14.

1. Demuestre que (x, y) = xHQy de�ne un produ
to interno ⇐⇒ Q es

de�nida positiva

Como Q es hermíti
a enton
es se la puede des
omponer 
omo Q = UDUH

y ha
er el hermoso 
ambio de variables z = UHy y w = UHx ⇒ wH =
xHU 
on lo que queda f(w, z) = wHDz = λ1w1z1 + . . . + λnwnzn 
on

λi ∈ R porque los autovalores de matri
es hermíti
as siempre son reales.

Por otra parte, el produ
to interno queda de�nido si y solo si 
umple 
on

las siguientes 
ondi
iones (su de�ni
ión):

a) (u, v) = (v, u)
f(w, z) = f(w, z) ⇒ f(w, z) = λ1w̄1z1 + . . .+ λnw̄nzn = λ1w̄1z1 +
. . . + λnw̄nzn = λ̄1 ¯̄w1z̄1 + . . . + λ̄n ¯̄wnz̄n= λ1w1z̄1 + . . .+ λnwnz̄n =
λ1w1z1 + . . .+ λnwnzn = f(w, z)∀w, z ∈ Cn

b) (αu,w) = α(u,w)
Bla bla


) (u+ v, w) = (u,w) + (v;w)
Bla bla

d) (v, v) ≥ 0 y (v, v) = 0 ⇐⇒ v = 0V
Si w = a+bi enton
es f(w,w) = wHDz =

∑n

j=1 λjwjwj =
∑n

j=1 λj

(
a2j + b2j

)
≥

0∀w ∈ Cn ⇐⇒ λj > 0∀j = 1, . . . , n ⇐⇒ Q es de�nida positiva.

2. Agarras a 
ada una y te �jas si la matriz 
ara
terísti
a es de�nida positiva

y hermíti
a.

3. Lo mismo.

15. Demuestre que si B ∈ Rm×n
enton
es G = BTB es semide�nida positiva.

En
ontrar la 
ondi
ión de B para que G sea de�nida positiva.

Podemos probarlo de la siguiente manera: xTGx = xTBTBx = (Bx)
T
Bx =

(Bx,Bx) = ‖Bx‖2 ≥ 0∀x ∈ Rn
. Además xTGx = 0 ⇐⇒ x = 0 ⇒ G es

de�nida positiva.

17.

1. En
ontrar los máximos y mínimos de las formas 
uadráti
as 
on la restri
-


ión ‖x‖ = 1.

Para ésto usamos la desigualdad de Rayleigh: λmin ‖x‖2 ≤ xTAx ≤ λMAX ‖x‖2
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a) f : R2 → R tal que f(x) = x2
1 + 10x1x2 + x2

2 = xT

[
1 5
5 1

]

x y

además aval(A) = {−4, 6} ⇒ −4 ≤ f(x) ≤ 6
Hallar en dónde su
ede esto es fá
il. Si 
ontamos 
on la representa
ión

matri
ial podemos de
ir lo siguiente:

P D P−1 = PT

[
1 5
5 1

]

=

︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
1 1
−1 1

]
︷ ︸︸ ︷
[

−4 0
0 6

]
︷ ︸︸ ︷

1√
2

[
1 −1
1 1

]

y la fun
ión queda

f(x) = xTPDPTx = yTDy = f(y)

donde y = PTx enton
es

f(y) = yT
[

−4 0
0 6

]

y = −4y21 + 6y22

enton
es bus
amos dónde se dan los extremos

{

−4y21 + 6y22 = −4 ⇒ |y1| = 1

−4y21 + 6y22 = 6 ⇒ |y2| = 1

El máximo se al
anza en y = ±
[

1
0

]

y el mínimo en y = ±
[

0
1

]

así que pasandolo a la vieja variable 
on x = Py queda

Máximo → x = ± 1√
2

[
1
1

]

Mínimo → x = ± 1√
2

[
−1
1

]

2. En
ontrar los extremos de Q : R3 → R, Q(x) = −2x2
1+2x1x2−2x2

2−10x2
3


on la restri

ión x2
1 + x2

2 + 9x2
3 = 9.

La expresión matri
ial de Q es Q(x) = xT





−2 1 0
1 −2 0
0 0 −10



x.

La restri

ión es R(x) = xT





1 0 0
0 1 0
0 0 9



x = 9. Laburamos 
on esto. Si

R =





1 0 0
0 1 0
0 0 9




bus
amos una matriz B simétri
a tal que R = B2 =

PDPT
. En este 
aso ya tenemos una matriz diagonal asi q nos ahorra
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laburo. B =





1 0 0
0 1 0
0 0 3




. Lo que sigue es de
ir:

R(x) = xTRx = xTB2x =

= xTBBx = xTBTBx = (Bx)
T
Bx = yT y = ‖y‖2 = 9


on y = Bx. Por ende resolvemos el problema de hallar los extremos de

Q(y) 
on la restri

ión ‖y‖ = 3. Como x = B−1y enton
es ha
emos el


ambiaso en Q:

Q(x) = xTQx =
(
B−1y

)T
Q
(
B−1y

)
= yT

(
B−1

)T
QB−1

︸ ︷︷ ︸
y ⇒

Q∗ =
(
B−1

)T
QB−1

Q(y) = yT

︷ ︸︸ ︷




−2 1 0
1 −2 0
0 0 −10/9



 y

Utilizamos Rayleigh. Ne
esitamos los autovalores de Q∗:

det





λ+ 2 −1 0
−1 λ+ 2 0
0 0 λ+ 10/9



 =

(

λ+
10

9

)[

(λ+ 2)2 − 1
]

⇒ aval(Q) =

{

−3,−10

9
,−1

}

Enton
es el amigo Rayleigh di
e que

λmin ‖y‖2 ≤ yTAy ≤ λMAX ‖y‖2

y si la restri

ión es ‖y‖ = 3 nos queda:

−27 ≤ Q(y) ≤ −9

Para saber a dónde se al
anzan estos extremos, podemos diagonalizar

Q(y) = yTQ ∗ y y bus
arlos alli.

Sλ=− 10

9

= nul





−8 −1 0
−1 −8 0
0 0 0



 = gen











0
0
1











Sλ=−3 = nul





1 1 0
−1 −1 0
0 0 17/9



 = gen











1
−1
0











Sλ=−1 = nul





1 −1 0
−1 1 0
0 0 1/9



 = gen











1
1
0










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enton
es armamos una diagonaliza
ión ortogonal de Q(y) (es ne
esario

que sea ortogonal pa lo que sigue):

P D P−1 = PT

Q∗ =

︷ ︸︸ ︷




0 1/
√
2 1/

√
2

0 −1/
√
2 1/

√
2

1 0 0





︷ ︸︸ ︷




−10/9 0 0
0 −3 0
0 0 −1





︷ ︸︸ ︷




0 0 1
1/

√
2 −1 0

1/
√
2 1/

√
2 0





Expresemos la fun
ión diagonalizada:

Q(y) = yTQ ∗ y = yTP
︸︷︷︸

DPT y
︸︷︷︸

⇒

Q(w) = wTDw


on w = PT y. Falta la restri

ión: Sabemos que ‖y‖ = 3 es la restri

ión

para y por lo tanto:

y = Pw ⇒ ‖y‖ = ‖Pw‖ = ‖w‖ = 3

Lo anterior se dedu
e de una propiedad de las matri
es ortogonales y uni-

tarias: ‖Pv‖ = ‖v‖. Enton
es, 
ono
iendo de antemano los valores máximo

y mínimo al
anzados por la fun
ión Q bus
amos en qué 
oordenadas de

w su
ede 
on la restri

ión ‖w‖ = 3:

Q(w) = −10

9
w2

1 − 3w2
2 − w2

3 →
{

Q(w) = −27 → |w2| = 3

Q(w) = −9 → |w3| = 3

El mínimo Q(w) = −27 se al
anza en w = ±





0
3
0





El máximo Q(w) = −3 se al
anza en w = ±





0
0
3





Ahora tenemos que expresarlo en las variables originales: w = PT y y

y = Bx ⇒ w = PTBx ⇒ x = B−1Pw. Ha
emos el 
ambiaso

El mínimo Q(x) = −27 se al
anza en x = ± 1√
2





0
−3
3





El máximo Q(x) = −9 se al
anza en x = ± se va a la mierda...
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Parte II

Teoría

4. Matriz de una transforma
ión lineal

Sea T : V → V 
on dim(V) = n. Sea B = {v1, v2, . . . , vn} una base de V.
Sea B2 = {u1, u2, . . . , un} otra base de V.

4.1. Matriz de la transforma
ión

Para hallar TBB2
se pro
ede de la siguiente manera:

1. Armar una matriz 
uyas 
olumnas sean los ve
tores de la base ini
ial B

[v1|v2| . . . |vn]

2. Apli
arle a 
ada ve
tor lo que ha
e la transforma
ión, es de
ir, bus
ar la

imagen de 
ada ve
tor

[T (v1)|T (v2)| . . . |T (vn)]

3. Bus
ar las 
oordenadas de 
ada imagen en la base �nal B2

TBB2
=
[
[T (v1)]B2

| [T (v2)]B2
| . . . | [T (vn)]B2

]

4.2. Matriz de 
ambio de base

Si la matriz que se deseara hallar fuese la de 
ambio de base, se pro
ede

igual que para la matriz de una transforma
ión pensando que el 
ambio de


oordenadas es una transforma
ión lineal:

1. Armar una matriz 
uyas 
olumnas sean los ve
tores de la base ini
ial B

[v1|v2| . . . |vn]

2. Apli
arle a 
ada ve
tor lo que ha
e la transforma
ión, es de
ir, NADA

para el 
ambio de 
oordenadas.

[T (v1)|T (v2)| . . . |T (vn)] = [v1|v2| . . . |vn]

3. Bus
ar las 
oordenadas de 
ada imagen en la base �nal B2

CBB2
=
[
[v1]B2

| [v2]B2
| . . . | [vn]B2

]
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5. Wronskiano

Sirve para saber si un 
onjunto de fun
iones son linealmente independientes

o dependientes.

Sea un 
onjunto de fun
iones {f1, f2, . . . , fn} 
on fi ∈ Cn−1(I), fi = fi(x),
enton
es se de�ne el wronskiano 
omo

W (f1, f2, . . . , fn) = det















f1 f2 · · · fn
f ′
1 f ′

2 · · · f ′
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 · · · f

(n−1)
n















x ∈ I

Si ∃x0 ∈ I tal que W (f1, f2, . . . , fn) (x0) 6= 0 ⇒ {f1, f2, . . . , fn} es linealmente

independiente.

6. Produ
to interno

Sean u, v ∈ V ⇒un produ
to interno es una fun
ión ( , ) : V × V → K que


umple

1. (u, v) = (v, u)

2. (αu,w) = α(u,w)

3. (u + v, w) = (u,w) + (v;w)

4. (v, v) ≥ 0 y (v, v) = 0 ⇐⇒ v = 0V

6.1. Propiedades

1. Desigualdad de Cau
hy-S
hwartz

|(u, v)| ≤ ‖u‖ ‖v‖ ∀u, v ∈ V →
{

|(u, v)| = ‖u‖ ‖v‖ ⇐⇒ son ld

|(u, v)| < ‖u‖ ‖v‖ ⇐⇒ son li

2. Desigualdad triangular

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖

3. Ortogonalidad

u⊥v ⇐⇒ (u, v) = 0

4. Teorema de Pitagoras

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 ⇐⇒ (u, v) = 0

en general,

‖v1 + v2 + . . .+ vn‖2 = ‖v1‖2 + ‖v2‖2 + . . .+ ‖vn‖2 ⇐⇒ v1⊥v2⊥ . . .⊥vn
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6.2. Matriz del produ
to interno

Al igual que una transforma
ión lineal, un produ
to interno queda de�nido

sobre una base B de V y/o 
on una matriz

9

. Si se 
ono
e el produ
to interno

entre todos los elementos de una base enton
es se 
ono
e el produ
to interno

para todos los ve
tores del espa
io:

(u, v) = [u]B
T
GB [v]B

donde [u]B son �las 
oordenadas de u en la base B� y GB ∈ Kn×n
se de�ne


omo

GB =








(b1, b2) (b1, b3) · · · (b1, bn)
(b2, b1) (b2, b2) · · · (b2, bn)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(bn, b1) (bn, b2) · · · (bn, bn)








donde bi son los elementos B = base(V).

Propiedades de GB

1. GB es hermiti
a o simétri
a

2. GB es de�nida positiva (ver se

ión 11.2.2 signo de una matriz)

7. Proye

ión ortogonal

Sea V un espa
io ve
torial 
on produ
to interno y S ⊂ V un subespa
io,

enton
es se di
e que x′
es la proye

ión de x sobre S ⇐⇒

1)x′ ∈ S 2)x− x′ ∈ S⊥

Formula magi
a de proye

ión Si B = bog(S) = {b1, b2, . . . , bk} enton
es

PS(x) =

k∑

i=1

(bi, x)

(bi, bi)
·bi (2)

Propiedades de proye

ión ortogonal

1. PS(x) = 0V ⇐⇒ x ∈ S⊥
y PS(x) = x ⇐⇒ x ∈ S

2. x = PS(x) + PS⊥(x) ⇒ x− PS(x) = PS⊥(x)

3. La proye

ión ortogonal es una transforma
ión lineal

4. Sea A un subespa
io⇒ d (v,A) = d (v, PA(v)) = ‖v − PA(v)‖ = ‖PA⊥(v)‖
9

Sin embargo, el produ
to interno NO es una transforma
ión lineal.
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7.1. Matriz de proye

ión

P ∈ Kn×n
es una matriz de proye

ión si 
umple que

1. P es hermíti
a

2. P = PP

Propiedades

1. Px = Pcol(P )(x)

2. P proye
ta sobre col(P )

3. Si PS es la matriz de proye

ión sobre S ⇒ PS⊥ = (I − PS)

Cál
ulo de PS Sea S ⊂ Kn
un subespa
io y BON(S) = B = {u1, u2, . . . , uk}.

De�nimos Q = [u1|u2| . . . |uk] ∈ Kn×k

on los elementos de B y enton
es

Ps = QQH

7.2. Gram-S
hmidt

Consiste en bus
ar bases ortogonales a partir de bases que no lo son. Sea

S = gen {v1, v2, . . . , vn} donde los elementos vi no son ortogonales. Enton
es

apli
amos la formula magi
a de proye

ion (formula 2). Primero bus
amos

Pgen{v1}(v2) = u2. Luego bus
amos Pgen{v1,u2}(v3) = u3 y así suse
ivamente

hasta que obtenemos todos los elementos en forma ortogonal entre si.

7.3. Cuadrados mínimos

Sea el sistema lineal Ax = b 
on A ∈ Rm×n
. Si es 
ompatible todo bien,

pero si es in
ompatible qué ha
emos? Bueno, sabemos que Ax ∈ col(A) ⇒
podemos bus
ar la solu
ión �mas próxima� a b resolviendo Ax̂ = Pcol(A)(b).
Con dedu

iones y un po
o de magia la 
on
lusión es que resolver Ax = b por

uadrados mínimos es resolver:

ATAx̂ = AT b

Si rg(A) = n (es de
ir, si A es de rango máximo) enton
es 
uadrados mínimos

tiene una úni
a solu
ión.

Ver también la se

ión 12.5 Cuadrados mínimos y DVS.

8. Des
omposi
ión QR

Sea A ∈ Rm×n

on rg(A) = n ⇒ siempre ∃Q ∈ Rm×n

y R ∈ Rn×n
tal que

A = QR.
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La matriz Q se de�ne 
omo

Q = [u1|u2| . . . |un]

donde {u1, u2, . . . , un} = BON (col(A))

La matriz R se de�ne 
omo

R =








‖u1‖ algo · · · algo
0 ‖u2‖ · · · algo
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · ‖un‖








donde algo es �algo� que no 
reo que tomen... Pero podes hallar R de la

siguiente manera:

A = QR ⇒ R = QTA

Al pare
er Q ∈ MO ⇒ Q−1 = QT
...

8.1. Des
omposi
ión QR y 
uadrados mínimos

Si rg(A) = n ⇒ x̂ = R−1QT b... No se por que pero mi 
arpeta di
e eso.

9. Autovalores y autove
tores

Sea A una matriz 
uadrada ∈ Kn×n
(K = R, C), enton
es:

1. Autove
tor: v ∈ Kn
es autove
tor de A ⇐⇒ ∃λ ∈ K/Av = λv. λ es el

autovalor aso
iado a v.

2. Polinomio 
ara
teristi
o de A: PA(λ) = det(λI − A). SIEMPRE el

grado de PA es n.

3. Autovalor: λ es autovalor de A ⇐⇒ ∃v ∈ Kn/Av = λv. Los autovalores
de A son las rai
es de PA(λ).

a) Multipli
idad algebrai
a de λ: Es la multipli
idad de λ 
omo raiz de

PA(λ).

b) Multipli
idad geométri
a de λ: Es la dimensión del autoespa
io aso-


iado a λ.
SIEMPRE → malg(λ) ≥ mgeo(λ)

4. Autoespa
io: Sλo
⊂ Kn

es el autoespa
io aso
iado a λo y se de�ne 
omo

Sλo
= {v ∈ Kn/Av = λov}.

48



Observa
iones/propiedades

Si {λ1, λ2, ..., λk} son autovalores de A 
on λi 6= λj ⇒ {v1, v2, ..., vk} es li

Si λo = 0 es autovalor de A ⇒ ∃v 6= 0/Av = 0 ⇒ v ∈ Nul(A) ⇒ Sλ=0 =
Nul(A)

detA =
∏n

i=1 λi

• λ = 0 ∈ aval(A) ⇐⇒ detA = 0 10⇒ A es singular

11 ⇐⇒ λ = 0 ∈
aval(A)

• rg(A) < n ⇐⇒ λ = 0 ∈ aval(A)

tr A =
∑n

i=1 λi

αλ ∈ aval(αA), α ∈ K

λk ∈ aval
(
Ak
)
, k ∈ N

Si ∃A−1 ⇒ λ−1 ∈ aval
(
A−1

)

Sea p(x) ∈ Pm ⇒ p(λ) ∈ aval (p(A)) y el autoespa
io aso
iado es el mismo

(A+ kI)v = Av + kIv = λv + kv = (λ+ k)v, k ∈ K

Akv = Ak−1Av = Ak−1λv = ... = λkv

Si v ∈ aval(A) ∩ aval(B) ⇒ v ∈ aval(A+B) y v ∈ aval(AB)

Si S es autoespa
io de A ⇒ S es invariante

12

por A y S⊥
también.

10. Diagonaliza
ión

A ∈ Kn×n
es diagonalizable ⇐⇒ ∃Q, D/A = QDQ−1

donde Q está

formada por autove
tores de A y D = diag {λ1, λ2, ..., λk}. A es diagonalizable

⇐⇒ ∃ una base de Kn
formada por autove
tores de A.

A es diagonalizable en R ⇐⇒ λi ∈ R∀i y malgλi = mgeoλi∀i

A es diagonalizable en C ⇐⇒ malgλi = mgeoλi∀i
10aval(A) = {λ ∈ C/λ es autovalor de A}
11A es singular ⇐⇒ detA = 0
12S es invariante por A si Av ∈ S∀v ∈ S
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10.1. Matri
es semejantes

A ∈ Kn×n
y B ∈ Kn×n

son semejantes ⇐⇒ ∃Q/B = QAQ−1
.

13

Si A es diagonalizable ⇒ A = QDQ−1 ⇒ A ∼ D 14

Si A ∼ B y C ∼ B ⇒ A ∼ C

A y B representan a la misma transforma
ión lineal ⇐⇒ A ∼ B

A ∼ B ⇒ detA = detB

A ∼ B ⇒ trA = trB

Sean A ∼ B ∈ Kn×n
, enton
es:

PA(λ) = PB(λ) ⇒aval(A) = aval(B)15 y también lamalg 
ada autovalor.

Si λ ∈ aval(A) ⇒ λ ∈ aval(B) ⇒ mgeo(λ) enA = mgeo(λ) enB

Si v ∈ avec(A) ⇒ Qv ∈ avec(B)

11. Matri
es hermiti
as y simétri
as

11.1. Matri
es unitarias y ortogonales

Se di
e que U ∈ Cn×n
es unitaria ⇐⇒ U−1 = UH

.

16

Llamaremos MU

al 
onjunto de matri
es unitarias.

Se di
e que P ∈ Rn×n
es ortogonal ⇐⇒ P−1 = PT

. Llamaremos MO al


onjunto de matri
es ortogonales.

Es 
laro que MO ⊂ MU , es de
ir, toda matriz ortogonal es unitaria⇒todas

las propiedades de las matri
es unitarias se 
umplen para las or-

togonales, que serían simplemente un 
aso parti
ular de las unitarias.

Observa
iones/propiedades:

U ∈ MU ⇐⇒ sus 
olumnas forman una BON(Cn)

U ∈ MU ⇐⇒ sus �las forman una BON(Cn)

U ∈ MU ⇒ U representa una matriz de re�e

ión o de rota
ión

• Si U ∈ MU ⇒ | detU | = 1 (ojo que detU ∈ C)

13

La idea es que tanto A 
omo B representan la misma transforma
ión lineal pero desde

distintas bases y Q es CBB′ que son las bases sobre las que se de�nen A y B. Algo así:

[T ]
B′ = CBB′ [T ]

B
C−1

BB′ donde B = [T ]
B′ y A = [T ]

B
.

14A ∼ D signi�
a �A es semejante a D�.

15aval(A) es el 
onjunto de autovalores de A. aval(A) = {λ ∈ K/λ es autovalor de A}
16UH = ŪT
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• Si P ∈ MO y detP = 1 ⇒es de rota
ión

• Si P ∈ MO y detP = −1 ⇒es de re�e

ión

Si U y V ∈ MU ⇒ (UV ) ∈ MU

Si U ∈ MU ⇒ (Ux, Uy) = (x, y)∀x, y ∈ Cn

• Una 
onse
uen
ia de esto es que ‖Ux‖ = ‖x‖

Si U ∈ MU y λ ∈ aval(U) ⇒ |λ| = 1

Si U ∈ MU y BON1(Cn) = {v1, v2, . . . , vn} ⇒ {Uv1, Uv2, . . . , Uvn} =
BON2(C

n). Esto se puede entender fa
ilmente ya que si U ∈ MU ⇒ U
es de rota
ión o re�e

ión ⇒ al multipli
ar una BON por U todos sus

ve
tores son rotados o re�ejados simplemente.

11.2. Matri
es hermíti
as y simétri
as

Nuevamente o
urre que MH ⊃ MS ⇒todas las propiedades que se 
umplan

para matri
es hermíti
as se 
umplen para matri
es simétri
as.

Propiedades: sea A ∈ MH , enton
es

1. xTAx ∈ R∀x ∈ Cn

2. aval(A) ⊂ R, es de
ir: todos los autovalores de A son reales.

3. Si λ1 y λ2 ∈ aval(A) y λ1 6= λ2 ⇒ Sλ1
⊥Sλ2

11.2.1. Teorema de la des
omposi
ión espe
tral

1. Para matri
es 
omplejas:

A ∈ MHerm ⇒ ∃D = diag {λ1, λ2, . . . , λn} ∈ Rn×n
y U ∈ MU/A = UDUH

En palabras: Si A es hermiti
a ⇒ ∃ una matriz unitariaU y una matriz

diagonal D real tal que A = UDUH
. Se puede dedu
ir que A ∈ MH ⇒

∃BON(Cn) = avec(A).

2. Para matri
es reales

A ∈ MSim ⇐⇒ A es diagonalizable ortogonalmente
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11.2.2. �Signo� de una matriz

Sea A ∈ MH y λi ∈ aval(A), enton
es:

1. A es de�nida positiva ⇐⇒ λi > 0∀i

2. A es semide�nida positiva ⇐⇒ λi≥0∀i

3. A es de�nida negativa ⇐⇒ λi < o∀i

4. A es semide�nida negativa ⇐⇒ λi ≤ 0∀i

5. A es inde�nida ⇐⇒ λi > 0 y λj < 0 para algún par i, j

Ver también la primera parte de la se

ión �11.3 Formas 
uadrati
as�.

También se puede en
ontrar el �signo� de una matriz mediante los determi-

nantes de los menores. A es de�nida positiva ⇐⇒ det (Mi) > 0∀i = 1, 2, . . . , n

11.3. Formas 
uadráti
as

Son fun
iones de�nidas 
omo f : Cn → R / f(x) = xTAx 
on A ∈ MH o

bien f : Rn → R / f(x) = xTAx 
on A ∈ MS .

1. A es de�nida positiva ⇐⇒ f(x) > 0∀x 6= 0

2. A es de�nida negativa ⇐⇒ f(x) < 0∀x 6= 0

3. A es inde�nida ⇐⇒ ∃x1, x2/f(x1) > 0 y f(x2) < 0

4. A es semide�nida positiva ⇐⇒ f(x) ≥ 0∀x 6= 0

5. A es semide�nida negativa ⇐⇒ f(x) ≤ 0∀x 6= 0

Ver también la se

ion �11.2.2 �Signo� de una matriz�.

11.3.1. Cambio de 
oordenadas/variables

Las formas 
uadrati
as f(x) resultan mas simples 
uando A es diagonal, por

ende siempre se trata de llevar la forma 
uadráti
a a una expresión en la que

la matriz que la 
ara
teriza sea diagonal. Los 
onjuntos de nivel de una forma


uadráti
a siempre son elipses y 
osas del estilo:

Cuando A no es diagonal, las elipses y �guritas apare
en rotadas respe
to

a los ejes que de�nen a x

Cuando A es diagonal, las elipses y �guritas apare
en alineadas 
on los

ejes que de�nen a x

Enton
es, supongamos que tenemos f : Rn → R tal que f(x) = xTAx. Como

A ∈ Mo ⇒ A = PDPT
por lo que podemos es
ribir la forma 
uadráti
a 
omo:

f(x) = xTPDPTx
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Llamando y = PTx se puede 
laramente ver que yT = xTP y la f(x) puede

expresarse fá
ilmente 
omo

f(y) = yTDy

donde D es una matriz diagonal. Así, obtuvimos una forma sen
illa de expresar

la forma 
uadráti
a mediante un 
ambio de variables. Si gra�
amos los 
onjuntos

de nivel de f(x) veremos las mismas �guras que si gra�
amos f(y) pero estarán
rotadas feo.

11.3.2. Optimiza
ión

Se trata de bus
ar los máximos y mínimos de las formas 
uadráti
as de�nidas

en la se

ión 11.3 sujeto a restri

iones en el dominio del tipo ‖x‖ = r ∈ R
(que serían 
ir
ulos) o restringir el dominio a 
urvas de nivel de otra fun
ión

R(x) = xTRx = k ∈ R que serían 
urvas 
uadri
as.

Desigualdad de Rayleight: SeanA ∈ MS ⊂ Rn×n
y aval(A) = {λMAX , . . . , λk, . . . , λmin}


on λMAX > . . . > λk > . . . > λmin, enton
es:

Desigualdad → λmin ‖x‖2 ≤ xTAx = f(x) ≤ λMAX ‖x‖2 (3)

y además se 
umple la igualdad:

Igualdad →
{

λmin ‖x‖2 = xTAx = f(x) ⇐⇒ x ∈ Sλmin

λMAX ‖x‖2 = xTAx = f(x) ⇐⇒ x ∈ SλMAX

(4)

11.3.3. Restri

ión 
aso estandar ‖x‖ = r ∈ R

Problema Sea f : Rn → R/f(x) = xTAx 
on A ∈ MS ⊂ Rn×n
. Hallar los

extremos 
on ‖x‖ = r ∈ R.

Por la desigualdad de Rayleigh (eq 3) y debido a que la restri

ión del dominio

para f(x) es‖x‖ = r un número 
onstante, enton
es podemos asegurar que

λminr
2 ≤ f(x) ≤ λMAXr2

y además sabemos que las igualdades se 
umplen si y solo si x ∈ Sλmin o

x ∈ SλMAX . Por lo tanto, los extremos serán justamente los valores al
anzados

en la igualdad y se al
anzaran en los 
orrespondientes x.

11.3.4. Restri

ión R(x) = xTRx = k

Problema Sea f : Rn → R/f(x) = xTAx 
on A ∈ MS ⊂ Rn×n
. Hallar los

extremos 
on x ∈ Ck =
{
x ∈ Rn/R(x) = xTRx = k, R ∈ MS , k ∈ R

}
.

En este 
aso la restri

ión que se plantea es que x ∈a un 
onjunto de nivel

de R(x), que es otra forma 
uadráti
a. Es 
omo pedir que x ∈a una elipse o
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hiperbola (o 
osas del estilo) que tranquilamente pueden estar rotados respe
to

a los ejes que de�nen a x.
Como R ∈ MS ⇒ ∃B ∈ MS tal que B2 = R = QDQT


on Q ∈ MO y

D = diag
{
aval(B2)

}
, aval(B) = {b1, . . . , bn} 
on bi > 0.

B = Q








b1 0 0 0
0 b2 0 0

0 0
.

.

. 0
0 0 0 bn







QT

R = B2 = Q








b21 0 0 0
0 b22 0 0

0 0
.

.

. 0
0 0 0 b2n







QT

⇒ R = B2 = BB, 
omo B ∈ MS ⇒ B = BT ⇒ BB = BTB. Enton
es

R(x) = xTRx = xTBTBx = zT z donde z = Bx ⇒ x = B−1z. Sabiendo esto

podemos ha
er un 
ambio de variables:

f(x) = xTAx =
(
B−1z

)
TA
(
B−1z

)
= zT

(
B−1

)T
AB−1

︸ ︷︷ ︸
z

Llamamos A∗ =
(
B−1

)T
AB−1

y es momento de plantear un hermoso 
ambio

de variables de x a z ⇒ f(z) = zTA∗z. Como la restri

ión R(z) = zT z = k ⇒
‖z‖ =

√
k y resulta que

√
k ∈ R es un número 
onstante por lo que el problema

se redu
e al 
aso estandar de la se

ión 11.3.3:

Problema estandar →
{

f(z) = zTA∗z

‖z‖ =
√
k

11.3.5. Propiedades de las formas 
uadrati
as

Sea f(x) = xTAx 
on A ∈ MS , enton
es:

f(kx) = k2f(x), k ∈ R

Si v1 y v2 ∈ avec(A) y están aso
iados a λ1 6= λ2 respe
tivamente, ⇒
v1⊥v2 enton
es f(αv1 + βv2) = λ1α

2 ‖v1‖2 + λ2β ‖v2‖2.

12. Des
omposi
ión en valores singulares (DVS)

Se apli
a ∀A ∈ Km×n
, enton
es vamos a ver primero algunas propiedades:

1. A
T
A ∈ MH ⊂ Cn×n

y semide�nida positiva ∀A ∈ Cm×n ⇒ aval
(

A
T
A
)

⊂
R ≥ 0 o bien:
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Si A ∈ Rm×n ⇒ATA ∈ MS ⊂ Rn×n
y semide�nida positiva ⇒

aval
(
ATA

)
⊂ R ≥ 0

2. rg(A) = rg(ATA)

3. Nul(A) = Nul(ATA)

4. Fil(A) = Fil(ATA)

5. Gan
ho pero no está de mas: Nul(A) = (Fil(A))
⊥

12.1. Valor singular

Sea A ∈ Rm×n
, se di
e que σ ∈ R ≥ 0 es un valor singular de A ⇐⇒ σ =√

λ, λ ∈ aval(ATA).
Propiedades:

1. La 
antidad de valores singulares de A es ≤ n

2. rg(A) = r ⇐⇒ A tiene r valores singulares 6= 0

3. ‖Avi‖ = σi donde vi ∈ BON(gen(avec(ATA)) y σi es el valor singular

aso
iado a vi

4. BON(col(A)) =
{

Av1
σ
1

, . . . , Avr
σr

}

donde vi ∈ BON(gen(avec(ATA)) y σi

es el valor singular aso
iado a vi

5. sval (A) = sval
(
AT
)
17

De la propiedad 5 se dedu
e que si A ∈ R2×100 ⇒ ATA ∈ R100×100
y se 
ompli
a

en
ontrar los valores singulares, pero podes bus
ar los valores singulares de

AT ∈ R100×2 ⇒ AAT ∈ R2×2
que es una gilada y sabes que son los mismos.

12.2. Teorema de DVS

Sea A ∈ Rm×n

on rg(A) = r.

Sea U ∈ MO ⊂ Rm×m
tal que

U =

[

u1|u2| . . . |ur
︸ ︷︷ ︸

| ur+1| . . . |um
︸ ︷︷ ︸

]

BON(col(A)) Basura de relleno

donde {u1, u2, . . . , ur} = BON (col(A)) que sale de la propiedad 4 de la

se

ión 12.1 anterior. Luego {ur+1, . . . , um} 
ompletan una BON (Rm)

on Gram S
hmidt.

17sval(A) = {σ ∈ R/σ es valor singular de A}
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Sea V ∈ MO ⊂ Rn×n
tal que

V =

[

v1|v2| . . . |vr
︸ ︷︷ ︸

| | vr+1| . . . |vn
︸ ︷︷ ︸

]

BON(fil(A)) BON(nul(A))

donde vi ∈ BASE
(
avec(ATA)

)
.

Sea Σ ∈ Rm×n
tal que

Σ =













σ1 0 0 0 · · · 0

0
.

.

. 0 0 · · · 0
0 0 σr 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 · · · 0













=






D · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0






donde D = diag {σ1, σ2, . . . , σr} 
on σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr siendo σi ∈
sval(A) y el resto de las �las y 
olumnas de Σ se rellenan 
on 0.

Enton
es se 
umple que

A = UΣV T

y se di
e que lo que se halló es una DVS de A. Σ es úni
a para 
ada A, pero U
y V no.

Cómo hallar una DVS:

1. Cal
ular los autovalores y autove
tores de ATA.

2. Armar la matriz Σ 
on los valores singulares σi =
√
λi.

3. Armar la matriz V 
uyas 
olumnas tienen una BON(Rn) formada primero


on los autove
tores de ATA en el orden de
re
iente de autovalores y luego

lo 
ompletás 
on 
ualquier 
osa (que termina siendo nul(A)).

4. Las 
olumnas de U salen de BON(col(A)) =
{

Av1
σ
1

, . . . , Avr
σr

}

.

12.3. DVS redu
ida

Si te �jás, al ha
er la 
uenta UΣV T

omo Σ tiene mu
hos 
eros, hay mu
has


osas que se pierden en la 
uenta y �están de mas�. Simpli�
amos la nota
ión

para que no sea tanto bardo:

U =

[

u1|u2| . . . |ur
︸ ︷︷ ︸

| ur+1| . . . |um
︸ ︷︷ ︸

]

= [Ur|Um−r]

BON(col(A)) Basura de relleno
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V =

[

v1|v2| . . . |vr
︸ ︷︷ ︸

| vr+1| . . . |vn
︸ ︷︷ ︸

]

= [Vr|Vn−r]

BON(fil(A)) BON(nul(A))

⇒ V T =

[
V T
r

V T
n−r

]

Enton
es

A = UΣV T = [Ur|Um−r] ·






Dr×r · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0




 ·
[

V T
r

V T
n−r

]

= Ur·Dr×r·V T
r = Ur·D·V T

r

ya que tanto Um−r 
omo V T
n−r se anulan al multipli
arse por Σ. Enton
es pode-

mos tener 
asi la misma informa
ión 
on una DVS redu
ida.

12.4. Pseudoinversa de Moore Penrose

Sea A = Ur·D·V T
r ∈ Rm×n ⇒ se de�ne la pseudoinversa de Moore Penrose


omo A+ = Vr·D−1·UT
r a partir de la DVS redu
ida o

A+ = V ·Σ†UT

a partir de la DVS.

Σ† = ΣT

on diag =

{
σ−1
i

}

Propiedades

1. AA+ = Pcol(A) Matriz de proye

ión sobre 
ol(A)

2. A+A = Pfil(A) Matriz de proye

ión sobre �l(A)

3. AA+A = A

4. Si A es inversible ⇒ A+ = A−1

12.5. Cuadrados mínimos y DVS

Queremos resolver Ax = b por 
uadrados mínimos ⇒ Ax̂ = proyb
col(A) =

Pcol(A)b = AA+b enton
es obtenemos el sistema

Ax̂ = AA+b

Una solu
ión evidente es x+ = A+b y es una solu
ión parti
ular. Luego, to-

das las solu
iones serán x̂ = x+ + xN , donde xN ∈ nul (A). Pero algo mági-


o es que x+ ∈ fil(A) = nul(A)⊥ por lo tanto ‖x̂‖ = ‖x+ + xN‖ y 
omo

x+⊥xN ⇒pitagoras ⇒ ‖x̂‖2 = ‖x+‖2 + ‖xN‖2 ⇒ ‖x̂‖ ≥ ‖x+‖ ∀x, es de
ir: x+

es la solu
ión de menor norma o �la mas presisa�.
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12.6. Transforma
iones lineales y DVS

Suponte que tienes una tl tal que T : R2 → R3

on T (x) =





1 2
4 3
5 6



x y

te piden que halles dos bases tales que [T ]BB′ =





σ1 0
0 σ2

0 0




... Ya te estarás

imaginando por dónde viene la mano, no?

[T ]EE′ =





1 2
4 3
5 6



 =
U
︸︷︷︸

Σ
︸︷︷︸

V T

︸︷︷︸

CB′E′ [T ]BB′ CEB

enton
es se trata simplemente de hallar una DVS de [T ]EE′ .

13. EDOs lineales

Nos vamos a avo
ar ex
lusi
amente a los siguientes dos 
asos:

y′ + ay = f(x) →EDO lineal de primer orden 
on 
oe�
ientes 
onstantes

y” + ay′ + by = f(x) →EDO lineal de segundo orden 
on 
oe�
ientes


onstantes

Derivar es una transforma
ión lineal tal que T : C1(R) → C(R) donde T (f(x)) =
f ′(x) ⇒lo analizamos 
omo una transforma
ion lineal. Re
ordemos una propiedad

antes de seguir:

Sea una transforma
ión lineal T : V → W y sean v, vn ∈ V/T (v) =
w ∈ W, T (vn) = 0W enton
es T−1(w) = v + vn porque T (v + vn) =
T (v) + T (vn) = w + 0W = w.

Ahora no se bien 
ómo es que se llega a lo siguiente, pero las solu
iones de

nuestras e
ua
iones tendran la pinta de

yg
︸︷︷︸

= yh
︸︷︷︸

+ yp
︸︷︷︸

general ∈ nul(T ) parti
ular

donde yg es la solu
ión general de nuestra e
ua
ión y es lo que estamos bus
ando.

13.1. de primer orden

Sea la e
ua
ión diferen
ial

y′ + ay = f(x) (5)


on a ∈ R.
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1. Bus
amos las solu
iones del homogeneo yh:

y′h + ayh = 0 ⇐⇒ y′h = −ayh

y llegamos a

dyh
yh

= −adx

lo que se resuelve fá
ilmente integrando a ambos lados de la igualdad.

En realidad para nuestras insigni�
antes y sen
illas e
ua
iones para 
hi
os

siempre resulta que

yh = ke−ax, k ∈ R

2. Luego bus
amos la solu
ión parti
ular yp. A
a tenemos dos metodos

Varia
ion de los parametros: sirve ∀ los 
asos, pero es �el mas

di�
il�. Proponemos �algo� u(x) tal que yp = uyho = ue−ax
donde

yho es una solu
ion del homogeneo. Enton
es obtenemos:

{

yp = ue−ax

y′p = u′e−ax + u (−a) e−ax

Si tomas estas dos 
osas y las metés en la e
ua
ión 5 original obtenes

u′e−ax − aue−ax

︸ ︷︷ ︸
+ aue−ax

︸ ︷︷ ︸
= u′e−ax = f(x) ⇒

⇒ u =

ˆ

f(x)eaxdx

Por lo tanto, a modo de re
eta magi
a de la e
ua
ión 5 por el método

de varia
ión de parámetros tenemos:

yg = ke−ax

︸ ︷︷ ︸
+

ˆ

f(x)eaxdx e−ax

︸ ︷︷ ︸

yh yp

Coe�
ientes indeterminados: Es el mas fá
il pero no siempre te

salva las papas del fuego. Sirve para 
uando en la e
ua
ión 5 tenes

uno de los siguientes 
asos:

f(x) =







ekxP (x) k ∈ R, P un polinomio

sin(kx)eαx k, α ∈ R

cos(kx)eαx k, α ∈ R

g(x) g(x) 
ombina
ión lineal de lo anterior

NO SÉ COMO SIGUE ESTO!!!! Pero 
reo que no es ne
esario saberlo

ya que 
on el otro método salen todas.
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13.2. de segundo orden

Sea la e
ua
ión diferen
ial

y′′ + ay′ + by = f(x) (6)


on a, b ∈ R.

1. Bus
o las solu
iones del homogéneo (siempre resulta un subespa
io de

dimensión dos):

y′′ + ay′ + by = 0 (7)

proponemos misteriosamente

18

la siguiente solu
ión







yh = eλx

y′h = λeλx

y′′h = λ2eλx
λ ∈ C

y la reemplazamos en la e
ua
ión 7, obteniendo:

λ2eλx + aλeλx + beλx = eλx
(
λ2 + aλ+ b

)
= 0 ⇐⇒

⇐⇒ λ2 + aλ+ b = 0, λ ∈ C

Esto puede tener tres 
asos

λ2 + aλ+ b = 0 ⇐⇒







λ1 6= λ2, λi ∈ R (1)

λ1 = λ2, λi ∈ R (2)

λ1 = λ2, λi ∈ C (3)

(1) yh ∈ gen
{
y1 = eλ1x, y2 = eλ2x

}

(2) yh ∈ gen
{
y1 = eλx, y2 = xeλx

}

(3)λ1 = β+iα ⇒ λ = β−iα enton
es yh ∈ gen
{
y1 = eλ1x, y2 = eλ2x

}
=

︷ ︸︸ ︷

gen
{
y1 = eβx sin(αx), y2 = eβx cos(αx)

}
porque por la identidad de

Euler eiα = cosα+ i sinα 6= 0 ∀α ∈ R enton
es

{

y1 = eλ1x = e(β+iα)x = eβxeiαx = eβx (cos(αx) + i sin(αx)) = y1

y2 = eλ2x = e(β−iα)x = eβxe−iαx = eβx (cos(−αx) + i sin(−αx)) = y2

enton
es, todo yh ∈solu
iones del homogeneo se podrá es
ribir 
omo


ombina
ion lineal 
on a, b ∈ C

yh = ay1+by2 = aeβx (cos(αx) + i sin(αx))+beβx (cos(−αx) + i sin(−αx)) =

= eβx
(

a cos(αx) + ia sin(αx) + b cos(−αx)
︸ ︷︷ ︸

+ib sin(−αx)
︸ ︷︷ ︸

)

=

18

Digo misteriosamente porque no se de dónde sale, pero fun
iona...
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= eβx
(

a cos(αx) + ia sin(αx) + b
︷ ︸︸ ︷

cos(αx) +ib
︷ ︸︸ ︷

− sin(αx)

)

=

= eβx ((a+ b) cos(αx) + i(a− b) sin(αx)) =

= (a+ b)
︸ ︷︷ ︸

eβx cos(αx) + i(a− b)
︸ ︷︷ ︸

eβx sin(αx) =

c1 c2

= c1e
βx cos(αx) + c2e

βx sin(αx) = yh ⇒
⇒ yh ∈ gen

{
eβx cos(αx), eβx sin(αx)

}
C-espa
io ve
torial

2. Bus
o las solu
iones parti
ulares y hay dos métodos:

Varia
ión de parámetros: Cono
iendo la solu
ión del homogeneo

proponemos una solu
ión parti
ular de la forma

yp = u1y1 + u2y2

donde y1, y2 ∈solu
iones del homogeneo y u1, u2 son fun
iones a de-

terminar. Si derivamos obtenemos:

y′p = u′
1y1 + u1y

′
1 + u′

2y2 + u2y
′
2

y por algún motivo imponemos la 
ondi
ión de que u′
1y1 + u′

2y2 = 0
por lo que nos queda

y′p = u1y
′
1 + u2y

′
2

y si volvemos a derivar obtenemos

y′′p = u′
1y

′
1 + u1y

′′
1 + u′

2y
′
2 + u2y

′′
2

Si ahora reemplazamos todas estas 
osas en la e
ua
ión original y′′+
ay′ + by = f(x) →

u′
1y

′
1+u1y

′′
1 +u′

2y
′
2+u2y

′′
2 +a (u1y

′
1 + u2y

′
2)+ b (u1y1 + u2y2) = f(x)

agrupando 
onvenientemente y 
asi por a
to divino:

u1 (y′′1 + ay′1 + by1)
︸ ︷︷ ︸

+u2 (y′′2 + ay′2 + by2)
︸ ︷︷ ︸

+ u′
1y

′
1 + u′

2y
′
2 = f(x)

︸ ︷︷ ︸

y1 ∈ yh ⇒ 0 y2 ∈ yh ⇒ 0 sobrevive

Lo úni
o que sobrevive es lo indi
ado mas arriba, que expresado ma-

tri
ialmente junto 
on la 
ondi
ion u′
1y1 + u′

2y2 = 0 que habíamos

impuesto antes es:

[
y1 y2
y′1 y′2

] [
u′
1

u′
2

]

=

[
0
f

]

⇒

⇒
[

u′
1

u′
2

]

=

[
y1 y2
y′1 y′2

]−1 [
0
f

]
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de donde por algún motivo des
ono
ido para mi:

{

u′
1 =

y2f
W (y1,y2)

u′
2 =

y1f
W (y1,y2)

donde W (y1, y2) es el wronskiano (ver se

ión5 Wronskiano). Luego

u1 y u2 se obtienen integrando éstas expresiones.

Coe�
ientes indeterminados Sirve solo a ve
es y no se 
ómo es...

14. Sistemas de e
ua
iones diferen
iales

Veremos sistemas de la pinta

X ′ = AX

donde X(t) ∈ Rn
y A ∈ Rn×n


on A ∈ Mdiagonalizables. Como A es diagonaliz-

able ⇒ A = QDQ−1
donde Q esta formada por autove
tores de A. Enton
es el

sistema se puede es
ribir

X ′ = QDQ−1X ⇒
X ′ = QDQ−1 ⇒ Q−1X ′

︸ ︷︷ ︸
= D Q−1X

︸ ︷︷ ︸

Y ′ Y

y llevarlo a un sistema diagonalizado mediante un 
ambio de variables:

Y ′ = DY

que se puede es
ribir de la siguiente manera y resolver fá
ilmente:







y′1 = λ1y1 → y1 = c1e
λ1t

.

.

.

.

.

.

y′n = λnyn → yn = cne
λnt

Finalmente se bus
a X :

Y = Q−1X ⇒ X = QY

Siempre termina quedando que la solu
ión es

X = c1e
λ1tv1 + . . .+ cne

λntvn

donde vi esta aso
iado a λ1.
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