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FACULTAD DE INGENIERÍA - UBA        ÁLGEBRA II         
EXAMEN INTEGRADOR

30/7/14

TEMA  2
RESOLUCIÓN

Aclaración: El alumno debe tener presente que siempre hay más de una forma correcta de resolver un ejercicio.  La resolución aquí presentada es una de las tantas posibles. 

EJERCICIO 1: Verdadero o falso:
(a) Si 
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 formadas por autovectores de A son ortonormales. 
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RESOLUCIÓN 1 

(a) Falso: Por ejemplo, toda base de 
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 está formada por autovectores de la matriz identidad. 
(c) Verdadero: Se tiene 
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EJERCICIO 2: Dada la matriz 
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, hallar todos los valores posibles (reales o complejos) de β  para los cuales A resulta diagonalizable. 

RESOLUCIÓN 2): El polinomio característico de A es 
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y sus raíces son 
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, A tiene tres autovalores distintos y por lo tanto es diagonalizable. Analicemos qué pasa cuando
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: En este caso tenemos 
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. Para determinar la multiplicidad geométrica de 1 como autovalor de A, calculemos la dimensión de 
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Obviamente, el rango de esta matriz es 1 y por lo tanto su espacio nulo tiene dimensión 2. Una base de 
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 la matriz A es diagonalizable (en los reales, y por lo tanto también en los complejos…)

Caso 
[image: image29.wmf]3

=

b

: En este caso tenemos 
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. Para determinar la multiplicidad geométrica de 1 como autovalor de A, calculemos la dimensión de 
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Obviamente, el rango de esta matriz es 2 y por lo tanto su espacio nulo tiene dimensión 1. Por lo tanto, si 
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 la matriz A no es diagonalizable (ni en los reales ni en los complejos)

Respuesta: A es diagonalizable sii 
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 (respuesta válida tanto para los reales como para los complejos)
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EJERCICIO 3: Sea 
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 una matriz simétrica que verifica simultáneamente que: (1) A es definida negativa, (2) 
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RESOLUCIÓN (3): Por ser A real y simétrica, sus autovalores son reales y, por la condición (1), son todos negativos. En particular, el determinante de A no puede ser nulo, es decir: A es no singular. La condición (2) significa que 
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Es decir: -4 es autovalor de A. La condición (3) significa que -1 es autovalor de A con multiplicidad geométrica 2 (pues 
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). Puesto que A es diagonalizable, la multiplicidad algebraica de -1 es 2 y por lo tanto, la multiplicidad algebraica (= multiplicidad geométrica) de -1 es 2. La condición (4) afirma la existencia de un subespacio propio de A de dimensión 2, por lo tanto, debe estar asociado a -1, y su complemento ortogonal es necesariamente el subespacio propio asociado a -4 (propiedad geométrica fundamental de las matrices reales simétricas: autovectores asociados a autovalores distintos, son ortogonales, y el complemento ortogonal de un subespacio A-estable es también A-estable). Puesto que el complemento ortogonal del plano dado en la condición (4) está generado por el vector 
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Estos versores verifican 
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De la condición 
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EJERCICIO 4: Dada 
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RESOLUCIÓN 4): De la diagonalización  
[image: image66.wmf]4
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Finalmente, puesto que la condición inicial es 
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EJERCICIO 5: Sean 
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RESOLUCIÓN 5): Si obtenemos una descomposición 
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El  cálculo  de autovectores es sencillito y obtenemos 
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Por lo tanto:  
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Por lo tanto, podemos elegir

                                           
[image: image89.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

-

5

1

5

2

5

2

5

1

0

0

0

1

0

U


Entonces, 
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Observación: Puede usarse, obviamente, la descomposición en valores singulares reducida. 
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