Examen integrador 12-02-2014. Esquema de resolucion

Ejercicio 1

T1. (a) En el espacio vectoridl = C*(R) se definen los operadoresuY € u” — 2 U, H(u) = u'. Determinar

el conjunto de todas las funcionedel nacleo de T que sean autovectores del opekagiatue cumplami(0)

= 3. (b) Probar que es suficiente que la constante eealumpla & > 2 para que el sistema

f'@)=2f(t) —ag(®) , , s
, tenga soluciones acotadas con cualquier condiicial.

{g © =af@)-2g9) 0 a

T2. (a) En el espacio vectoridl = C*(R) se definen los operadoresuy € u” — 3 u’, H(u) = u’. Determinar

el conjunto de todas las funcionedel ndcleo de T que sean autovectores del opekhgiaue cumplam(0)

= 2. (b) Probar que es suficiente que la constante eealumpla & > 3 para que el sistema

{f’(t) =3f(t) —ag(t)

g'@®) =af() -39

Sugerencia de resolucion TXla). Los autovectores de H son funciones cotefaiino nulas) o
exponenciales. Ademas el niicleo de T es Nu(T) £lgefi}, de donde las funciones que verifican lo pedido
son solo dosti(t) = 3, uy(t) = 3€*. (1b) Las raices del polinomio caracteristicoalmhtriz del sistema(A)

= \? + (a® -4) son imaginarias puras s P> 2, y en tal caso la solucién resulta ser umabioacion lineal de
funciones acotadas, de modo que la condicion ésSequik.

tenga soluciones acotadas con cualquier condigiGial.

Sugerencia de resolucion TZ1la). Los autovectores de H son funciones cotegarino nulas) o
exponenciales. Ademas el niicleo de T es Nu(T) £lgesi}, de donde las funciones que verifican lo pedido
son solo dosti(t) = 2, ux(t) = 2€®. (1b) Las raices del polinomio caracteristicoaiehtriz del sistema(\)

= A2 + (@® -9) son imaginarias puras s > 3, y en tal caso la solucién resulta ser umabigacion lineal de
funciones acotadas, de modo que la condicion éseqnuik.

Ejercicio 2

T1. En un espacio euclide®, sean B = ¥;, o} ¥ B’ = {vs, V4, V5} sendas bases del subespacio S y su
complemento ortogonal”Sy seaP el operador que proyeccién sobretSel operador reflexién sobre S.
Determinar todos los valores reales aléales que el operadd? + a H es regular y para esos valores
determinar los autovalores y autovectores let(a H )™. ¢Para qué valores dees diagonalizable el
operadoP + aH?

T2. En un espacio euclide®, sean B = ¥;, V,, va} Yy B’ = {v4, vs} sendas bases del subespacio S y su
complemento ortogonal”Sy seaP el operador que proyeccién sobretSel operador reflexién sobre S.
Determinar todos los valores reales aléales que el operadd? + a H es regular y para esos valores
determinar los autovalores y autovectores let(a H )™. ¢Para qué valores dees diagonalizable el
operadoP + aH?

Sugerencia de resolucion TComoH = 2P-I, se tiene que M £ + a H = (1 +2) P -al, un polinomio
matricial deP. Luego el espectro de H eéM) = {1 + a (doble),—a (triple)}, con autoespacios asociados gen
B, gen B’, siendo M diagonalizable para todo valera. Ahora, M es regular sia # 0, a # -1. Los
autovalores de M= (P +aH )™ son entonces (B %, (-a)™*, con los mismos autoespacios asociados.

Sugerencia de resolucién T€omoH = 2P-I, se tiene que M £ + a H = (1 +2) P —al, un polinomio
matricial deP. Luego el espectro de H eéM) = {1 + a (triple), —a (doble)}, con autoespacios asociados gen
B, gen B’, siendo M diagonalizable para todo valera. Ahora, M es regular siha # 0, a # -1. Los
autovalores de M= (P +aH )™ son entonces (B %, (-a)™*, con los mismos autoespacios asociados.

Ejercicio 3



2 1
1 0) sobre el

subespacio S = {XR??* traza(X) = 0}. Determinar los puntos del conjunto H x{R2: ||AX|| = 2} que se
encuentran mas préximos al vector nulo, calculardéstancia y graficar H y los puntos obtenidos.

2x2

T1. En el espacidR™™ con el producto interno candnico, sea A la proyecce B :(

2 -1
1 0
subespacio S = {XR?? traza(X) = 0}. Determinar los puntos del conjunto H x{R2: ||AX|| = 2} que se
encuentran mas préximos al vector nulo, calculardéstancia y graficar H y los puntos obtenidos.

T2. En el espacidR?? con el producto interno canénico, sea A la proiecce B :( ) sobre el

. L S 42 1ny_ (1 1 10
Sugerencia de resolucion Tla descomposicion mmedla(zil 0) = (_1 _1) + (0 1) prueba que A

= (_11 _11) Entonces el conjunto H tiene por ecuaciint{x,)’ = 2, esto es el par de rectas paralelas de

ecuacion; + %| = /2, siendo los puntos mas préximos pedides Pig(l 1T, que se encuentran a
distancia 1 del origen de coordenadas.

Sugerencia de resolucion TPa descomposicion (Unica) inmediz(t% _01) = G :1) + ((1) g) prueba
-1

_1). Entonces el conjunto H tiene por ecuaci¥in(x,)’ = 2, esto es el par de rectas paralelas

de ecuacionx| — x,| =2, siendo los puntos mas proximos pedidggzPi‘/z—E(—l 17, que se encuentran a
distancia 1 del origen de coordenadas.

que A :G

Ejercicio 4
T1. a) Hallar A € R?*3® que verifique las siguientes condiciones:
0 2 2 =2
N [o] A AA=|2 2 —2]
0 -2 =2 2

b) Parala A obtenida, encontrar: i) la solugi@n cuadrados minimos de norma minima del sistema
Ax=[0 17 ,ii) todas las soluciones por cuadrados minidedicho sistema.

T2. (a)Hallar A € R?*® que verifique las siguientes condiciones:

S [0 2 4 -2
At [2]= of A aa=|4 8 -4
0 2 -4 2

(b) Parala A obtenida, encontrar: (i) la solucidn guadrados minimos de norma minima del sistema
Ax=[0 1]t , (ii) todas las soluciones por cuadrados minidedicho sistema.

Sugerencia de resolucion T1.
a) Col(A) =gen{[1 -1} , Fil(A)=gen{[1 1 -19}, /6 Gnico VS no nulo de A
Haciendo una DVSR de A, se obtiend:= + [_11 _11 _11]

1

b)i) ¥= Atbh =+ [—g —% %]t (el signo acorde ala A propuesta)

i) £=%¥+Nul(Ad) =%+ a1l —-10] +B[112]

Sugerencia de resolucion T2.
a) Col(A)=gen{[1 -1} , Fil(A)=gen{[1 2 -19} , V12 Unico VS no nulo de A

Haciendo una DVSR de A, se obtieng:= + [_11 _22 _11]
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EJERCICIO 5: Sea M € R™" talque M+ M=0

(a) Demostrar que M es unitariamente diagonalizable.

(b) Analizar la validez de la siguiente proposici@idansformacion linealT: R* — R™, T(x) = Mx es
diagonalizable.

Sugerencia de resolucion.
a) M antisimétrica= iM hermitica

b) Falso. Contraejemplc(g _01)



