
EXAMEN INTEGRADOR.8 de julio de 2014
Un esquema de resolución

1. Sea B = {v1, v2, v3} base de un R-espacio vectorial V . Sea f ∈ L(V ) tal que

[f ]B =




k2 + 1 −k2 k − 1
0 1 0
0 0 2


, donde k ∈ R. Determine para qué valores de k existe una base

B′ de V con respecto a la cual [f ]B′ =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 y exhiba dicha base.

Solo cuando k = −1 el autovalor 2 es doble y su multiplicidad geométrica es 1. Sabemos
que [f ]B[id]B′B = [id]B′B[f ]B′ .

Sea A = [f ]B, M = [id]B′B, esto es, la matriz de cambio de base de B′ a B, y F = [f ]B′ .

Llamando Mi la i-ésima columna de M , como AM = MF , es claro que AM1 = M1 y
AM2 = 2M2, es decir que las 2 primeras columnas de M deben ser autovectores de A asociados
a 1 y 2 respectivamente.

Para determinar M3, planteamos AM3 = M2 + 2M3.

Si, por ejemplo, M2 =




1
0
0


, una posible solución es M3 =




0
0

−1/2


.

Luego, una posible M es M =




1 1 0
1 0 0
0 0 −1/2


 y de ah́ı B′ = {v1 + v2, v1, −1

2
v3}.

2. Encuentre A ∈ R3×2 sabiendo que rg (A) = 1, (Nu(AT ))⊥ = gen {[1 1 1]T} y que si
b = [3 3 0]T , el vector de norma mı́nima que es solución por mı́nimos cuadrados de Ax = b es
x+ = [1 1]T .

Consideramos definir A a partir de una DVS reducida. Sea r = = rg(A).

Como r = 1, entonces A = U1σV1
T , DVS reducida de A, donde σ ∈ R, σ > 0, U1 ∈ R3×1 es

ortonormal, V1 ∈ R2×1 es ortonormal.

Como x+ = A+b, se deduce que V1 = ± 1√
2

[
1
1

]
. Como (Nu(AT ))⊥ = gen {[1 1 1]T}

entonces U1 = ± 1√
3




1
1
1


.



Fijando U1 y V1, falta despejar σ tal que [1 1]T = 1
σ
V1U

T
1 para definir A.

3. Sea A =




1 0 1
1 0 −1
1 1 0







2 0 0
0 2 0
0 0 −4










1 0 1
1 0 −1
1 1 0







−1

Halle, si existen máx‖x‖=2 xT Ax y mı́nxT Ax=1 ‖x‖ 2, y los puntos donde se alcanzan estos
extremos.

Sabemos que λmin(A)‖x‖2 ≤ xT Ax ≤ λmax(A)‖x‖2, ∀x ∈ R3.

También que, en particular, los puntos donde se alcanzan los extremos, máximo o mı́ni-
mo, son autovectores de A asociados a λmax o a λmin, respectivamente, que cumplan la
condición dada.

En el primer caso, máx‖x‖=2 xT Ax = 8 y se alcanza en x = α




2/
√

2

2
√

2
0


 + β




0
0
2


 tales

que α2 + β2 = 1.

Para el segundo caso, como xT Ax ≤ λmax(A)‖x‖2 resulta 1 ≤ 2‖x‖2, y de ah́ı ‖x‖2 ≥
1/2,∀x ∈ R3.

Luego, mı́nxT Ax=1 ‖x‖ 2 = 1/2 y se alcanza en x = α




1/
√

2

1
√

2
0


 + β




0
0
1


 tales que

α2 + β2 = 1/2.

Para la matriz dada, resuelva el problema de valores iniciales X ′ = AX,
X(0) = [1 − 1 0]T .

Sabemos que X(t) = c1e
2t




1
1
1


 + c2e

2t




0
0
1


 + c3e

−4t




1
−1

0


. De la condición inicial

resultan c1 = 0, c2 = 0, c3 = 1.

4. Sea A ∈ R3×3 la matriz simétrica que cumple: Nul(A3 − 1/27I) = gen {[1 2 1]T , [1 1 0]T}
y tr(A) = 5/3. Encuentre todos los x ∈ R3 tales que ĺımn−→+∞ Anx = [−1 1 − 1]T -



De Nul(A3 − 1/27I) = gen {[1 2 1]T , [1 1 0]T} se deduce que 1
3

es autovalor por lo menos
doble de A y de la condición sobre la traza, se concluye que 1

3
es autovalor doble de A y 1 es

autovalor simple de A.

Sea {v1, v2, v3} base de autovectores de A asociada a los autovalores 1
3

doble y 1 simple.

Por ejemplo, v1 = [1 2 1]T , v2 = [1 1 0]T , v3 = [−1 1 − 1]T .

Para todo x ∈ R3 existen únicos α, β, γ ∈ R tales que x = αv1 + βv2 + γv3 con lo cual
Anx = α(1

3
)nv1 + β(1

3
)nv2 + γv3.

Luego x = αv1 + βv2 + v3, donde α, β ∈ R cumple lo pedido.

5. Sean A ∈ Rm×n y b ∈ Rm. Demuestre que:

Si b ∈ (Col(A))⊥ =⇒ x+ = 0Rn.

Consideremos una DVS reducida de A, A = UrDVr
T , la definición de la inversa de Moore-

Pernrose, A+ = VrD
−1UT

r , y del vector de norma mı́nima que resuelve el problema Ax = b
por cuadrados mı́nimos, x+ = A+b.

Si b ∈ (Col(A))⊥ resulta Ur
T b = 0, recordando que las columnas de Ur forman una B.O.N.

de Col(A), y en consecuencia, x+ = 0.

Existe un único x ∈ Fil(A) tal que Ax = proyCol(A)b.

Consideremos una DVS reducida de A, A = UrDVr
T , la definición de la inversa de Moore-

Pernrose, A+ = VrD
−1UT

r , y del vector de norma mı́nima que resuelve el problema Ax = b
por cuadrados mı́nimos, x+ = A+b.

Luego, como x+ = A+b = Vr(D
−1UT

r b), resulta que x+ es combinación lineal de las
columnas de Vr. Entonces x+ ∈ Fil(A) dado que en las columnas de Vr hay una B.O.N.
de Col(AT ).

Por otra parte Ax+ = AA+b = proyCol(A)b recordando que AA+ es la matriz de proyección
sobre Col(A).

Si suponemos que hay otro z ∈ Fil(A) que también cumple Az = proyCol(A)b resulta que
z − x+ ∈ Fil(A) y también z − x+ ∈ Nu(A), con lo cual debe ser z − x+ = 0.


