REDESDE TRANSPORTE

Es una aplicacion de digrafos ponderados al flujo (circulacién) de un bien desde una
fuente a un destino dado. L os bienes pueden ser por ejemplo litros de petréleo que fluyen
por tuberias, Ilamadas tel ef 6nicas a través de un sistema de comunicacién, etc.

Observacion: el peso de la arista sera interpretado como la capacidad maxima que puede
transportar dicha arista.

DEFINICION 1: SeaG = (V, A) un digrafo conexo y sin lazos. Se dice que G es una
RED o RED DE TRANSPORTE s se verifican:

a)$unicovérticef T V/ gr*(f)=0 (nolleganflechas) VERTICE FUENTE

b) $nicovértices! V/ gr (s) =0 (nosaenflechas) VERTICESUMIDERO

c) El digrafo esponderado, esdecir :

$unafuncionc: A® N,/sie= (v, ,vj)T A c(e) = ¢;(CAPACIDAD DE LA ARISTA)

EJEMPLO:
Vl 6 V2

V4

Observacion:
» Comoc (f,vy) +c(f ,vz)=4+5= 9 se tiene que la cantidad del bien que se
transportadef asno puede ser mayor que 9.
» Comoc (v2,9) + ¢ (va, S) =2+5=7 la cantidad queda restringida ain mas, no puede
ser masde 7

Nos preguntamos:

¢Las otras aristas permiten que se transporten 7 unidades del bien?
¢Cudl eslamayor cantidad de unidades que estared permite transportar?

Estos interrogantes obtienen respuesta en el tratamiento del tema: “Flujo méximo de una
red” (ver algoritmo de FORD — FULKERSON)
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DEFINICION 2: Si G=(V, A) esunared de transporte se [lama un FLUJO de G auna
funcion F: A® N,/

a)" el Asetiene F(e) £c(e) (obs.:si F(e) = c(e) sedicequelaaristaestaSATURADA
b)" vi A/vl f v! ssetieneque: é Fw,v) = é F(v,w)

wi vV AY

flujo entrante en v flujo sdiente en v

Observar que:

El inciso a) indicaquelo que se transporta por unaarista no puede exceder la capacidad de
lamisma.

El inciso b) indicaquelo quefluye (o quellega) aun vértice distinto de los vértices fuente
y sumidero debe ser igual alo que fluye desde él (lo que sale).

c a2y d
( 5(4)
5(3
S ¢ 5(2 6(3) S
6(4)
7(5)
a 5(3) b

Obs.: los valores de la funcion F: A® N, estan indicados entre paréntesis, es decir:
F(c,d) =1 (en e primer digrafo).

Lafuncién F definida en el primer caso no satisface la definicion de flujo ya que en el

- _ i F(f,a)(flujoentranteena) ! F(a,c) + F(a,b) (flujosalienteena)
verticeasetiene: | 51249
|

En cambio, lafuncién F definida en el segundo caso satisface la definicién de flujo.

¢Esta definicion de flujo asegura que todo lo que sale del vértice fuente llega al vértice
sumidero? Esdecir ¢esunabuena definicion?
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TEOREMA 1: Si Fesun flujo de unared de transporte se cumple:

AF(f.w)=3F(ws)

Dem.:

Se tiene que: a F(e) = a ga F(w, v)—— a ga F(v, w) donde A es el conjunto de
dA ViV ew v g wivedv
aristas de lared de transporte.

Entonces: 0= Q (?'é F(w,v) - & F(v,w)2= (separando los vértices fuente y sumidero)

ViV ew v WiV (%]

& 0 e 0
¢ = € T
¢ o = G
=63 F(w,s) - aF(sw) +Qa F(w, f)- aF(f W)~ +aga F(w,v) - aF(vw)
Cuiv T oivewy
G = N (;’ =0 Toni o

porque de s - porque a f - por € inciso b) dela definicién deflujo
g no saen flechas @ gno llegan flechas 4]

Entonces & F(w,s)- & F(f,w)=0y porlotanto § F(w,s)= & F(f,w).
WV WiV WiV

wi v

A partir de este teorema tiene sentido la siguiente definicién:

DEFINICION 3: Sellana VALOR DEL FLUJO alasuma de los flujos de todas |as
aristas que salen del vértice fuente, es decir:

val(F)=§ F(f,v)

viv

DEFINICION 4: Un CORTE (P, P) en unared detransporteG = (V, A) es un conjunto
Ptal que:

- Pl V
. PEP=V
. fipPsl P
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Ejemplo:

a  Md b

Enestecasoes: P={f,a} P={b,c,d,s}

DEFINICION 5: Sellana CAPACIDAD de un corte (P, P) a numero:

Cor.P)= 8 & Cvw)

En el caso del g emplo anterior C(P,I3) =C(a,b)+C(f,c)=4+3=7

TEOREMA 2 :SeaFunflujodelared G=(V,A) y sea (P, P) un corte de G. Entonces:

C(P,P)3 val(F) esdecir § & C(v,w)3 § F(f,v)

viPwi P ViV
. _ éo o éo U_
dem.: val(F) = aF(f v)—ea F(f,v)- aF(w f)u+a eaF(x V) - aF(w x)
ViV AV ’ XIP MV w Vv
? O o xf & =0 por inciso b) l:I
8 porque gr* ()= 0H e de la deefinicién de flujo g

(asociando) = § F(x,v)- & F(w,x)=

X P x_P
vl VvV wl Vv
é u é . l‘J
gé F(x v)+a F(x, v) g (vv x)+a F(w, x) y simplificando se tiene que:
Aad P X P P . X1 P ’
8" PA Vi P H gf(\/‘AP wi P H
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Va (F)== é F(x,V) - é F(w,x)| (1) ycomo F(w,x)3 0" w,xl V por definicion del

Xl P xi P
Vi P w P
codominio de la funcion flujo F se obtiene que é F(w,x)3 0{(2) porque son todos los
o
sumandos 3 0.
De (1) y (2) sededuce que:
Va(P)=g F(x,V)- & Fw,x) £ § F(x,v) £Q C(x,v) =C(P,P)
Xl P xi P Xl P Xl P
vl P w P Vi P vl P

Por el inciso @) dela
definicion deflujo

TEOREMA 3 (del flujo maximoy corte minimal)

Si en el TEOREMA 2 se cumple la igualdad entonces el flujo es maximo y € corte
minimal.

TEOREMA 4:

Enel TEOREMA 2 secumplelaigualdad si y sélo si

Ta) F(x,v) =C(x,v) "xI P,vi P
|

iy

1)F(v,x)=0 "vi P,xl P

En el teorema 2 se dalaigualdad en el dltimo paso de lademostracionU las desigualdades
del mismo sonigualdadesesdecir U § F(v,X)=0 U & F(x,v) =§ C(x,V)

X P X P X P

Vi P Vi P vViP
a ser todoslos sumandos a ser todoslos sumandos de laprimer sumatoria
3 0solo puede darse £ que los de la segunda sumatoria
F(v,x)=0 F(x,v) =C(x,V)
"vlI P, xI P "vlI P,xI P

(oseab)) (oseaa))



