FACULTAD DE INGENIERIA - UBA ALGEBRA II Primer cuatrimestre 2013

EXAMEN INTEGRADOR
24 de julio de 2013 (Cuarta oportunidad)
TEMA 2

RESOLUCION
Aclaracién: El alumno debe tener presente que siempre hay mas de una forma correcta de
resolver un ejercicio. La resolucion aqui presentada es una de las tantas posibles.

EJERCICIO 1:
(@) Sea L:C*(R,MR) > C*(R,R)tal que L(f)= f'-3f . Determinar todos los autovalores de L y
los autovectores asociados a cada uno.

(b) Determinar todos los valores reales no nulos de o para los cuales todas las soluciones de la
ecuacion y"+a y'+a’y =1 son acotadas (en R)

RESOLUCION 1(a): L(f)=Af & f'-3+A)f =0<3ceR: f =cE,, E,(x)=e""*. Por lo
tanto, todos los nimeros reales son autovalores de L y paracada A R, S,(L) = gen{ EA}.
0!\/§. _g_ 0!\/§|

RESOLUCION 1(b): Las raices de r’+ar+a”’=0 son rl=—%+T| y=-2--

L. . 1 .
Por otra parte, una solucion particular es y, = —. Entonces, las soluciones son de la forma
(04

y(x) = iz roe 2 COS(? xj + cze_zxsen[g xj
a

y la respuesta es, por lo tanto, que no existe tal alfa.

3+a 0 -—a-2
EJERCICIO 2: Dada la matriz A=| 1 2+« 1 |, hallar todos los valores posibles
0 0 1
(reales 0 complejos) de « para los cuales A resulta diagonalizable.

RESOLUCION 2): El polinomio caracteristico de A es



A-B+a) 0 2+«
Det(Al — A) = -1 A-Q2+a) -1 |=[1-C@+a)][1-Q2+a)][1-1]
0 0 A-1

y sus raices son 4, =3+a, L, =2+a y A, =1.Por lo tanto, si a&{-1,—-2}, A tiene tres
autovalores distintos y por lo tanto es diagonalizable. Analicemos qué pasa cuando « € {—1,— 2 }:

Caso a=-1: En este caso tenemos 4 =2 y A, =4, =1 y. Para determinar la multiplicidad
geométrica de 1 como autovalor de A, calculemos la dimensién de

1 0 0] |2 0 -1 -1 0 1
S;(A)=Nul(I-A)=Nulf{0 1 0|-|1 1 1|(=Nulj|-1 0 -1
0 0 1] |0 0 1 0 0 O

Obviamente, el rango de esta matriz es 2 y por lo tanto su espacio nulo tiene dimension 1. Por lo
tanto, si & =—1 la matriz A no es diagonalizable (ni en los reales ni en los complejos).

Caso a=-2: En este caso tenemos 4 =4,=1y A,=0. Para determinar la multiplicidad
geométrica de 1 como autovalor de A, calculemos la dimension de

100|100 00 O
S,(A)=Nul(l-A)=Nul{{0 1 0|-|1 0 1||=Null|-1 1 -1
00 1/ ]0 0 1 00 O

Obviamente, el rango de esta matriz es 1 y por lo tanto su espacio nulo tiene dimension 2. Por lo
tanto, si o =—2 la matriz A es diagonalizable (en los reales).

Respuesta: A es diagonalizable sii « #—2 (respuesta valida tanto para los reales como para los
complejos)

EJERCICIO 3: Sea A e %**?una matriz simétrica. Uno de sus autovalores es 3 y ademas verifica:
1 -1 1

Al 0 |=| 0 |,yel Nul(A)=gens|?2
-1 1 1

Sea la superficie de ecuacion: ||Ax||2 =9. Hallar los puntos mas cercanos al origen de coordenadas.
RESOLUCION 3): Los autovalores de Ason &, =0, o, =-1y a, =3.
ATA= AA= A? y sus autovalores son 4, =0, 4, =1y A,=9.



Zo X <A < 2 X = 0 <]l <9

[N

Si ||Ax||2:9 = 1£||x||2 A ||x||2:1 en x=+

Al

"(t) =6x.(t) +4x,(t) -1
EJERCICIO 4: Calcular todas las soluciones de {Xi (1) =6x( (1 para las cuales

X,'(t) = —8x(t) —6x,(t) +1
existen (y son finitos) ,Lim _x(t) y ,Lim X, (t).

R

y una solucion particular del sistema es X | :[

. 6 4
RESOLUCION: La matriz Az{ 8 6} es diagonalizable:

}
}

30
EJERCICIO 5: Sean Q € ®*® una matriz ortogonal y A = QB, donde B=|0 1| . Obtener la
30
1
solucion por cuadrados minimos de norma minima de Ax="Db, siendo b=Q| 0
1

RESOLUCION 5): Si obtenemos una descomposicion B =UZV " en valores singulares, entonces
A=QB=QUZXV" es una descomposicion de A en valores singulares, pues el producto QU de

matrices ortogonales es ortogonal y A" A=B"Q'QB = B'B (es decir: los valores singulares de Ay



1 1
de B son los mismos). Entonces, la solucion buscada es A'b=VZ'U'Q'Q|0|=VZ'UT|0].
1 1
30
T 3 0 3 18 0
Veamos: B' B = 0 1|= . Por lo tanto:
010 0 1
30
3W2 0
10
= 0 1| , V= :
01
0 O
Las dos primeras columnas de U son
30 1 0
1 1 _ 1 0 —
30 1 0
Por lo tanto, podemos elegir
503
u=/0 1 0
0%
Entonces,
. - . 1 0 % 0 %! 10 4 . 1
Ab=VZ'U'Q'Q0|=VZI'U'|0|=|32 0 1 0([0f=]° RICIEI
0 0] | . 0 0O 0
1 1 Z 0 &1 1



