FACULTAD DE INGENIERIA -UBA ALGEBRA Il Primer cuatrimestre 2012

EXAMEN INTEGRADOR
18 de julio de 2012 (Tercera fecha)
TEMA 1

Aclaracion: El alumno debe tener presente que siempre hay mis de una forma correcta de
resolver un ¢jercicio. La resolucion aqui presentada es una de las tantas posibles.

EJERCICIO 1:
(a) Hallar, si existen, dos funciones continuas p: R >R y g:R — R tales que para todo

ceR lafuncion A(#) =€ + (£ +1) es solucionde y' (1) + p(H) (1) = g(b) .

(b) Determinar para qué valores de a € R la ecuacion diferencial y"(#) + 9 () = sen(af) tiene

soluciones no acotadas en R .

RESOLUCION:

(@) £(f)=¢€" es una solucion particular y £(#) = £ +1 una solucién de la ecuacién homogénea
asociada, por lo tanto 2¢+ p(H)(£ +1)=0y € + p(H)€ = g(#) . De la primera obtenemos p(#) =

— 2t 2t (t-1)
—= ydel da g(f)=¢€|1- =é .
pyp Y OC TR 70 ( t2+1j £+1

Otra forma: Para todo c€ Ry paratodo € R debe verificarse
¢ +2ct+ p(d|e + o £ +1)|= g(0)

es decir: €1+ p(0)]+ c[2t+ p(o(F +l)]= g(?) (*). Puesto que esto debe verificarse para todo
ceR, derivando ambos miembros de (*) respecto de ¢ obtenemos la condicion
2t+ p(H)(£ +1)=0 y luego €1+ p(H)]= g(£). Otra manera de deducir estas condiciones (sin
derivar respecto de ¢) es elegir ¢ = 0 en (*), con lo que queda €[l+ p(7)] = g(?); luego, esta

condicion en (*) impone c[2t+ p(o(F +l)]= 0 para todo c, es decir: 2¢+ p() (£ +1)=0. La
validez de estos procedimientos esta dada por las expresiones subrayadas: para todo....

(b) La soluciéon general del problema homogéneo asociado puede expresarse en la forma
1,(9) = ¢ cos(3?) + c,sen(3t). Si a = 0, el sistema es homogéneo y todas sus soluciones son,
entonces, acotadas. Si a#0 y a° #9, el segundo miembro de la ecuaciéon no es solucion de la
homogénea asociada y wuna solucion particular de la ecuacion es de la forma
£,(f) = Acos(af) + Bser(at) para algin par de coeficientes Ay B (') no ambos nulos (caso
contrario, el sistema seria homogéneo) y las soluciones de la ecuacion son de la forma
(= 1,(+ £,(8)=ccos(30) + ¢,sen(31) + Acos(al) + Bsen(at), que resultan ser acotadas.

Si a®> =9, el segundo miembro de la ecuacién es sen(34) o sen(-35 = - sen(34), es decir: es una



solucion de la ecuacidon homogénea asociada y entonces una solucion particular es de la forma
£,(8) = Ctcos(39) + Disen(3t) para algin par de coeficientes C'y D (*) (no ambos nulos caso

contrario, el sistema seria homogéneo) y las soluciones de la ecuacion son de la forma
1(?) = ¢ cos(32) + ¢,sen(31) + Ctcos(3f) + Dtser(3f), que no son acotadas. Por lo tanto, la

respuestaes 4 € {— 3,3 }

Para los interesados en conocer los coeficientes y las correspondientes soluciones particulares:

" A=0, B=9; f(t)=9 ! sen(at)

22 7p 2

() Sia=3: A:—é, B=0, f;(r):—écos(y);sia:-s: A=é, B=0, f;(t)zgtcos(%).

EJERCICIO 2: Sea S= {Me R M +M=0 } Considerando el producto interno (., .) en

R>? dado por (X,Y)=tr(X"Y), hallar una matriz Ae R>* que cumpla simultaneamente las
siguientes tres condiciones:

i -1
(2) {1j| =|: _i|, siendo B= PS(/l) la proyeccion de Asobre S
1

(i) (A- B} = A- B;

3 1 1
we ]|

(Es tinica?.

RESOLUCION: Dado que Ses el subespacio de las matrices reales antisimétricas, Bes de la forma

0 —
B= {b 0}. Ahora, la condicion (/) solamente puede verificarse si b = 1 y por lo tanto

0 -1
B= { 0} (es la unica matriz antisimétrica que verifica (1)) (*). Ahora, A— B= A— P,(A) es
la proyeccion de A sobre S*. Para el producto interno dado, S es el subespacio de las matrices

simétricas (?). Entonces, A - B es una matriz real simétrica y la condicion (7)) equivale entonces a
que A - Bsea una matriz de proyeccion. En particular, esto significa que sus autovalores son 1 y 0y

es diagonalizable ortogonalmente (por ser simétrica). De (77]) tenemos que L} es autovector

-1
asociado a 1 y entonces { J es autovector de A - Basociadoa 1 0a 0. En el primer caso A - Bes

la identidad (la tinica matriz diagonalizable con todos sus autovalores iguales a 1 es la matriz



1 0 0 -1 I -1
identidad, obviamente) y entonces A= {0 J+L 0} =L J. En el segundo caso, si

-1
{ J es autovector de A - B asociado a 0, tenemos la (Gnica) matriz de proyeccion sobre el

1
subespacio de SR> generado por L]

U D u”
L =L L _L 1 1
Apgo| | O oE |7 2
Sl Lilo ol L| |1 1
V2o 2 V22 2 2
L 10 o —11 [+ =
En este caso, tenemos A= T f + ! 0 = § 12 . Por lo tanto, las dos tnicas matrices
2 2 2 2

que verifican las tres condiciones requeridas son:

S

Nota (Y): Las matrices reales antisimétricas de orden 2 son especialmente sencillas de caracterizar,
como hemos visto. En 6rdenes mayores conviene recordar que las matrices reales antisimétricas: (a)
son normales y por lo tanto son diagonalizables unitariamente en los complejos y (b) tienen
autovalores imaginarios puros.

N =
= Nl.l_.
L 1

Nota (*): Para probar que toda matriz se escribe en forma unica como suma de una simétrica y de
una antisimétrica no se requiere de ningin producto interno: en primer lugar tenemos que para

simétrica antisimétrica

cualquier matriz Ae R™": A=1(A+ A')+1(A- A'); en segundo lugar, la inica matriz que es
simétrica y antisimétrica simultdneamente es la nula. Finalmente, probemos que toda simétrica es
ortogonal a toda antisimétrica respecto del producto interno dado: si X es antisimétrica e Yes

simétrica: (X, N=t( X' V=tr(-XY)=-tr(XV)= =—tr(¥X) =-Tr (Y X) =—(¥, X) =
=—(X,Y) y por lo tanto (X,Y)=0. (Otra forma de ver probar esto es utilizar la expresion

(X, V)= ZZ X, ¥ » cosa que no haremos aqui) y una tercera forma es exhibir bases ortogonales.
=1 j=1
Esto es particularmente comodo para n = 2, pues una base de este tipo (y que hemos utilizado

0 -1 1 0] (0 1 0 O
muchas veces en lo ejercicios) es , , , : es una base
1 0/ (0 O 1 0] 10 1

ortogonal (para el producto interno dado) de 3%**, donde el primer elemento forma una base de Sy
los tres ultimos forman una base del subespacio de las simétricas.




EJERCICIO 3: Sean Q:R* >R y R:R> >R las formas cuadriticas definidas por

Qx)=-8x-8xX y R(x)=4x +24xx +11x . Hallar, si existen, MéX{ Ox):Rx)=5 } y
M'H{ Ax):Rx)=5 } y los puntos donde se alcanzan estos valores.

RESOLUCION: En primer lugar, obsérvese que Q(x)=-8x —8x = —8”/&”2. Ahora, la matriz

4 12
simétrica asociada a R es A= 2 11l de autovalores 20 y -5 y autovectores unitarios
3] =y
correspondientes u = i y V= 35 .
5 5

4 12031 [60] [4 12]/ -4 20
Comprobacion: = , = .
12 11)|4] |80 |12 11 3] |-15

}{X} tenemos (X x) =—8||);”2 =—8(y12 + )/22) y

Entonces, para todo x= yu+ y,v= {
Y2

[V FNER VN (5]
nlw u-l,L

R(x) =203 — 5y, . Entonces,
Rx)=5c20)-5)=5<y=1+1¥=>0x0=-8G+23)=-2(+5%)
Dado que )/22 puede tomar cualquier valor positivo o nulo, (mientras que ylz > 1), la restriccion de

Qal nivel 5 de Rno esta acotada inferiormente y por lo tanto no tiene minimo en dicho conjunto.

Por otra parte, una cota superior obvia de —2(1+5 )/22) es -2 y se alcanza para )/22 =0 (por lo

tanto, se trata, efectivamente, de un maximo), lo que implica 20 )/12 = 5. Resumiendo:

} y en Xz—%uz—%{ }

EJERCICIO 4: Hallar la solucion general X, del sistema de ecuaciones lineales X'(7) = AX(¢)

*No existe Min{ Q(%): R(x)=5 }

* MéX{ Ax):Rx) =5 }=—2 y se alcanza en XZ%U:%|:

[V PNV (95}
2 TN (3%}

sabiendo que la matriz 4 R¥ verifica simultineamente las tres siguientes condiciones

1 8 -8
Hn» A=|0 4 0f, (i) def(A)>0 y (i) tr(A) = 0.
0 -5 9



1 8 -8
RESOLUCION: Veamos primero si la matriz B= A =|0 4 0| es diagonalizable:
0 -5 9

Det(AI-B)=Defl 0 A-4 0 |=A-1)(A1-4)(1-9)

y por lo tanto, B tiene tres autovalores reales y distintos y por lo tanto es diagonalizable en los
reales. (Qjo: si usted deduce, a partir de esto, que A es diagonalizable, esta cometiendo un error

- o 1 , , 0o 17 [0 o
gravisimo: la matriz no es diagonalizable pero =
0 0 0 0 0 0
autovalores de A son raices cuadradas (eventualmente complejas) de los autovalores de A,
tenemos que los autovalores de Ason raices cuadradas de 1, 4 y 9. Entonces, tenemos las siguientes
ocho posibilidades para los autovalores de A:

} si). Dado que los

(1) 13293 (2) 1929 -3 (3) 19_293 (4)_19233 (5)_19_293 (6)_1929 -3 (7) 19_29 -3 (8)_19_29_3

En todos los casos, los tres autovalores son reales y distintos y por lo tanto A es diagonalizable en
los reales. Para que la traza de A (= suma de sus autovalores) sea nula, nos quedan las posibilidades
(2) y (5). De estas dos, la condicion (77) elige la (5). Por lo tanto, los autovalores de Ason -1,-2 y 3.

. . . 2 .
Puesto que A4 es diagonalizable, sus autovectores son los mismos que los de A"y asociados a las
raices de los autovalores de ésta. Un célculo sencillo nos da

1 8 —8|1 1 1 8 —-8|0 0 1 8 -8 -1 -1
0 4 offo{=(0{, 1|0 4 0111]1=41 y |0 4 0 01=9 0
0 -5 91(0 0 0 -5 1 1 0 -5 9 1 1
y por lo tanto,
1 0 -1[-1 o ol[t o -17" [-1 4 -4
A=(0 1 0 0 -2 0|0 1 0o =1 0 =2 0
0 1 1 0 0 3|0 1 1 0 -5 3

(No es necesario conocer la matriz 4; la hemos exhibido para los curiosos). Entonces, la solucion
general del sistema es



1 0 -1
X(t)=ce'|0|+ce |1 |+ce’| 0
0 1 1

EJERCICIO 5: Hallar una transformacién lineal 7: R> — R’ que verifique simultineamente las
tres siguientes condiciones:

1
(1) El conjunto {XG R ||T(X)||2 =4 } es una elipse de semiejes 2 y 5 y el semieje menor estd en

1
la direccidn del vector {2} ;

]

i dim(D1 2 -1]7)=|0 2 -1]7].

RESOLUCION: Sea Ae R*? la matriz de 7 respecto de las bases canonicas, es decir:
T(X)”2 =||AX”2 = (Ax)" Ax= x" A" Ax. La matriz real

simétrica A" Ae > se factoriza A" A= VDV’ , donde Ve R>’ es una matriz ortogonal y

T(x) = Ax para todo xe R*>. Entonces,

A
D= {01 1 tiene elementos no negativos en su diagonal (los autovalores de A" Ano pueden ser
2

negativos). Indicando con ¥ y ¥ las columnas de V, para cada x= yv + 3, € R’ tenemos que

”T(X)”2 =x' A" Ax= Ay + 4,3, ; por lo tanto,

|7 =4 > A+ 1Yt =4 A, %

T

2 1 2 1 -2
la condicion (7) se verifica si —=—, —=2, v =L v, =L . (Hay otras
y () \/71 5 \//1_2 1= 75 {2} Yy hW=3 { 1 } (Hay

posibilidades, pero el autovector {2} tiene que tener la direccion del semieje menor). Se deduce

que 4, =16y A, =1. Toda esta informacion sobre la matriz A sugiere una descomposicion en

valores singulares A= UX V" . Hasta ahora tenemos



™
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Ahora, dado que el rango de A es 2, las dos primeras columnas de U son u = \/17

u, =— Ay, . De la condicion (77) tenemos:

5
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1
La condicion (i7) significa que | 2 |eim(T)" = col( A)". Por lo tanto, puede elegirse como
-1
1
tercera columna de U al versor u, = ﬁ 2 |. Entonces, dado que las columnas de U deben ser
-1

1

ortonormales, la primera queda determinada salvo signo: u, = ﬁ 2|0 uy=-

1
ﬁ 2 |. Entonces,
5 5

por ejemplo:

NE N % %
_ T _ |2 =L 2 5 5
A—UZV—\@ s T 0 1 _Tz %
_5_ =L 5 5
T 0 T¢ 0 0




