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Guia I: Ecuaciones diferenciales ordinarias

1. Dadas las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

» Indicar cudles son de variables separables o lineales.

= Demostrar que la funcién propuesta es solucién de la ecuacion.

y =3y, y = e’

d) yy —4x =0, y=2x.

2. En los siguientes casos, verificar que la funciéon propuesta es solucién general de
la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y determinar el valor de las
constantes de manera que se satisfaga la condicién dada. Graficar aproximada-

mente la solucion obtenida.

a)y —=3y=3, y=-1+ce*,  y(0)=2
b) (%) vy =, y?— 1% =, y(0) =
o)y =%, P Hceyt=1, y(1) =2

3. Hallar la solucién de la ecuacién 2.b cuyo grafico pasa por el punto (1,2).



4. Proponer una ecuacion diferencial de primer orden de manera que la familia de

curvas dada corresponda a su solucién general.

5. En los siguientes casos verificar que la funcién propuesta es solucion general de
la ecuacién diferencial de segundo orden a coeficientes constantes y determinar
el valor de las constantes de manera que se satisfaga la condicién dada. Graficar
aproximadamente la solucién obtenida.

a) Yy —y —2y =0, y=ceX +cye”, y(0)=2,9'(0) = -3
b) v + 3y + 2y =0, y = cre " + cpe 2, y(0) =1, y'(0) =2

o)y +y —2y=0, y=cetee  y0)=2¢(0)=2

d) y' =2y +4=0, Y = c1 + e*® + 2z, y(0) =1, y'(0)=0

e)y +y=0, y = ¢1 sen(x) + ¢ cos(z), y(0)=—-1,v'(0) =1

)y +4y =0, y = cysen(2t + ¢o), y(0) =1, y'(0) =2

)y + 2y +5y =0, y=-cresen(2t)+ cpet cos(2t), y(0) = 0,

y'(0) =2

h) y'+4y'+13y = 0, y = cre” 2 sen(3t+cy), y(0) = —1, y'(0)=1

g

6. Comprobar que y = e ?!cos(3t) e y = e *'sen(3t) son soluciones de la ecuacién

diferencial 3" + 4y’ + 13y = 0 y escribir la solucién general.
7. Resolver los siguientes problemas:

a) Hallar la solucién general de x dy = y dx.



b) (%) Hallar la solucién del problema de valores iniciales xy' = (xy — z),
y(0) = 2.
¢) Hallar la solucién general de yy' = z sen(z?).

d) (%) Hallar la solucién general de z j—z — =z’

e) (%) Hallar la solucién del problema de valores iniciales ' + 22?2y = a2,

y(0) =2.
f) Hallar la solucién del problema de valores iniciales iy +y = 1, y(0) = 5/2.
g) Hallar la solucién del problema de valores iniciales i’ +y = 23, y(0) = 1.
h) Hallar la solucién general de 3/ + 3y = 2.

) Hallar la solucién del problema de valores iniciales xy' + y = 22,

i) (*) Hallar la solucién general de y' + y sen(x) = sen(2z).
7) (

y(3) = 0.

k) Hallar la solucién del problema de valores iniciales zvy' = y?+xy, y(1) = 1.

8. Hallar en cada caso la familia de curvas ortogonales a las de la familia dada.

[lustrar mediante un grafico.

(a) (x) y = ca? (b) () 2 +y* =c (c) zy =c

(d)2z+y=c (e) v — 3 = cy?

9. (%) Resolver:

a) Hallar las curvas planas tales que la recta normal en todo punto pasa por

el origen.

b) Hallar las curvas planas tales que la recta tangente en todo punto pasa por

el origen.

c) Hallar las curvas planas tales que la pendiente en cada punto es igual al

cociente ordenada/abscisa del punto.



d)

¢)

f)

Hallar las curvas planas tales que la pendiente en cada punto es igual al

cociente abscisa/ordenada del punto.

Hallar la curva plana que pasa por (1,6) y satisface que en cada punto de
coordenadas (x,y) la recta tangente se interseca con el eje de ordenadas en
el punto (0, 5y).

Hallar las curvas para las que el area del tridngulo que tiene como vértices
un punto P de la curva, el punto de interseccion de la tangente en el punto

P con el eje x, y la proyeccién de P en el eje x es constante (no depende

de P) y vale 2.

10. (%) Un termémetro que marca 10°C se lleva a una habitacién a 20°C. En un

minuto la temperatura del termémetro asciende a 15°C. Si la velocidad con que

cambia la temperatura del termdémetro es proporcional a la diferencia entre

su temperatura y la de la habitacién (que se supone constante '), obtener y

graficar el comportamiento de la temperatura del termémetro en funcion del

tiempo. ;Cuando estara a 1°C de la temperatura ambiente?

11. Resolver los siguientes problemas:

a)

La rapidez de desintegracién de una sustancia radiactiva es proporcional a
la cantidad de sustancia presente. Si hay inicialmente 50 gr de sustancia y
al cabo de 3 dias quedan solamente 10 gr, ;qué porcentaje de la cantidad

original quedara al cabo de 4 dias?

dP
Una poblacién P de bacterias crece con 4% constante 0,03 durante 7" dias, al
cabo de los cuales se incrementa a 0,05. Hallar 7" sabiendo que la poblacion

se duplicé en 20 dias.

Una bola esférica de nieve se derrite de manera que la derivada de su
volumen V() respecto del tiempo t es proporcional a su drea en ese mismo
momento. Si para t = 0 el didametro es de 5cm y 30 minutos después el

didmetro es de 2cm. jEn qué momento el didmetro sera de lcm?

1Caso del cuerpo colocado en un fluido (aire de la habitacién) indefinido a temperatura uniforme.



d) Una bola esférica de nieve se derrite de manera que la razén de cambio
de su didmetro d(t) respecto del tiempo ¢ es proporcional a su drea en ese
mismo momento. Si para t = 0 el didmetro es de 5cm y 30 minutos después

el didmetro es de 3cm. ;En qué momento el didmetro sera de lcm?
12. Resolver los siguientes problemas:

a) Un objeto de masa m cae hacia la superficie de la Tierra, su caida esté re-
tardada por la resistencia del aire que es proporcional a su velocidad por lo
tanto, a partir de la segunda Ley de Newton sabemos que m % =mg—kv,
donde g es la aceleracion de la gravedad y v(t) es la velocidad del cuerpo en
el instante ¢. Si la caida comienza en ¢ = 0 con v(0) = 0, hallar la velocidad

del objeto v(t) hasta que llega al piso.

b) Resolver el problema anterior suponiendo que la resistencia del aire es pro-

porcional al cuadrado de la velocidad.

13. La posicién de un punto que se desplaza con movimiento rectilineo es e = f(t),

donde t es el tiempo. Determinar f(¢) en los siguientes casos:

a) Movimiento rectilineo uniforme (con velocidad ¢’ = v constante), suponien-

do que f(0) = ¢j es dato.

b) Movimiento rectilineo uniformemente acelerado (con aceleracién ¢’ = a

constante), suponiendo que f(0) =€y y f'(0) = vy son datos.

14. Usar el modelo del Ejercicio 13 para plantear como problema de valores iniciales
y resolver: ; Cuanto tardard en volver a su punto inicial una bala que se dispara
hacia arriba verticalmente con velocidad inicial vy = 200m/s, y a qué altura

llegara? (usar g = 10m/s?)

15. (%) La ley de Malthus supone que la tasa (o velocidad) de crecimiento de una
poblacién (p’) es en cada instante directamente proporcional a la cantidad de

individuos (p) existentes.



16.

17.

a) Escribir la ecuacion diferencial que representa esta relacion y verificar que
si p(tg) = po, resulta p(t) = pye® 10,

b) Sabiendo que la poblacién de la tierra aumenté en promedio el 2% anual
desde 1960 a 1970 (o = 0,02) y que al principio de 1965 se estimaba en 3340
millones de personas, calcular mediante este modelo en cuanto tiempo se

predice la duplicacién de la poblacién (el valor observado fue de 35 afios).

¢) Cuando el tamano p de la poblacién es demasiado grande el modelo de
Malthus debe ser corregido para contemplar el hecho que los
individuos compiten por alimento, recursos naturales y espacio vital
disponibles. Asi surge la ley logistica de crecimiento p’ = o p— 3 p* propues-
ta por Verhulst en 1837, donde las constantes a y 3 se llaman coeficientes
vitales de la poblacion.
Resolver la ecuacion logistica y demostrar que, independientemente de la
condicién inicial (p(ty) = po), la poblacién tiende a «/F cuando t — oo

(observar que en el modelo lineal es divergente).

Considerando la segunda ley de Newton (fuerza(F)=masa(m) aceleracién(%)),
si el movimiento de un punto material con masa m se produce en un medio que le

opone una resistencia del tipo av+ (Gv", donde v es la velocidad, debe cumplirse
B

que —av — Bv" = mv'; es decir, v + L v = — 20",
Considerando n = 2, m = 2 kg, a = 2 kg/seg, f = 4 kg/m, y que a los 0 seg la
velocidad inicial es de 20 m/seg, determinar y graficar el comportamiento de la
velocidad del punto en funciéon del tiempo.

Nota: en general, la ecuacién del tipo: '+ P(z)y = Q(z) y"(n > 1) se denomi-
na ecuacion de Bernoulli; esta ecuacion se reduce a una del tipo lineal mediante

la transformacién z = ™" (demostralo).

Suponga que un resorte se suspende verticalmente de un soporte rigido y luego
se le fija una masa m en su extremo libre, éste se estira s unidades y cuelga
en reposo en la poscién de equilibrio como se muestra en la figura 1 a) y 1 b).

Después el sistema resorte/masa se pone en movimiento, sea z(t) la funcién que



mide la distancia de la masa al punto de equilibrio, como se indica en la figura
1 ¢), supongamos que la direccién hacia abajo es positiva y que el movimiento
se efectia a lo largo de una recta que pasa por el centro de gravedad de la
masa y que las unicas fuerzas que actuan sobre el sistema son: el peso de la
masa y la fuerza de restauracién del resorte. Por la Ley de Hooke, el resorte
mismo ejerce una fuerza restauradora F' opuesta a la direccién de enlongacion y
proporcional a la cantidad de enlongacién s, por lo tanto F' = ks donde k es una
constante llamada constante del resorte. En la posicion de equilibrio el peso
W de la masa m es igual a la fuerza restauradora, es decir W = F'. Con lo cual
obtenemos mg — ks = 0. (;Por qué? Justifique). Si la masa se desplaza de la
posicién de equilibrio la fuerza restauradora del resorte es ahora: F' = k(z + s)
suponiendo que la masa vibre libremente se puede usar la Sequnda Ley de

Newton obteniendo: mdi;(tt) = —kx(t). Deduzca esta expresién. Una masa que

pesa 2kg alarga 6 cm un resorte. En ¢ = 0 se libera la masa desde un punto
que esta 8cm abajo de la posicion de equilibrio con una velocidad ascendente

de 3 em/s. Determinar la ecuacién del movimiento z(t).
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Figura 1: Resorte, Ley de Hooke



Guia II: Geometria del plano y el espacio

1. Describir mediante un grafico las regiones planas dadas por:

(a) {(z,y) eR?:ax+y <1} (b) {(z,y) e R?: 22+ 9> > 1, 2 > 0}
(c) {(x,y) ER?:y — 22+ 22 >0,y > 2} (d) {(x,y) eR?: 2 < e Y}
(e) {(z,y) € R? : 2% — 22 +9?/4 — y < 16} (f) {(x,y) € R? : sen(x) < 1/2}

(g) {(x,y) € R?:5 Senh(x) < y < 3 Cosh(z)}

2. Describir mediante inecuaciones en coordenadas cartesianas las regiones planas
dadas:
a) Interior del circulo centrado en (0,0) y de radio 2.
b) Cuadrado de lado 1 con ejes paralelos a los ejes coordenados y vértice
inferior izquierdo en (1,1).
¢) Puntos por encima de la pardbola de ecuacién y = 2 z%.

d) Puntos interiores a la elipse de semiejes 2 y 4, paralelos a los ejes coorde-

nados, centrada en (0,0).



Coordenadas polares

Figura 2: Coordenadas polares

Cambio de Coordenadas

r= V)
. 0 = arctg(%) six#0
De coordenadas cartesianas a polares = < .
0=3 siz=0,y>0
_ 3m : _
\9—7 siz=0,y<0

‘ x=rcos(f) r>0,0<60<2r
De coordenadas polares a cartesianas =

y = r sen(0)

3. Trazar aproximadamente las curvas descriptas, en coordenadas polares, por:

(a) r = constante, (b) 6 = constante
(c)r=2,0<0<7/4 (1<r<2,0=n/6

(e) m=cos(f), 0 <0 <7/2

4. Describir mediante inecuaciones en coordenadas cartesianas las regiones planas

descriptas, en coordenadas polares, por:

(a) m/6 <0 <m/3 (b)1<r<2
()l<r<2,71/6<0<m/3 (d)r>¥6

(e) r < 2cos(), 6 €[0,7/2)U[3/2m,2r) (f) r < 3sen(h), 6 € [0, 7]
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. Por qué fue necesario restringir el dominio de # en los items (e) y (f)?

5. Describir mediante inecuaciones en coordenadas polares las regiones planas

descriptas, en coordenadas cartesianas, por:

(a) {(z,y) e R®:2* +y* < 1} (b) {(z,y) eR* 1 2® + 9> =2y <0, y > ||}

(c) {(z,y) e R*: 2% > 3¢°} (d) {(z,y) eR*: x>y, z < 3y}

Curvas en R?
Definicion:
Una curva C es la imagen de una funcién continua @ : [a, b] — R2,

a(t) = (z(t),y(t)). La funcién @(t) es una parametrizacion de C.

6. (x) Hallar una parametrizacion de:

a) La circunferencia de radio 5 y centro en (0, 0).

b) La recta que pasa por (0,0) y (2,2).

)

)

c¢) Todas las rectas que pasan por (0,0).

d) Todas las rectas que pasan por (2, 3).
)

e) Las pardbolas de ecuaciéon z = ay?.



Guia III: Funciones, limite, continuidad, derivadas

Topologia y Conjuntos de Nivel

1. Describir mediante inecuaciones el interior y la frontera de los conjuntos dados

por:
(a) {(z,y) e R*: 0 < 2* +9* < 1} (b) {(x,y,2) e R?: 0 < 2* +¢* < 1}

(c) {(z,y) eR?:2 >0, y <0} (d) {(x,y) e R? : 2% +9* < 1}

(e) {(x,y) €R?:0 < |z| + |y| < 1} () {(z,y,2) e R¥: 1 < a® + 4>+ 22 < 5}

2. (%) Dados los siguientes conjuntos, en cada caso analizar si el conjunto es cerra-
do, abierto y/o acotado y determinar cudles son los puntos interiores, frontera,

exteriores y de acumulacion.

(a) {(z,y) e R?: z > 2} (b) {(z,y) € R? : 922 + ¢* < 9}

(¢) {(z,y) €R?:0 < 2% — 2z + 1 < 3} (d) {(z,y,2) € R®: 22 + £ 4 22 — 4}

3. i) En todo los casos, describir el dominio de f, determinar si es un conjunto

cerrado, abierto, acotado.

ii) Para los incisos, (a), (d), (g); describir los conjuntos de nivel de f y esbozar

su grafico.

11
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iii) Describir en coordenadas polares las curvas de nivel de las funciones de los
incisos (b), (¢) vy (h) que pasan por los puntos (1,0), (0,1) y (0,0), respectiva-

mente. Graficar las mencionadas curvas.
(a) (x) flz,y) =3 (1 —2/2 - y/2) (b)(*) f(z,y) = In(z —y?)

(c) f(z,y) = 92% + 44> (d) f(x,y) = 2% —y?

In(z? +y* —9)

(e) flz,y) = N (f) f(z,y) =25 —2?
(8)(%) flz,y) ==V (h) () f(z,y) = /3z — 22 — ¢

() flo,y) = (Vo2 + 37 =16, Cosh(@)) () () (x,y) = min(z, y)

4. (%) Graficar el conjunto de nivel 0 y el conjunto de nivel 4 de las siguientes

funciones:

r+y sizx> -2
0 six < —2

(a) f(z,y) = {

(b) f(x,y) = sen(y — x)

5. (%) Describir el dominio y los conjuntos de nivel de los siguientes campos es-

calares:

a) f(r,y,2) =x+y+ 2z
b) f(z,y,2) = et ty =2
222492
C) f(xayaz) — Ty
6. La funcién T'(x,y) representa la temperatura en el punto (x,y) de una placa

metalica delgada de grandes dimensiones, ubicada en el plano zy. Las curvas de

nivel de T' se denominan isotermas porque en todos los puntos de una isoterma
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la temperatura es la misma. Dibujar algunas isotermas si
T(x,y) = 64 — 42% — 8y,

7. Si V(x,y) es el potencial electrostatico en un punto (x,y) del plano zy, cada

conjunto de nivel de V' se denomina conjunto equipotencial porque todos los

puntos tienen el mismo valor de potencial. Dada V(z,y) = ¢//r2 — 22 — 42 ,

donde ¢ y r son constantes positivas que se suponen conocidas, analice cudles

son los valores de potencial posibles y dibuje algunos conjuntos equipotenciales.
8. Determinar cudal de las siguientes expresiones es la correcta:
a) Entorno de un punto contenido en el dominio de una funcién.
b) Entorno de un punto perteneciente al dominio de una funcién.
Limite

9. (%) Estudiar la existencia de los limites que se indican més abajo fundamen-

tando sus conclusiones con definiciones, propiedades o teoremas.

(a) Um 22+ y? (b)  lim L2

(2.9)—(0,0) (2.4)—(02) P2
©) (a:,yl)gr%lo)% (d (x,yl)%%o,o) xiZZ
() (fc,yl)l/E%O,O) ”32;;92 ! (a:,yl)l/irhg) %
lfm ytl (h) lim (%, /)

;

x—0

(z,y,2)—(0,1,1) 22—

i) lim ((y—1)cos(l), B0 g

(29)—(0.1) @
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Continuidad

10. (%) Determinar el dominio y los puntos de continuidad de las siguientes fun-

clones:

2? —y cuando x # 2y

a)ﬂ%m={

3 cuando z = 2y

1 cuvandox —y >0
0 cuandoz —y <0

1 cuando xy =0
1—:1:2 siy=0, |z|<1
Psiz=0, lyl<1

en otro caso

{ 0 cuando xy # 0

11. (x)Determinar, si es posible, el valor de a para que f(x,y) resulte continua en

el punto (0, —1)

P —ay+ 1)
flay)={ =+ y+1)? si (x,y) # (0,-1)
a si (z,y) = (0,—1)

12. Sea f:R? — Ry (a,b) € R?. Se definen: g y h de R en R mediante g(z) = f(z,b)
y My) = fla,y).
a) Estudiar las relaciones entre los graficos de h y g y el grafico de f.
b) Si f es continua en (a,b): jEs g continua en a? jEs h continua en b7
Justificar.
¢) Si f(z,y) =22+ vy*y (a,b) = (1,2), hallar g y h.
d) Dar un ejemplo para mostrar que g puede ser continua en a y h en b, sin

que f sea continua en (a,b).
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13. (%) Sea f:R?* — R, y (a,b) € R? Fijado (o, 3) € R? se define: h: R — R
mediante h(t) = f((a,b) +t (a, 3)).
a) Estudiar la relacién entre el grafico de h y el de f

b) Dar un ejemplo para mostrar que atin cuando para cada (o, 3) € R? h

resulte continua en 0, f puede no ser continua en (a, b).

c¢) (Es cierto que si f es continua en (a,b) entonces h es continua en 07

Derivadas Parciales

Sean D un conjunto abierto en R?, f: D — R, (z9,99) € D. La derivada parcial de

f en (x, o) respecto de x se define como

af o f@o+ A wo) — f(wo, o)
o (%0, y0) = gli% A

si el limite existe. Analogamente, la derivada parcial de f en (zg,yg) respecto de y

se define como

af o f@o,yo + A) = fwo, o)
ay (x()ay()) - }\E}% A

si el limite existe.

14. (%) Calcular, usando la definicién, las derivadas parciales de primer orden de

las siguientes funciones en el punto dado:

WV si (2,y) # (0,0

W) flay) =4 e SV FEOO0p )
0 si(x,y)=(0,0)

b) f(x,y){ P , Po=(-10)
0 siz+1=y

0 sizy#0

7P0:(070)
1 sizy=20

c) f(ﬂfay)={

Analizar la continuidad de las funciones de los incisos b) y ¢) en los puntos

indicados.
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15. En los siguientes casos, calcular las funciones derivadas parciales de f y luego

evaluarlas en el punto indicado. Fundamentar la respuesta con definiciones,

propiedades o teoremas.

x,y) =xy+2*, Py=(2,0)

x,y) = Senh(2? +y), Py=(1,—1)
y Py=(1,1,1)
Yy

I
~
|
S
N
~—
—
<
_|_
I
~

x,y,2) =In(l+x+y?2), B=(1,2,0)
z,z) =sen(r+/z), By=(m/3,4).

(z,y) =1/V2* +y?, Py=(-3,4)

9) f(z,y) = ffz sen(In(1+ %)) dt, Py=(1,2).
h) f esla funcién dada en 10d) Py = (0,0)

16. Hallar las derivadas de segundo orden de las siguientes funciones:

a) f(z,y) = In(2? + y). Determine el dominio de f.

b) f(z,y,z) =z sen(y) +y cos(z)
2f 82]0

17. Probar que la funcién f(z,y) = e"sen(y) satisface la ecuaciéon —= + —= =0

ox?  Oy?
(Ecuacion de Laplace).
18. Enunciar algin teorema que asegure la igualdad de las derivadas segundas

cruzadas de un campo escalar.

Derivada Direccional

Sean D un conjunto abierto en R", f : D — R, zg € D y v € R"”, un versor. La

derivada direccional de f en Z( en la direccién de v se define como

of f(Zo+ A0) — f(0)

(%( 0) = /1\—>0 A

si el limite existe.

Otras notaciones af £(29) = ['(Zo,0) = Dy(Zo).
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19. Analizar la existencia de las derivadas direccionales de la siguientes funciones

en los puntos y direcciones dadas:

a) flo,y) =32 =20y Py=(0,2) v=(%%L)
22 (y+1)

w1 St y) #(0,-1) y
T _ 22+ (y+1) o = (0, — v = (U1, V9
b) f(x,y) { 7 e oy D=0 =

e’ 413-1)

c) flx,y) = 0 si (2,y) = (0,0)

Jry sixzy >0
r+y sizy<O0

d) f(z,y) = {
Curvas en R"

20. () Sea C'la curva dada por &(t) = (t2, 3 + 1,t3 — 1),t € [0, 4].
a) Hallar la ecuacién de su recta tangente y su plano normal en t = 2.
b) Probar que la curva es plana.
c¢) Hallar la interseccién de C' con el plano de ecuacién y + z = 2.
d) Muestre que la parametrizacién dada no es regular y encuentre alguna que
lo sea.

21. (%) Sean Y1 (t) = (¢t,|t]) cont € [=1,1] y Fo(t) = (¢3,| 3 |) con t € [—1,1].

a) Verificar que ambas parametrizaciones definen la misma curva plana y grafi-

carla.

b) Hallar los vectores tangentes a la curva y la rapidez para cada

parametrizacion.

. Existen los vectores tangentes para todo valor del parametro?

22. (x) En los siguientes casos, hallar una parametrizacion regular de la curva defini-

da por el par de ecuaciones, y calcular su recta tangente en el punto indicado.



18

a)y=4—x,z=4—-2% (1,3,3)

b

d) * + 1y +22=6, 2 =22+ 92, (1,1,2)

)
)
c) z-x—l—y,x:y2, (4,2,8)
)
e)

4y t=40=y+2+2, (0,0,—-2)

23. (%) Sean f, g : R® — R definidas por: f(z,y,2) = 22+ 1> + 22 y
9(z,y,2) = 22 —2 x+12. Hallar una parametrizacién para la curva determinada

por la interseccion de las superficies de nivel de f y g que pasan por (0,0, —2).

24. Parametrizar las siguientes curvas planas y graficarlas:
(a) (2° +y*)° = da?y? (b) (2% +y* +y)? = 2° + ¢

Estudiar la existencia de los vectores tangentes a las curvas segun las

parametrizaciones propuestas.

. Las parametrizaciones encontradas son regulares?
25. (x) Resolver los siguientes problemas:

a) Una abeja vuela ascendiendo a lo largo de la curva interseccion de
z=a'+ 29>+ 12 con x = 1. En el punto (1, —2,5) sigue a lo largo de la

tangente. ;Donde cruza la abeja el plano y = 17

b) Una particula se mueve en el plano de manera que su posicién al tiempo ¢
es 7(t) = (t —sen(t),1 — cos(t)). Hallar los méximos de los médulos de su
velocidad y su aceleracion. Dibujar aproximadamente la trayectoria y los

vectores velocidad y aceleracién.

¢) Una particula se mueve a lo largo de la parte superior de la pardbola de
ecuacion y?> = 2z de izquierda a derecha con rapidez de 5 metros por

segundo . ;Cudl es su vector velocidad al pasar por (2,2)?



Guia IV: Diferenciabilidad, superficies

Definicion:

Sean D un conjunto abierto en R”, f : D — R"yxy€ D. Silas componentes de f

fi,---, fn admiten derivadas parciales respecto de todas sus variables en Z( la matriz

jacobiana de f en I\ es

Ofs (=N Ofi (= s (=
aiz (7o) 32 (Zo) --- aa{i (o)
Ofs (=N Ofs (= fs (=

Flag) = | 2™ am(@) - (@) (1)
Ofim Ot Ofn (-
Ao (z) G2(z0) - §2(z0)

1. Obtener la matriz jacobiana de los siguientes campos escalares y vectoriales:

) (%) flz,y) = 2% +2y
) fly) = (x+y,y—2?)
¢) flu,v) = (u—12 In(u), /v)
) () f(Z) = ||Z]| con & € R?
e) f(r,0,2) = (rcos(8), rsen(d), 2)
F) f(p;0,9) = (p sen(p) cos(0), p sen(yp) sen(f), p cos(p))

19
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2. a) (%) Sea f(x,y) = 2%y* — 3xy un campo escalar definido sobre R?. Justificar
que f es diferenciable en Py = (1,2) y hallar la expresién de la diferencial

del campo en el punto F.
b) () Sea F(z,y) = (z%y,y22® = + y) una funcién vectorial de R? en R3.
Justificar que la funcién es diferenciable en Py = (0, 1) y hallar la expresién

de la diferencial de la funcién vectorial en el punto F.

3. (%) Analizar la diferenciabilidad de las siguientes funciones:

\/562 y o 1 (07 1)

LY
) ey | T w000
0 si(a,y) = (0,0

2 1 :
Yy Cosﬁ—_|_y2 S1 (Qf,y) 7é (070> en (070)
0 st (z,y) = (0,0)

[ FE sy £0.0)
d) f(z,y) { 0 s (o.0) = (0.0) en (0,0).
x|y
&) Flz.y) = \/JUQ—JFyQ si (z,y) # (0,0)
0 si(z,y)=(0,0)
en el origen y sobre los ejes.
Ty sen(xiy) six#0, y#0

0 en otro caso

4. (%) Dada f(z,y) =

Probar que el campo escalar f es diferenciable en el origen de coordenadas y

que las derivadas parciales no son funciones continuas en dicho punto.
5. Dados el campo escalar f: D CR?> = Ry By € D se pide en cada caso:

i. Hallar V f(P,), la curva de nivel de f que pasa por Py = (g, yo) y su recta
tangente en ese punto. Graficar.

ii. Representar el grafico de f, Qo = (%o, o, f(x0,%0)), el plano tangente a la
superficie en Q y el vector N = (f.(P), fy(Fo), —1)
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iii. Relacionar lo hecho en (i) y (ii)

a) f(z,y) =2 +y* P =(1,1)
b) (%) flz,y) = /4 — 22—y Py = (1,-1)

c) flx,y) =54 2x — 3y, Py = (0,0)

Justificar que las funciones dadas son diferenciables en los puntos indicados.
. Esas funciones son diferenciables en sus dominios?

(*) Dada la superficie de ecuacién z = ry — 2%,

a) hallar la ecuacién de su plano tangente en (2,3, 2);

b) hallar la ecuacién de la recta interseccién del plano con la superficie

r+y=4.

(x) Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie de nivel de

f(x,y,2) = 2* + y* — 2 que pasa por el punto (0, —1, 1) en ese punto.

2

() Hallar los puntos del cilindro x = 4 — z* en los que el plano tangente es

paralelo al plano yz.

(¥) Hallar los puntos donde el plano normal a la curva interseccién de las
superficies z = 5 — y?> y x = y — 1 es paralelo al plano tangente a la superficie

?+3zy+y*—z2=0enel (1,1,5).

Hallar para cada f el valor aproximado en el punto dado, usando una aproxi-

macién lineal:
a) (*) f(z,y) = 2°y?, Py = (1,1: 2,99)
b) f(r,y) =we™™, Py = (2,05; —0,02)

Para la funcién dada en el inciso (a) calcular el valor f(F,) y comparar con el

valor obtenido con la aproximacion lineal.
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11.

12.

13.

14.

15.

(%) Probar que la siguiente funcién definida en R? tiene derivadas en todas las

direcciones en el origen de coordenadas pero no es diferenciable.
(z—Dy*
si (z,y) # (1,0)

fla,y) = (@—=172+y
0 si (x,y) = (1,0)

Hallar la derivada direccional de las funciones dadas en los puntos y en las

direcciones indicadas.

a) f(z,y) = 22+ sen(y + 1) en (=1, —1) en la direccién del vector 7 + ;.

b) (%) f(z,y) = 2%y +y? en (1,—1) en la direccién del vector que forma una

angulo de 30° con el eje x.

Hallar los versores para los cuales la derivada direccional de las funciones dadas

en los puntos indicados, es maxima, minima y nula y sus valores:

a) (x) f(z,y) =2z +zyen (2,1)
4 (y+ 1) -

b () fy) =4 @ g ey 70l
0 s1 (mvy) - (07 _1)

c¢) calculada en la gufa anterior 195

en (0,—1) y en (1,0).

of f(a,b) = v/2 siendo

(*) Sea f una funcién diferenciable tal que

vy
v = (i—7)/V2 y g;;f(a, b) = /5 siendo vy = (142 7)/+/5. Hallar la direccién

de minima derivada direccional de f en (a,b) y el valor de dicha derivada.

Indicar claramente el uso de todas las hipdtesis dadas en el ejercicio.

En los siguientes casos, suponga que f es una funcion diferenciable en un punto

interior de su dominio, Py = (xg,yo). A partir de los datos dados, hallar:

i. el gradiente de f en P,
ii. la direccién de maximo crecimiento de f,

iii. la direccién de la curva de nivel de f que pasa por Py,
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iv. sies posible, dos direcciones en Py sobre las que la pendiente de la superficie

S de ecuacion z = f(x,y) en el punto Qy = (o, yo, f(F)) sea m.

a) %(PO) =1, V(f)(PO)'(Ll) =3, m=1.

b) La curva de nivel de f que pasa por Py tiene ecuacién z”

pendiente de z = f(z,y) en la direccién (1,1) es v/2.

_yzlvyla

c¢) (x) El plano tangente a S en el punto @)y es paralelo al plano de ecuacién

6xr+12y—32=0,m=4.

d) (*) La recta de ecuacién 3z —y = 0 es perpendicular a la curva de nivel de

f por Py, y la maxima pendiente de S en Qg es /5, m = —/5/2.
e) El vector (6,2, —2) es perpendicular a S en )y, m = 10.

f) Los vectores (1,0,—1) y (1,1,1) son tangentes a S en @y, m = 0.

16. () La elevacién de una montana sobre el nivel del mar estd dada por la funcién
f(x,y) = 1500 e~ @ +¥9)/200 E] semieje positivo de las & apunta hacia el este y

el de las y hacia el norte.
a) Hallar y dibujar algunas curvas de nivel de f.
b) Un alpinista estd en (10,10), si se mueve hacia el noreste, jasciende o

desciende?, jcon qué pendiente?

17. El nivel de toxicidad en un laboratorio estd dado por T'(z,y) = —3 2% + 44>
Un empleado se encuentra en el recinto ubicado en el punto de coordenadas
(—1,2).

a) Hallar y dibujar algunas curvas de nivel de T.

b) iEn qué direccion deberd moverse para reducir la toxicidad tan rapido como

sea posible?

¢) (A qué razén habria decrecido la toxicidad si se hubiese movido desde el

punto (—1,2) en la direccién del vector —i — 2.
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Coordenadas Cilindricas y Esféricas

18.

19.

20.

21.

\Z \Z
| A
| # P
E F
o Y E Y
0 * |
xr €T ¢
coordenadas cilindricas coordenadas esféricas

Figura 3: Coordenadas Cilindricas y esféricas

a) Los siguientes puntos estdn dados en coordenadas cilindricas (r,0,z)).
Hallar su expresién en coordenadas rectangulares y esféricas: (1,7/4,2);

(2,7/2,—4); (2,57/4,0).

b) Escribir los siguientes puntos de coordenadas rectangulares en coordenadas
esféricas y en coordenadas cilindricas: (2,1,2); (=2, —1,4); (2, —2v/2, —1).

Describir las superficies » = constante, § = constante y z = constante en
coordenadas cilindricas. Lo mismo para ,p = constante, § = constante y ¢ =

constante en coordenadas esféricas.

() Describir las superficies dadas en coordenadas cilindricas, en coordenadas

cartesianas. ()’ <z ;22>4 (b) 22 >2r% ;[2] <1

Describir las superficies dadas en coordenadas esféricas, en coordenadas carte-

sianas, @) 0 <7/250<m/2;p=2 (b) p<8sen(p)cos(d) ; 0 <0 < /2
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Superficies Parametrizadas
Definicién:
Una superficie 3 es la imagen de una funcién continua X : D C R? — R3,

X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). La funcién X (u,v) parametriza X.

22. Dada la parametrizacién de una superficie >,

X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z2(u,v)), (u,v) € Dy un punto Qy € X, se pide en

cada caso:

i. Hallar (ug,v9) € D tal que )z(uo,vo) = Qo.
ii. Obtener la ecuacion de X en coordenadas cartesianas.

iii. Dibujar la superficie, trazar las curvas paramétricas por Fy y sus vectores

tangentes en Q).

iv. Hallar una ecuacién vectorial y la ecuacion cartesiana del plano tangente a
> en QO

a) () (plano)
X(u,v) = (u,v,3—u—v), D=][0,3]%x1[0,3], Qo=(1,1,1)
b) (x) (paraboloide)
X(u,v) = (u,v,u>+0?), wW?+02<9, Qy=(0,2,4)

c¢) (paraboloide)

X (u,v) = (u cos(v),u sen(v),u?), 0<u<3, 0<v<2m, Qp=(0,24)
d) (%) (cilindro eliptico)

X (u,v) = (v,2 + cos(u),2 sen(u)), 0<u<m 0<v<4, Qy=(2,3/2,V3)

e) (*)(cono)

X (u,v) = (v cos(u),2v,v sen(u)), 0<u<m 0<v<3 Qp=(04,2)



26

f) (cilindro hiperbdlico)
X(u,v) = (cosh(u),senh(u),v), —1<u<1,0<v<2 Qy=(1,0,1)

g) (x)(esfera)
X (u,v) = (3 sen(u) cos(v), 3 sen(u) sen(v), 3cos(u) — 1), D = [0,7] x [0, gw],
Qo= (-3,0,-1)
h) ( hiperboloide de una hoja)
X (u,v) = (cos(u) cosh(v) + 1, sen(u) cosh(v), senh(v)), D = [0,7] x [~1,1],
Qo= (1,1,0)

23. Hallar una parametrizacién de:

24. (%) Dada la superficie 3] en forma paramétrica por )Z(u, v) = (u+v,u—v,uv),

(u,v) € R*
a) Hallar una ecuacién cartesiana para X..

b

Hallar la ecuacién del plano tangente a X en (3, —1,2).

c¢) Aproximar el valor de z para que (3,02, —1,01,z2) € X.

)
)
)
d) Calcular la distancia desde (3, —1,2) hasta el punto en que la recta normal

a ¥ en (3,—1,2) interseca al cilindro de ecuacién 72y = 2.

25. (x) Sean las superficies:
21 X (u,v) = (cos(u), 3sen(u), v), (u,v) € [m,27] x [0,5] y
Yoiz=4—2>—1y>—2y.
Hallar los puntos de X7 para los cuales el plano tangente a dicha superficie es

paralelo al plano tangente a s en el punto (0,0,4).



Guia V: Funciones compuestas

Funciones compuestas

1. Determinar, en cada caso, funciones g : R> = R, h : R — R tales que f = hog
a) f(z,y) = cos(z +y?)
b) (x) f(z,y) = In(2® — sen(y) +2)
2. Determinar, en cada caso, funciones g : R? — R, h:R? — R? tales que f = goﬁ
) (%) f(z,y) = senh(zy) + cosh(z?)

b) f(z,y) = Vx+y+ (22 + y3)?

3. Determinar, en cada caso, funciones g : R® — R, h:R? — R3 tales que f = gofz
a) f(z,y,z) = sen(x +y) + z*cos(z — y)
b) (%) flz,y,2) = etV — (z + 2)2 4 zyz

4. Dado A = (xo,v0) y h = f o g, calcular Vh(A) en los siguientes casos:
a) A=(0,1), f(u,v) = u/vy gz, y) = (1 +In(z + y),cos(z y)).

b) () A = (1.0), gl(z.y) = (2.2¢" 2~ y). sabiendo que Vf(1,1,1) = (3.1,2)
y f e CHR?).

5. (%) Sea f : R3 — R diferenciable tal que V f(1,0,0) = (-2, 3,1).
Si h(t) = f(t,In(t),t* — 1) hallar 1/(1).

6. Sabiendo que f : R? — R es diferenciable, hallar las derivadas parciales de g.

27
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10.

11.

12.

13.

a) (*) glz,y) = flx —y,2%) + f(y*,y — o),
b) g(r,0) = f(rcos(0),r sen(0))

Sabiendo que f : R?® — R es diferenciable, hallar las derivadas parciales de g.

a) (¥) g(x,y,2) = f(z,zy,zyz) en (1,1,1), si Vf(1,1,1) = (a, b, c).

b) g(p.0,0) = f(pcos() sen(y), psen(0) sen(p), pcos(p)) con p >0y
0, o € R.

(*) Dada w = e* ¥ — 2’y +xconx =u—v,y =u+udln(v—1), 2 = uw,
hallar la direccién de méxima derivada direccional de w = w(u,v) en (1,2) y el

valor de dicha derivada méaxima. Justificar la respuesta.

. Analizar si z = g(xy, r — y) satisface la ecuacién % + g—; = (0 en puntos de la

recta x +y = 0. ;Se han dado todas las hipdtesis necesarias?

(¥)Dada 2z = h(z — y,zy), h € C*(R?), demostrar que en puntos de la recta
y + x = 0 resulta % — giyﬁ = 0. ;Es necesaria la hipotesis impuesta para h?
. Por qué?

—

(x)Dadas f(z,y) = (In(y), xy* — 32%y) y §: R* — R? C}(R?) tal que
1 -1
Dg(0,—-2) =
0 5

Suponiendo que f tiene derivadas parciales continuas de todos los o6rdenes, si

—

Calcular D(go f)(1,1).

z = f(x,y) donde x =2s+ 3ty y=3s—2t, calcular
(a) 55(s,1) (b) g5 (s:1) (c) Z2(s,1)

Mostrar que si f : R? — R es una funcién arménica en R? (ie. f € C?(R?) y

% % = 0), entonces h(x,y) = f(2*—3xy? 322 y—y3) también es arménica

en RZ.

No olvide probar que h € C?(R?).



14.

15.

16.

17.

18.
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(x) Hallar el plano tangente a la superficie de ecuacién z = f(x,y) en (0,1, 2)
cuando f = ho gcon h(u,v) =u—1v? y glx,y) = (z —y,sen(z/y)).

. Por qué existe el plano tangente a la superficie en ese punto?
Sea F : R? — R? una funcién vectorial diferenciable e inyectiva y sea C' C R3
una curva regular. F (C) = C* es laimagen de C a través de la funcién vectorial.

Probar que la matriz derivada de F transforma vectores tangentes a C' en

vectores tangentes a C* y que C* resulta también una curva regular.

Sea X la superficie de ecuacién paramétrica F(u,v) = (u cos(v), u sen(v), u)

con (u,v) € R? y C la curva de ecuacién v = u? — 1 en el plano u, v.

a) Hallar una parametrizacion regular para la curva C*, imagen de C' a través
de F.
b) Sea A un punto cualquiera de C*, probar que el plano tangente a > en A

contiene a la recta tangente a C* en dicho punto.

(%) Sea F: R? — R2,

F(u,v) = (z(u,v), y(u,v)) una funcién biyectiva y C2(R?) que satisface
- 1 -1
DF(1,-2) =
2 1

a) Hallar un vector tangente en (1,2) de la curva imagen por F de la circun-

y F(1,-2) = (1,2).

ferencia de ecuacién u? + v? = 5.
b) Hallar un vector tangente en (1, —2) de la preimagen por F de la recta de

ecuacion y = 2 x.

Sea F :R% — R? una funcién inyectiva y diferenciable en R2,

F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), tal que F(1,1) = (3,2), y la matriz jacobiana de F
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en (1,1) es

Dﬁ(1,1)_< 1 ;)

Hallar una ecuacién para la recta tangente en (3,2) a la imagen por F de la

curva de ecuacién 22 + y* = 2.



Guia VI: Funciones Implicitas

Funciones implicitas

1. (¥) Dados 1 —¢y*+ 2> —y = 0y P = (1,1), probar que la ecuacién define

implicitamente una funcién y = f(x) en un entorno de x = 1 y hallar f'(1).

2. Verificar las hipdtesis del Teorema de la Funcién Implicita para aseguar que las

siguientes ecuaciones definen a z = f(x,y) en un entorno del punto A y calcular
Vf(A) en cada caso.

9(y,z) oy = g(x, z) en un entorno del punto A.

3. De ser posible, calcular las derivadas segundas del campo f del ejercicio anterior.

. Las derivadas cruzadas resultaron iguales? ;Por qué?

4. Un cierto gas satisface la ecuacion pV =T — % donde p es la presién, V el
volumen, y T' la temperatura. Hallar el conjunto de puntos en donde la tem-
peratura se pueda definir como una funcién del volumen y la presion. Calcular

%—gyg—genunpun’codondepzl,Vzl,T:2.

5. (%) Demostrar que (2? +1In(z+2) —y,y z+e“* —1) = (0,0) define una curva C

regular en un entorno de (1, 1,0) y hallar el plano normal a C' en dicho punto.

31
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6. a) (%) Mostrar que el sistema de ecuaciones
r—ut—v = 0
y—uv+v* =0
define a u y v como funciones de x e y en un entorno de

($an0>u07v0) - (2707171) y calcular %(270)7 %(270)7 %(270)7 3_5(270)7

O(u,v)
o) (2 0):

b) Mostrar que el sistema de ecuaciones
v +ru+0: = 3
zu+2yv—zy = 0

define a x vy y como funciones de u y v un el entorno de

(20, Yo, ug, vo) = (2,1,1,0) y calcular %(1,0), %(1,0)
7. (%) Sea xy + z +e* =1y (0,0,0) una solucién.

a) Mostrar que la ecuacién define a z = g(x,y) en un entorno de (0,0).

b) Hallar Vg(0,0), 5:4(0,0) y 22£(0,0).

7 Ox?

8. Hallar una ecuacion cartesiana para la recta tangente a C en los siguientes

casos:

C={(z,y) eR?/2®>+y*+2xy =4}, en (1,1).
«)C={X eR2/X = (t,v), conv(t) tal que tv+ e’ =1}, en (1,0).

IS

*

c C={(z,y) eR?/zy+Iny=e"}, en (0,e).

C={(z,y,2) eR/(zy+2z,y+2—2)= (3,5}, en (1,6, —3).

~—

)
b)
)
)

. Al resolver los ejercicios anteriores hizo calculos dispersos y sin comentarios o

fue justificando paso a paso el desarrollo?

9. Mostrar que la ecuacién e¥* + xz + 2z — 22 + 3 = 0 define a z = f(x,y) en un
entorno de (1,0). Hallar la ecuacion del plano tangente al gréfico de f en el

punto (1,0, 2p).



10.

11.

12.
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(%) Sean w(z,y) = f(2®> + zy,y* —2), y 2 = f(u,v) un campo escalar en R?
definido implicitamente en un entorno de (3,3, —2) por la ecuacién
zu—1In(z+wv) 46 = 0, hallar un valor aproximado de w(1,03;1, 98) usando una

aproximaciéon lineal.

(%) Demostrar que la esfera 2% + y% + 22 = r? y el cono 2% = a?2? + b y? son

superficies ortogonales en todo punto de su interseccion.

Sea C' la curva definida como interseccion de las superficies
e 1 —xy+In(yz) = 0 cony = 2%, si L es larecta tangente a C'en A = (1,1, 1).
Calcular la distancia desde A hasta el punto en que L corta al plano de ecuacién

x+y=28.



Guia VII: Integrales de linea

Integrales de linea

1. Para las siguientes curvas:

a) (x) Hallar una parametrizacién regular.

b) (*) Hallar una parametrizacién orientada en sentido opuesto al dado en el

item anterior.

c) Hallar otra parametrizacién que la recorra 4 veces més répido.

2 2 x? 92
+y2 =4 —+L =4
(1)0;{‘” Y ic:d 173
z=2 2x+z=1

Integral de linea

Definiciones:

Sea @ : [a,b] — R? una parametrizacién regular de la curva C, y U un abierto

conexo de I3, tal que C estd contenida en U.

Si f:U CR®— R es continua en U entonces [, fdl = f fla )Hdt

Si F: U CR?— R3es continua en U entonces Jor Fdl = f F '(t)dt

Longitud de una curva [, dl = f || (t)]|dt

Sea un alambre, representado por la curva C, con densidad lineal §(X) ;
XeC
Masa: M= [, §(X f d(a(t))||a’(t)||dt

34
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= Momentos Estaticos con respecto a los planos coordenados:

Mx:onyzszM(_ =fb () (*( ))H&’(t)Hdt
Moy = M. = [oyd(X) dl = [} y(t ) [la'(@)]]dt
M.og= My = [ 26(X dl:fa () ( ())H a'(t)||dt

= Centro d Xo =
entro de masa: X g (M,M,M)
= Momento de Inercia con respecto a una recta L:
I = [od (X)) di = [} d*(@(t)s(a())]|a (1)]|de
siendo d la dlstan01a desde un punto del alambre a la recta L

fc fdl
Jod

= Valor Medio de un campo escalar sobre una curva C, f,,, =

2. Calcular la longitud de las siguientes curvas:

a) (x) Parametrizada por &(t) = (cos(t),sen(t),4) con t € [0,2n|. Dibujarla.
Reparametrizarla en sentido contrario y verificar que la longitud no depende

de la parametrizacion.

b) (x) Hélice de ecuacién paramétrica 7(t) = (3 cos(t),3 sen(t),4t) con t €

[0,27]. Hallar su recta tangente y su plano normal en (3v/2/2,3v/2/2, 7).
¢) Parametrizada por G(t) = (5¢%, 5¢%), t € [0,6]. Graficar.
3. Calcular fc fdl en los siguientes casos:
a) f(z,y) =1/(@* +y*), C:a® +y* =4,y > 0.
b) (%) f(z,y,z) =2x —yz, C recta interseccion de los planos 2y —x + z = 2
con r —y+ z = 4 desde (7,4,1) hasta (4,2, 2).
4. Resolver:

a) () Hallar la masa de un alambre en forma de V, cuya forma es la de
la curva y = |z|, comprendida entre 1 = —1 y x9 = 1, si su densidad
lineal de masa en cada punto es igual al valor absoluto del producto de las

coordenadas del punto.



b) (x) Hallar la masa de un alambre que es interseccién de z = 2 + ¢y* y
z = 2z, en el primer octante, entre (2,0,4) y (1,1, 2) si su densidad lineal
de masa es 6(x,y,2) = (x — 1) y.

¢) (x) Calcular la masa de un hilo metalico con densidad lineal de masa en
cada punto igual al producto de las distancias desde el punto a los planos
coordenados, si la forma del alambre coincide con la de la curva interseccién

del cilindro 2% + y? = 4 con el plano z = 2.

d) Hallar la masa, el centro de masa y la densidad media de un alambre
en forma de hélice, A(t) = (cos(t),sen(t),t), t € [0,27], cuya funcién de

densidad lineal de masa es §(x,y, z) = 2% + y* + 22

e) (x¥) Hallar el momento de inercia de un alambre homogéneo de masa m
cuya forma es la de la curva parametrizada por & : [—1,1] — R2,

a(t) = (t,cosh(t)), respecto de cada uno de los ejes coordenados.

f) Suponga que la curva parametrizada por X la,b] — R? de clase C([a, b])
es la curva de nivel 3 de la funcién continua f : U C R? — R. ;Cual es el

valor medio de f sobre la curva?

5. Calcular las circulaciones

a) (%) $o (22, —y) - dl, donde C es el cuadrado |z| + |y| = 1.
b) $oi(xy, 2?) - dl, siendo C' la frontera de la regién del primer cuadrante

limitada por zy <1,y < a?, 8y > 22

6. Dado el campo F(x,y) = (y, —x), calcular la circulacién desde el (1,0) hasta
el (0,—1) a lo largo de:
a) un segmento que une los puntos,
b) las 3/4 partes del circulo unitario.

¢) Resolver a) y b) para el campo F(z,y) = (y — 1,z + 2 + )
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7. Sea C parametrizada por &(t) = (¢,t%,2t), 0 < t < 2. Expresar C' co-

mo interseccion de dos superficies y graficarla. Calcular la circulacion de

F(z,y,z) = (zy,z,zy) a lo largo de C. ;Cudles son los puntos inicial y final

del recorrido?

8. (x) Analizar si los siguientes campos admiten funcién potencial, en caso afir-

mativo hallarla:

9. Sea F(z,y) = (z,2 — y?)

a) Mostrar que F no admite funcién potencial.
b) Hallar la circulacion de F alo largo de la curva positivamente orientada
C, perimetro de la regién descripta por 0 <y <1, 0 < z < 72

10. (%) Sea F(z,y,2) = (42/2,2y/z, — (222 + y?)/22), 2 £ 0

a) Mostrar que F admite funcién potencial para z > 0.
b) Describir las superficies equipotenciales de F.

c¢) Calcular la circulacién de F alo largo de la curva descripta por

r=1+log(l+ |sen(t)]), y =€ 2 =14t/m t €[0,7]
11. Resolver:

a) ;Para qué valores de a y b , y en qué dominio posible que contenga a
(1,1,1), resulta conservativo el campo

F(z,y,2) = (az In(2))i + (by?2)j + (& + y*) k? Para esa eleccién de a

y b calcular la circulacion de Falo largo del segmento que une el punto

(1,1,1) al (2,1,2).
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12.

13.

14.

15.

b) (x) Verificar que [,(32 —2y*) dz+ (y° — 42 y) dy no depende de C, sélo
de los puntos inicial y final del arco de curva. Calcular la integral cuando

se circula desde (1,3) hasta (2,4).

¢) () Evaluar [,(e” sen(y)+3y) dz+(e” cos(y)+2x—2y) dy, sobre la elipse
4 32 4+ 3% = 4. Indicar el sentido elegido.

(x) {Cudl es el trabajo que realiza
F(z,y,2) = (42 cos(z)+2%) i+ (2y sen(x) —4) j + (32 22+ 2) k para mover una
particula a lo largo de la curva parametrizada por = = arcsin(t), y = 1 — 21¢,

2=3t—1,0<t<17.

Calcular el trabajo que se necesita para llevar un punto de (0, —1) a (0, 1), por
la circunferencia unitaria, si en cada punto del plano actiia una fuerza constante

de magnitud 2gr, en la direccion positiva del eje y.

Calcular la circulacion del campo

—

F(z,y,2) = (29(2,y,2),2y — 9z g(x,y,2),3y g(x,y, 2)) desde (1,10, 2) hasta
(8,y1,21) a lo largo de la curva C' cuyos puntos pertenecen a la superficie de
ecuacién z = x — y?, y su proyeccioén sobre el plano z,y cumple con la ecuacién

x = 1°. Suponga ¢ continua en R3.
(*) Mostrar que:
a) Si fy g son campos escalares C! en un D conexo, entonces
[V + g Vi) dT= 5B 9(B) — F(4) gl

siendo C' una curva contenida en D que va de A a B.

b) Si fy g son campos escalares C! en un D conexo, entonces

/C (2FgVf+ 2Vg)-di= f2(B) g(B) — f(A) g(A)

siendo C' una curva contenida en D que va de A a B.
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17.

18.

19.

39

¢) Si f y g son campos escalares C! en un D conexo, g # 0 en D, entonces

/C g Vfg—2 Vg 7 f(B)/g(B) — f(A)/g(A)

siendo C' una curva contenida en D, que va de A a B.

(%) Sea ¢ € C2(R3), demostrar que F = ¢V es un campo de gradientes y
calcular f/\AB F - dl sabiendo que ©(B) =Ty que f/\AB Vo -dl = 4. (Ay B son

los puntos inicial y final del arco de curva suave Ap).

Sea @ : R? — R, una funcién C? en R? tal que ®(zy, 29, 23) > 0, V(z1, 79, 73).
Mostrar que F= % es un campo de gradientes y calcular fC F - dl siendo C

un arco de curva que recorre desde A hasta B sabiendo que f o Vo - dl = 0.

(¥) Sea C' una curva simple cerrada, que no pasa por el origen y que encierra

una regién R. Sea F(z,y) = (xg_—fyz, LLQ“TTyg)

a) Probar que si (0,0) ¢ R, entonces §.. F-dl =0.

b) Probar que si C' es una circunferencia centrada en el origen de cualquier

radio, orientada en sentido horario, entonces ffo F-dl = —2m.

c¢) A partir de los resultados de los incisos anteriores deducir que
S 0 (0,0)¢ R
c+ 2r (0,0) € R

d) Probar que el campo F' tiene matriz jacobiana continua y simétrica en

R2\ {(0,0)}. ;Es F un campo gradiente?

(x) Sea ﬁ(x, y) = (fi(z,y), fo(z,y)) un campo de gradientes con matriz jaco-

Sabiendo que la gréafica de su funcion potencial pasa por (1,2, 1) y que su plano

biana

tangente en ese punto tiene ecuacion x —y+ 2z = 0, comprobar que la circulacion
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de F alo largo de cualquier curva que una un punto A en el eje y con un punto

B en la pardbola y = 2% es 0.
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Aplicaciones.

Ecuaciones diferenciales totales exactas.

1. Resolver

a) Solucién que pasa por (1,0) de 3z%ydx + (2° + sen(y)) dy = 0.

b) (%) Solucién general de (2xy =3 + 1)dz — (322y~* — 2y) dy = 0.

¢) Solucién que pasa por el punto (3,2) de 2z yy’ = 22 —y>. {Puede resolverse
como homogénea?.

d) Solucién general de (z —y +3)y' = (4 —x —y).

e) (*) Solucién tal que y(2) = 2 de (y/x—1) dx+dy = 0. Observar que, ademés

de existir un factor integrante, también puede tratarsela como lineal o como

homogénea.
f) Solucién tal que y(2) = 1 de 2z dx + 2>y~ dy = 0.

g) (%) Solucién general de (zy + y cos(x)) dz + (2* + 2sen(z)) dy = 0.
Lineas de campo

2. Calcular las lineas de campo de:
1
(x —20)* + (¥ — %0)* + (2 — 20
(z,y) = (=y, )
¢) F(z,y,2) = (2,222 2, 2%)

a) Flz,y,2) =

)2($—$07y—y0>2—20)

gotl

b)

3. Comprobar que la curva parametrizada por 7(f) es una linea de campo del

campo F' en los siguientes casos:

a) J(t) = (12,2t —1,V1), t >0, F(z,y,2) = (y + 1,2, &)
b) (%) 7(t) = (5,e',1/t), F(z,y,2) = (=324, y,—2?)

(%) 7
) (x) 7(t)

(sen(t), cos(t), e'), ﬁ(x,y, 2) = (y,—x,2)
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4. (x) Si F:R? = R? es un campo de gradientes, y U su funcion potencial, en-
tonces las lineas de campo y las lineas equipotenciales son familias de curvas or-

togonales. Comprobar este resultado para F(z,y) = (z,y) y F(z,y) = (—4z,1)

5. (%) Si F': R? — R? es un campo conservativo y U su funcién potencial, entonces

las lineas de campo son perpendiculares a las superficies equipotenciales.

Construya un ejemplo para ilustrar este resultado.
Ley de Conservacion de la Energia

6. Resolver

a) Un cuerpo de masa m = lgr se mueve bajo la accién de una unica fuerza
F siguiendo el camino parametrizado por X [a,b] — R? (en los tres ejes de
R3 la unidad es la misma). Si el pardmetro ¢ € [a,b] representa el tiempo,
y N(a) = (1,2,1), N(b) = (1,3,2), calcular el trabajo que realiza dicha
fuerza para llevar el cuerpo desde p = X(a) hasta ¢ = X(b)

Sugerencia: para integrar hacer uso de m N'(t) = F(X(t)). ..

b) Rehacer el inciso anterior, probando antes en general que el trabajo real-
. = .y, . e N2
izado por la resultante F' es la variacion en la energia cinética (m @)

producida por E.
7. Resolver:

a) Verificar la ley de conservacién de la energia con un cuerpo de masa m = 1gr
moviéndose en el campo de fuerzas F : R?2 — R2 ﬁ(m,y) = (y,x), por
la curva X : [0,7] — R2, X(t) = (¢! — sen(t), e’ + sen(t)), donde ¢ € [0, 7]
representa el tiempo. Es decir, siendo F conservativo, probar que la energia
cinética mas la energia potencial en p = X (0) es igual a la suma de la energia
cinética mas la energia potencial en ¢ = X(?T)

Sugerencia: Comprobar en primer lugar que la trayectoria dada satisface

la ecuacién del movimiento correspondiente al campo de fuerzas,
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m N'(t) = F(X(t)). Encontrar una funcién potencial U(z, y) de manera que
F sea el campo de fuerzas asociado, es decir tal que ﬁ(x, y) =—-VU(x,y).
La energia (cinética més potencial) a lo largo de la trayectoria es entonces:

Y@
2

E(t)=m +U(X®))

Comprobar que E(0) = E(r).

b) En las mismas condiciones del inciso anterior, probar que E(t) es constante.



Guia VIII: Integrales Miiltiples

Integrales dobles

Definiciones:

= Area de una regién plana D C R?

A(D):fg dxdy

= Masa de una placa plana con densidad superficial §(z,y) con (z,y) € D
M= [[d(z,y) dzedy
D

= Momentos Estaticos con respecto a los ejes coordenados:
M,—o =M, = [[2d(z,y) dedy
D

Myo=M, = [[yd(z,y) dedy
D

= Centro de masa:
— M, M.
XG — <_y7 x)
M’ M
= Momento de Inercia con respecto a una recta L:

It = [[d*(x,y) 6(x,y) dzdy siendo d(z,y) la distancia de cada punto de la
D

placa D a la recta L

1. Calcular el area de las siguientes regiones planas y graficarlas:
a) D={(z,y) ER*/y > 2°, y <z}
b) (x) D={(z,y) eR*/z+y <2, y<z,y=>0}

44
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) D={(z,y) eR*/y =2, y =z}
d) (x) D limitada por el conjunto de nivel 4 de f(x,y) = |z| + |y

e) D limitada por las curvas de nivel 2 y 4 de f(z,y) = v + 2y en el 1°

cuadrante.

f) (¥) D es el conjunto de positividad de f(z,y) = (y — 2|2|)\/20 — 22 — 32

2. Interpretar graficamente la region de integracion y calcular las siguientes inte-

grales (en algunos casos puede ser conveniente invertir el orden de integracion).

17_ .2
1 X

(a) f_ll f|;| 22 dxdy (b) (*) f_22 [ @ dydx
Vi—2?

(c) (%) fol fyl e dedy  (d) [[ydedy siendo D el disco de radio 1y centro 0.
D

3. Resolver:

0 A LA
a) [, dy [ de+ [)dy [ dx
—/y+4 y—2

b) [[ f(z,y) dedy  donde D ={(x,y) € R*/a?—1<y<1-2?}
D

xy cuando x >0
flz,y) =
—2x cuando x < 0

4. Calcular la masa y el centro de masa de una placa plana definida por
lz] < 1,0 < y < 1, si su densidad de masa superficial en cada punto es

proporcional a la distancia desde el punto al eje y.

5. () Calcular el centro de masa de la placa plana definida por |z| < y < 2 cuando
la densidad de masa superficial en cada punto es proporcional a la distancia

desde el punto a la recta x = 1.
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6. Resolver los siguientes ejercicios utilizando los cambios de coordenadas

propuestos.

a) (*) Calcular el drea de D siendo, D = {(z,y) € R?/|z| + |y| < 2}, usando
(x,y) — (u—2}—v7 u;v)

b) Calcular ff e’V dx dy, D descripta por 1 < x + 1y < 4 en el 1° cuadrante,
D

usando

r+y=u,xr="0.

c¢) (%) Calcular el drea de la region encerrada por la elipse: g—j + Zé—j < 1 con

a > 0,b > 0, usando una transformacién conveniente.

d) Calcular [ dxxdy, D descripta por 22 < y < 422, x > 1,y < 9 usando la
D
transformacién (z,y) = (v/u, v?/u).

7. Calcular las siguientes integrales aplicando una transformacion lineal conve-

niente.
a) [[ eW=0)/=+Y) dy dy, D descripta por z +y < 2,z >0, y > 0.
D

b) (x) [[(z — y)?sen*(x + y) dxdy, D descripta por —7 < y —z < T,
D
< x+y < 3.

¢) [[(z+y)*drdy, D descriptapor 1 <z +y <4, —2<z—2y<1.
D
8. Resolver utilizando coordenadas polares.
a) [[ e+ dxdy, D circulo de radio R con centro en (0,0).
D

b) (%) [[ = dady, D descripta por 0 <y < a, z +y < 2. ;Qué ocurre en
D
(0,0)?

¢) (x) Area(D), D descripta por 22 4 y* < 4a?, 22 + y*> > 2ax, con a > 0.
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9. Calcule mediante una integral doble el area sombreada de la siguiente figura,

2

sabiendo que la curva C' tiene ecuacion cartesiana y = = — x*.

¥

A 4

\ 4

Integrales triples.

Definiciones:

10.

Volumen de un sélido K C R?
VK)=[[[ dxdydz
K

4

Masa de un sélido con densidad volumétrica é(x,y, 2) con (z,y,z) € K

M= [[[é(z,y, z) dedydz
K
Momentos Estaticos con respecto a los planos coordenados:
M,—o=M,, = [[[z(x,y,2) dedydz
K
My—o= M. = [[[yd(z,y,2) dedydz
K
M,—o =M, = [[[zd(z,y,z) dedydz
K

Centro de masa:
XG — ( Y Y

M’M’M)

Momento de Inercia con respecto a una recta L:

It = [[[ d*(z,y,2) 0(x,y, z) dedydz siendo d(z,y, z) la distancia de un punto
K

(x,y, 2z) al sélido K.

Calcular el volumen del cuerpo K mediante una integral triple usando el sistema

de coordenadas que crea conveniente.
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11.

12.

13.

14.

15.

f) (%) K definido por: 2> +¢y* — 6 < 2 < /22 + ¢

a) (x) K={(z,y,2) eR¥/z+y<z<1Az>0Ay >0}
b) (*)K = {(v,y,2) e R3/a? + > <1 Ay? + 22 < 1}

¢) (K ={(z,y,2) €ER¥ /2 < /a2 + 2 Aa® + 4% + 22 < 2}
d) K limitado por z = 222 + 3? y 2z +y* = 8.

e) K definido por: y > 22,y <z, 2> x+y,x+y+ 2 <6.

)

)

en el primer octante. (a > 0).

Graficar y calcular el volumen de las siguientes regiones dadas en coordenadas

cilindricas:
(a)r<1,1<z<2 (b) (%) r<2,0<0<7/4, |2/ <2
(c)r*<z<4 (d) 22>2r% |2| <1

(e) (%) 2% = 1477 [2] <4

Graficar y calcular el volumen de las siguientes regiones dadas en coordenadas

esféricas:
(a) p<2 (b)(x) ¢ <7/4, p<3
()0 <m/2, p<7/2,p<2 (d)p<1,0>271/3

(e) (x) p < 8sen(p)cos(f), 0 <0< 7

%a?’ es el volumen del tetraedro limitado por los planos

3

Demostrar que V =
coordenados y el plano tangente a la superficie de ecuacién zyz = a° en el

punto (zg, Yo, 20) de la misma. (a # 0)

(%) Calcular la masa del cuerpo limitado por 22 + y* + 2% = 2 con y > 2% + 22
cuando la densidad de masa volumétrica en cada punto es proporcional a la

distancia desde el punto al eje .

(¥) Calcular el momento estatico del cuerpo H respecto del plano zz si la

densidad de masa volumétrica en cada punto es proporcional a la distancia
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17.

18.
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desde el punto al plano xy. H esta en el primer octante definido por: z+y+2 <

2,z>2x+yy <

(x) Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo con densidad
de masa volumétrica constante limitado por 2? + 22> = 1, y — = 1, primer

octante.

(*) Calcular el momento de inercia respecto del eje x de un cuerpo con densidad
constante limitado por x = y* + 2%, 5o = y? + 2% + 4.
rT+y+z

(22 + 12 + 22)3/2
limites de integracién), la integral triple de f extendida al cuerpo en el primer

(x) Dada f(z,y,z) = plantear (indicando los correspondientes

octante con = 4+ y + z < 4, en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

Resolver la integral en el sistema que crea mas conveniente.



Guia IX: Integrales de Superficie

Definiciones:

= Area de una superficie ¥ C R?
AX) = [[ dS
b

= Masa de una superficie con densidad superficial §(z,y, z) con (z,y,z) € X
M= [[d(x,y,z) dS
5
= Momentos Estéticos con respecto a los planos coordenados:
M,—g=M,, = [[z(x,y,z)dS
5
My—o=M,,= [[yd(z,y,z)dS
5
M,—g =My, = [[z0(x,y,z)dS
s

» Centro de masa:
XG — ( Y Y

M’ M M )
= Momento de Inercia con respecto a una recta L:

It = [[d*(z,y,2) 6(x,y,2) dS siendo d(z,y, z) la distancia desde cada punto
5

de la superficie X a la recta L

1. Calcular el area de las siguientes superficies:

a) (*) X: trozo de cilindro 22 +y* =4 con 0 < 2z < 2.

20
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b) X: frontera del cuerpo definido por x +y + z < 4, y > 2x en el primer

octante.
¢) (x) ¥ trozo de cilindro 2> + y?> = 2ay con 2%+ y? + 22 < 4a. (a > 0)
d) (¥) ¥: trozo de cono z = /22 + 42 con z < 4, y < /3.

2. Calcular la masa de la porcién de superficie cénica dada por 42% = 22 4+ 92, con
0 <z<1;x <y, sabiendo que la densidad superficial de masa en cada punto

es proporcional a su distancia al plano zy.

3. (%) Calcular el momento de inercia respecto del eje y de una chapa con forma de
tronco de cono y = Va2 + 22 con 1 < y < 4, si la densidad de masa superficial

es constante.

4. Calcular la integral de f(x,y,z) = xy — 2z sobre la superficie cilindrica y = 22

con |z| <y < 2.

5. Calcular el flujo de j7 a través de X, indicando claramente en un gréfico la

orientacién elegida o dada, para 77 en cada caso.

—

a) (%) f(z,y,2) = (ry,x,22) a través de la superficie frontera del cuerpo H
con 7 saliente, si H = [0,2] x [0,2] x [0,2] C R3.

b) (*) flz,y,2) = (y,22 — y,zy) a través del trozo de superficie cilindrica de

2

ecuacion y = x~ en el primer octante, con z +y + 2z < 2.

—

c) f(z,y,2) = (x —y,x,2 — y) a través de la superficie frontera del cuerpo

definido por x +y <4, y >z, z <z, z > 0, con 7 saliente.

d) f(x,y, 2)=(Pz,xz—yz2%2) através de 2y = 22 con 2% +y* + 2* < 3
en el primer octante.

—

6. (x) Dado f(z,y,2) = (r — y,az,by), determinar la relacién entre a y b para

que sea nulo el flujo de fa través de y + z = 3 en el primer octante, con x < 2.
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10.

(*) Una porcion 3 de la superficie de una esfera de radio 3 centrada en el origen
tiene area 2. ;Cuéanto vale el flujo del campo ﬁ(x,y, z) = (z,y, 2) a través de

Y. hacia adentro de la esfera?

Calcular el flujo de ﬁ(x,y, z) = (4y,y, ¢(x,y,2)) continuo en R3, a través del

trozo de cilindro 22 + 4% = 1 con 0 < z < 2. Indicar en un gréfico el @ elegido.

. La familia de superficies equipotenciales del campo conservativo f esta dada

por 22 — yz + 22 — 2%y = c. Calcular el flujo del campo a través del disco

22+ y?> <9 en z = 4. Indicar en un grafico el 7 considerado.

(%) Sea X C R? la superficie descripta por 22 +9%> =1, 224+ 22 —-22 <0, 2 <0,
y < 0. Hallar el flujo a través de X del campo ﬁ(:p,y,z) = (z,y,2%) con ¥

orientada de manera que la coordenada y de su vector normal resulte positiva.



Guia X: Teoremas Integrales

Definiciones:

» Gradiente del campo escalar f : U € R® — R

of of of

Vf - (%7 a_ya %)

= Divergencia del campo vectorial F:UeR —R?

—

F(x,y,2) = (P(r,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, 2))

- .= 0P 00Q OR
V-F—dwF—&U—I—aeraZ.

= Rotor del campo vectorial F:UeR— RS

—

F(x,y,2) = (P(r,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, 2))

i 7k
— g (9 6 8 / / / / / /
F=rotF=| — — —|=(R —Q,, P~ - P
Vx rot Oz ay Oz (Ry Qza z Rz? Q:c y)
P Q R

» Laplaciano del campo escalar f: U € R? — R

V2 f = div(grad(f))
= Un campo vectorial es:

e Solenoidal si divF =0

e Irrotacional si rotF = 0

23
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» Un campo escalar es Arménico si V2f =0

1. Trabajando en coordenadas cartesianas y considerando las hipdtesis que fueran

necesarias en cada caso, demostrar que:

(
(

—

a) (%) div(rotf) = 0.

)
b)
)
)

[

)
%) rot(gradf) = 0.
V(fg9)=fVg+gV/f.
d) (x) div(f g) = fdivg+ Vf-g.
Aplicar a 7(z,y, 2) = (z,y,2) y f(7) =||7]|7" conn € N
e) rot(rot f) = Vdivf — V2f, donde V2f se define como el vector cuyas com-

ponentes son los laplacianos de las componentes de f

f) Demostrar que F' es irrotacional si y sélo si, su matriz jacobiana es simétri-

ca.

Teorema de Green:

2. Verifique el Teorema de Green para F (z,y) = (2%y,y?), en la regién plana

r+y<1l,x>20,y=>0

3. Calcular la circulacién de F(z,y) = (22 + 42, 3zy + In(y? + 1)) a lo largo de
la frontera de la regién definida por 4z + (y — 1)? < 1 recorrida en sentido

positivo.

4. (%) Calcular el drea de la region D C R? definida por (z/a)? + (y/b)*> < 1 con

a,b € R* usando una integral de linea.

5. (%) Sea f : R2 — {0} — R? tal que f(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)). Si f € C* y tal

P - _
que (g—g — 88_y> (r,y) = 4 en su dominio. Calcular fc+ f - dl, siendo C una

circunferencia con centro en el origen y radio r y sabiendo que para r = 1 el

valor de dicha integral es 3 7.
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6. Sea f: R2 — {(0,0)} — R?, el campo definido por

2

v — —2xy >
22 + 22 (22 + 12)2

flay) = (
(
Mostrar que §C+ f -dl = 0 a lo largo de cualquier curva C cerrada que rodee al
punto (0, 0).

7. (%) Sea f D c R? — R? un campo vectorial con matriz jacobiana continua
y simétrica en D = R? — {ff, é} Circulando en los sentidos indicados en el

esquema, resulta que fC f dl=2y 550 f dl = 4.
1 2

Yy

A

EED
\J K

Calcular, también con los sentidos indicados, fo f dly fo f - dl, justificando

tedricamente el método de calculo utilizado.

Teorema de Stokes

—

8. (x) Calcular la circulacién de f(x,y,2) = (z —xy,y — 2,2° +y) a lo largo del
borde de la region del plano z = 0 limitada pory =2, y =22, xy =1, xy =4
con x > 0 en sentido positivo:

a) Mediante un integral de linea.

b) Aplicando el teorema del rotor.

y? 2zy O
9. Dado el campo f con matriz jacobiana Df(m, y,2)=| 0 0 0 , cal-
0 22 2yz

cular la circulacion de f a lo largo de la curva interseccion del plano x+y+2 =4
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10.

11.

con los planos coordenados; indicar claramente en un esquema el sentido de la

curva considerado.

(*) Calcular la circulacién de un campo ftal que rotf: (r—y,y—x, z) alo largo
de la curva parametrizada por g(t) = (3 cos(t), 3 sen(t),6 — 3 cos(t) — 3 sen(t))
con t € [0, 27].

(*) Sea ﬁ(:L', y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2),2) un campo vectorial C? en la regién
R C R3 descripta por 22 +y?+ 2% < 9. Suponiendo que V x F=0en R, calcular
la circulacién de F a lo largo de la curva parametrizada por

a(t) = (sen(t), 1, cos(t)), con t variando desde 0 hasta .

Teorema de Gauss

12.

13.

14.

15.

(x) Calcular el flujo del campo ﬁ(:c, y,z) = (xy,yz,rz) a través de la superficie

frontera del paralelepipedo [0, 1]x[0, 2]x]0, 3].

a) Mediante un integral de superficie.

b) Aplicando el teorema de la divergencia.

—

Demostar que el flujo de f(z,y,2) = (x + ye*, Q(z,2),52) a través del trozo
de esfera de ecuacién 2% + y? 4+ 22 = 13 con z > 2 no depende de la funcién Q.
Indicar graficamente la orientacién elegida para el versor normal a la superficie,

y otras hipotesis que sean necesarias.

(x) Calcular el flujo de f a través de la semiesfera de ecuacion

z = /25 — 22 — 2 sabiendo que existe un campo § € C?(R?) tal que f=rotg

y que f(z,y,0) = (0,y,x — 1). Indicar graficamente la orientacion elegida para

—

n.

Si divf(w, y,z) = 2y, calcular el flujo de f a través del casquete de esfera de

ecuacion x = /4 — y? — 22 sabiendo que f(O, Y,z) = (ey2+z2, 2, yZ). Indicar en

un esquema la orientacion del versor normal elegida.
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(%) Sea ¥ la superficie frontera del cuerpo limitado por 22 + 22 = 4, x = 0,
y = 0 con z > y, salvo la cara perteneciente al plano y = 0. Calcular el flujo
de f a través de X, si divf(x,y,z) =2y f(x,(),z) = (0,22 2,0). Indicar

graficamente el 77 elegido en cada trozo de superficie.

Problemas varios

17.

18.

19.

20.

(%) Sea F(z,y, 2) = (P(z,v, ), Q(z, y, z),2) un campo vectorial C? en la regién
R C R3 descripta por 22 4+ 3%+ 22 < 9. Suponiendo que fff V- Fdx dydz = 3,
siendo D la regién descripta por 0 < z < 1, a2 + 72 §D 1, calcular el flujo
de F a través de Y2, siendo X la superficie cilindrica descripta, en coordenadas
cilindricas, por r = 1, 0 < z < 1, orientada de manera que el vector normal se

dirija hacia afuera del cilindro.

(%) Sea F(z,y,2z) = (P(x,y,2),5, R(x,y,2)) un campo vectorial C2 en la re-
gién D C R? descripta por 22 + 3% + 22 < 9. Suponiendo que V x F=0en D,
calcular, usando el teorema de la divergencia, el flujo de

G(z,y,2) = (23 + R(z,y, 2),y° — P(x,y,2), 2> — P(z,y,2)) a través de la su-
perficie esférica de ecuacién 2% + y? + 22 = 4, con el vector normal orientado
hacia el exterior de la esfera.

(*) Sea f: R? — R una funcién C%*(R?), y sea

F(z,y,z) = (%(aj,z),o,x +y + %(m,z)) Calcular la circulacién de F a lo

largo de la curva cerrada definida por 22 4+ y? + 22 = 25, y = 4 orientada de

manera que su vector tangente en (3,4,0) tenga coordenada z negativa.

(%) Sea F(x,y,2) = (x P(x,y,2),y P(x,y,2), 2 P(x,y,z) — 2) un campo vecto-

rial C? en la regién D C R? descripta por 22 + y? + 22 < 100. Suponiendo que

[[[V-Fdxdydz =3, siendo M C R? la regién descripta por 22 +y2+ 22 < 25,
M

4\/x%>+y?> < 3z, hallar el flujo de F a través del casquete esférico definido

por 22 4 y? + 22 = 25, z > 4, con el vector normal orientado hacia el exterior
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de la esfera.

21. Responder a cada uno de los siguientes problemas, justificando claramente la

respuesta.

a) Sea F(z,y,z) = (0,0, z R(z,y)) un campo vectorial C?2 en la regiéon D C R3

2

descripta por z? 4+ y? + 22 < 9. Suponiendo que el flujo de F a través

del borde del cilindro definido por z? + 32 < 1,0 < 2 < 2 es 3, calcular
ff R(z,y) dz dy, siendo M el disco descripto en el plano zy por 22 + y? < 1.
M

b) Una funcién f : R? — R f € C(R?) tiene extremos en puntos P, y P.
0*f(z,y) 0*f(z,y)
oxz = Ox0y

Calcular la circulacién del campo F(z,y) = ( ) alolargo

del segmento que va desde P, hasta P;.

¢) Sea C una curva regular en R?, positivamente orientada, que encierra una

region R de drea 4. Calcular [ Pdx + Qdy, siendo P(z,y) = 322y + 5,
o
Q(z,y) =23 —4x - 3.

22. (%) Demostrar las siguientes igualdades indicando las hipétesis necesarias en

cada caso.

a) [[[ (fV?9—gVif)dedydz = [[ (fVg—gVf)-ndS.
b) [f (VfxVg)-idS=0.

¢)§ fVg-di=[[ (VfxVg)-indS.



Guia XI: Polinomio de Taylor-Extremos

Polinomio de Taylor

1. Hallar los polinomios de Taylor de primer y segundo orden para los siguientes
campos escalares definidos sobre R? en el punto A.
a) f(z,y) =cos(z +y), A=(0,0)
b) (+)f(z,y) =e @) A =(0,0)
¢) flw,y,2) =e” = (z+1)/(y—z) , A=(1,2,0)

=2 2
d) (*)ZUvzcon{u vy , A= (1,0).

v=g(z,y) tal que vr+e¥’ =1
2. Expresar el polinomio p(z,y) = 2° — 22y +y? en potencias de (x —1) e (y +1).

3. (x)Calcular un valor aproximado de 0, 98%0%,

4. Desarrollar f por Taylor hasta 2° orden en un entorno de A.
a) f(z,y) = cos(x+y), A= (0,0).
b) f(x,y) =e"cos(y —1), A= (-1,1).
c) f(x,y,2) =Tylnz, A= (1,4,1).

5. (%)El polinomio de Taylor de 2° orden para f en un entorno de (2,1) es
p(x,y) = 2> —3zy+2x +y — 1, hallar una ecuacién cartesiana para el plano

tangente a la gréfica de f en (2,1, zp).

29
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6. (%) Sea f:R? — R, C3(R?), cuyo polinomio de Taylor de segundo orden en el
punto (2,2) es p(u,v) = 14 +v> — 2uv — u?.
Si h(z,y) = f(2® —2y,y*> + xy — 1), estimar el valor de h(1,98,1,02) usando

una aproximacion lineal.

Extremos

Definiciones: Sea f: UCR'"—-Ry PeU
= P es un punto critico de f si f no es diferenciable en P o f es diferen-
ciable en Py Vf(P)=0.

» P es un punto donde f alcanza un minimo relativo / maximo relativo
si f(P) < f(X)/ f(P)> f(X) para todo X perteneciente a un entorno
de P.

= P es un punto donde [ alcanza un minimo absoluto / maximo abso-

luto si f(P) < f(X)/ f(P) > f(X) para todo X € U

7. Dadas las siguientes funciones f : R? — R, hallar los puntos estacionarios.

Analizar si en ellos la funcion alcanza extremo relativo y, en ese caso, clasificarlo.

(a)(*)z:x3+y3+i—8+4?8 (b) 2= (22 — 3y + 4)?
(c) (¥)z=2’+zy+y*—ax—by  (d) (*)z = f(z,y) definida por vy + 2 + e* — 1
(e) fm,y) =23+ >+ 32> —29y* -8 (f) f(z,y) =6+ 2

8. Dadas las siguientes funciones f : R? — R

a) () Mostrar que f(z,y,2) =4zyz—x*—y* — z* tiene un maximo local en
(1,1,1).

b) Hallar los méximos y minimos de f(x,y,2) =xyze ™ ¥ %,



9.

10.

11.

12.

13.
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Dada la familia de funciones f(z,y) = 22 + kxy + y? siendo k una constante,
mostrar que hay un tnico punto critico (xg,yp), comuin a todos los miembros
de la familia y determinar, en cada uno de los siguentes casos, todos los k que
aseguren que:

a) en (xg,yo) f no alcance un extremo local,

b) en (xg,y0) [ alcance un minimo local.
. Puede alguna de estas funciones tener un maximo local en ese punto critico?

Analizar la existencia de extremos relativos y de extremos absolutos de los

valores de f en su dominio.

(a) (*) f(z,y) = (2° +°)(z° —y°) (b) f(z,y) =+/(z = 1)y
(¢) flz,y,2) = (2> +y*) (2 —€*) (d)(*) flz,y) = /4 —a?—y?
(e) f(z,y) = /In(2 — 2% — y?) (f) (%) f(z,y) = In(1 4 2* + ¢*)

(*)Supongamos que f: R — R es una funcién C?(R) que satisface
fi(1)y =0, f(1) >0, f'(2) =0, f"(2) <0y f'(x) # 0 en otros puntos, y
g(u) = 2u® — 9u? + 12u. Hallar y clasificar los extremos de

h(z,y) = f(x —1) —g(—y +1).

. Es necesario que la funcién f tenga derivada segunda continua en R?

(*)Supongamos que f:R? — R es una funcién positiva y C3(R?) cuyo gradiente
se anula sélo en P, = (1,—1) y en P, = (—1,1), cuyo determinante Hessiano
en esos puntos es no nulo, y tal que en P; tiene un maximo 10 y en P tiene un

minimo 3. Estudiar los extremos de g(z,y) = f(; i

(%) Supongamos que f : R? — R es una funcién C3(R?) cuyo gradiente se anula

séloen P, = (1,—1) y en P, = (—1,1), cuyo determinante Hessiano en esos
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puntos es no nulo, y tal que en P; tiene un maximo 10 y en P tiene un minimo

3. Estudiar los extremos de g(z,y, 2) = 23/3 — z + f(z,y).

. Es necesario que el campo f tenga derivadas terceras continuas en R??

14. Dada f(z,y) = az® +bxy + cy?, hallar a, b y ¢ de manera que en (0,0) haya

punto silla de f y en (1,1) un minimo de f.

15. (¥) Sean g : R — Ry h : R — R dos funciones C?(R) tales que g tiene en
x = 2 minimo 1, h tiene en y = 3 minimo 5, y ¢"(x) > 0, h”(y) > 0 para todo
x,y (observe que en estas condiciones g(x) > 0, h(y) > 0 para toda z, y € R).
Estudiar los extremos de f(x,y) = g(2x) h(3y + 1). Justificar

16. Resolver:

a) Una funcién f € C%*(R?), 2 = f(x,y) tiene maximo relativo 3 en (1,2).
Hallar una ecuacion del plano tangente en (1,2, 4) a la superficie de ecuacion
z= f(x,y) + 2%

b) (x) Una funcién G € C?(R?) tiene méaximo relativo 0 en (1,2,3). Hallar
una ecuacién del plano tangente en (1,2,3) a la superficie de ecuacién
G(z,y,2) —4x +y>=0.

¢) (*) Sea f:R? — R una funcién C?(R?) que satisface Vf(1,2) = (1,0), y

cuya matriz Hessiana en (1,2) es

10
02/
Hallar a de manera que la funcién g(z,y) = f(x,y) + az + (y — 2)? tenga

extremo en (1,2). jQué tipo de extremo es?

17. (%) Hallar los extremos de f(z,y) = 2% + (y — 1)? sobre la curva de ecuacién
y = z°.

18. Hallar la minima distancia del punto (0,2) a la curva plana de ecuacion

y? — 23 = 0.
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19. (x) Hallar los puntos de la superficie z = y/z y + 1 mds cercanos al origen.

20. () Un envase cilindrico debe tener 1 litro de capacidad. El material para las
tapas cuesta 0,02$/cm? mientras que el de la cara lateral 0,01$/cm?. Calcular

las dimensiones del envase para que el costo sea minimo.

21. Determinar los valores de a y b para los que se produce un minimo relativo del

—

flujo de f(x,y,2) = (abx,y/a,—2z/b) a través de z = zy con

(x,y) € [1,2] x [1,2], cuando el 7i se orienta de manera que 7 - (0,0,1) < 0.



