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Guia 9

9.1 Los valores muestrales 0.69, 0.21, 0.89, 0.79 y 0.46 se obtuvieron de una variable
aleatoria cuya densidad es fxjg—,(z) = nz" 11{0 < x < 1}. Suponiendo que la
distribucién a priori del pardmetro n es uniforme sobre el conjunto {1,2,3,4,5,6},
hallar la funcién de probabilidad a posteriori de n y calcular su media y su moda.

9.2 Lalongitud (en cm.) de ciertas varillas es una variable aleatoria con distribucién
normal de media p y desvio estandar 2. La media u es una variable aleatoria discreta
cuya funcién de probabilidad a priori es P(u = 10) = 0.25 y P(u = 14) = 0.75. Se
observa que la longitud de una varilla es 12.1 cm.

(a) Hallar la funcién de probabilidad a posteriori de p.

(b) En virtud de la informacién muestral estimar la probabilidad de que al observar
otra varilla, su longitud sea mayor que 13 cm.

9.3 En una urna hay 6 bolas. A priori se supone que la cantidad de bolas blancas
en la urna se distribuye uniformemente entre 0 y 6 (incluidos los extremos). Se
extraen dos bolas de la urna: una es blanca, la otra es negra.

(a) Hallar la distribucién a posteriori de la cantidad de bolas blancas que habia
inicialmente en la urna.

(b) Estimar la cantidad de bolas blancas que habifa inicialmente en la urna.

9.4 El peso, W (en gramos), de ciertos objetos es una variable aleatoria cuya
funcién densidad es de la forma fyy|o(w) = 5(w — 0) 1{0 < w < 0 + 2}. A priori, 0
tiene distribucién uniforme sobre el intervalo [0, 10]. Se observa que el peso de un
objeto es 5 gramos. Hallar la distribucion a posteriori de 6.

9.5 Sea X una variable aleatoria con densidad fxp—q(z) = ar?1{0 < x < b}.
(a) Encontrar la relacién entre a y b.

(b) A priori, se supone que los valores de a estén distribuidos uniformemente sobre
el intervalo (0, 2). Si se obtuvieron los valores muestrales 0.2, 0.8 y 3 hallar la funcién
de distribucién a posteriori de a y calcular su media y su moda.

9.6 Se consideran dos monedas, M; y Mas, con las siguientes caracteristicas:
P(cara|M;) = 0.6 y P(cara|My) = 0.4. Se elige una moneda al azar y se la ti-
ra repetidas veces. Dado que los primeros dos tiros resultaron ceca, calcular la
media de la cantidad adicional de tiros hasta que aparezca la cara.

9.7 Un proceso de produccién, produce con una calidad del 100 p % de articulos
defectuosos. A priori se supone que la proporcién p de articulos defectuosos se
distribuye uniformemente sobre el intervalo (0,1). De una partida se examina una
muestra de 6 articulos y se encuentran 2 defectuosos. En una caja se ponen otros
4 articulos de la misma partida. En base a la informaciéon muestral, estimar la
probabilidad de que la caja contenga un solo articulo defectuoso.




9.8 Sea X el nimero de caras en n tiros de una moneda cuya probabilidad de salir
cara es p. A priori se asigna una distribucién Beta(vy,12) para p y se observan x
caras en n tiros.

(a) Mostrar que la media a posteriori de p se encuentra entre la media a priori,

YLy la frecuencia relativa con que se observa cara, £.
vi+vs n

ostrar que la varianza a posteriori de p se comporta asintéticamente de la
b) Most 1 i t d t tot te de 1
z(n—x)

n3

misma forma que

(c) Mostrar que si la distribucién a priori para p tiene pardmetros v1 = vy = 1, la
varianza a posteriori de p es menor que su varianza a priori.

(d) Dar un ejemplo de pardmetros vq, ve para la distribucién a priori y datos = y
n, para los que la varianza a posteriori de p es mayor que la varianza a priori.

(e) Calcular la probabilidad a posteriori de que en el préximo tiro de la moneda
salga cara.

(f) {Como deben ser los pardmetros vy y vo de la distribucién a priori para p si se
quiere expresar que la moneda “parece ser honesta”?

(g) Si la moneda parece ser honesta y como resultado de los n tiros se observaron 1
cecay n— 1 caras, jcomo debe ser n para que en el siguiente tiro las probabilidades
sean 2 a 1 a favor de cara?

9.9 El Gobierno de la Ciudad Auténoma de Buenos Aires contrata a una empresa
encuestadora para “determinar” la proporcién, p, de la poblaciéon de la Ciudad
irritada por las polémicas declaraciones de uno de sus flamantes ministros. Para
analizar los datos la encuestadora cuenta con dos estadisticos bayesianos, el primero
opina que la densidad a priori para p es fi(p) = 10(1 — p)° 1{0 < p < 1} pero el
segundo opina que serfa mds apropiado usar una a priori de la forma fo(p) =
10p° 1{0 < p < 1}.

(a) {Analizar qué significado tienen esas dos opiniones y qué consecuencias tienen
sobre el andlisis de los datos si se decide que para estimar p se utilizara la media
de la distribucién a posteriori basada en el resultado de una encuesta realizada a
10 vecinos de la Ciudad?

(b) {Qué cantidad de vecinos de la Ciudad deben encuestarse si se quiere garantizar
que las medias de las dos distribuciones a posteriori de p difieran en menos de 0.0017

9.10 Sea # una variable aleatoria con densidad fq(t)oct’"te=* 1{t > 0}, donde v
es un numero natural y A es un niimero real positivo.

(a) Calcular la media y la moda de 6.

(b) Sean Xj,..., X, variables aleatorias que condicionadas a § = ¢ son indepen-
dientes y cada una tiene distribuciéon de Poisson de media ¢t. Hallar la forma de la
densidad a posteriori de 0 si los valores observados de Xq,..., X, son z1,...,Z,.
Calcular la media a posteriori y mostrar que se puede expresar en la forma de un
promedio ponderado 7,2 + (1 — yn) o, donde @ = 230wy, o = E[0] y v, — 1
cuando n — .



(c) Sean Xj,..., X, variables aleatorias que condicionadas a # = t son indepen-
dientes y cada una tiene distribuciéon exponencial de intensidad ¢. Hallar la moda
de la distribucién a posteriori de 6 si los valores observados de X1i,...,X, son
T1ye.-y,Tn.

9.11 EIl numero de accidentes que ocurren diariamente en una planta industrial
tiene una distribucién Poisson de media A desconocida. Sobre la base de experien-
cias previas en plantas industriales similares un estadistico afirma que los posibles
valores de A se distribuyen a priori como una variable exponencial de media 1/2.
Durante los primeros 9 dias de funcionamiento de la planta industrial ocurrieron
un total de 45 accidentes.

(a) Hallar la distribucién a posteriori de A y en base a la informacién suministrada
calcular la probabilidad de que durante el décimo dia ocurran dos o més accidentes.

(b) Hallar un intervalo de confianza de nivel 0.95 para estimar A.

9.12 Se toma una muestra de tamano 4 de una distribucion uniforme en el intervalo
[0,0]. La distribucién a priori de b es f(b) = 6/b> 1{b > 6}. Hallar en cada caso la
distribucién a posteriori, su media y su moda, si los resultados muestrales fueron:

(a) 2,5, 6, 9.
(b) 1, 3, 4, 5.

9.13 Se toma una muestra al azar de n estudiantes de una poblacién y se miden
sus alturas. La altura promedio resulta ser 1.77 m. Se supone que las alturas de la
poblacién estan distribuidas como una normal de media u desconocida con desvio
estandar 5 cm. Se considera que la distribucién a priori de p es una normal de
media 1.73 m. y desvio estdndar 2.5 cm.

(a) Hallar la distribucién a posteriori de p.

(b) Mostrar que con los datos del problema, la media a posteriori puede expresar-
se como un promedio ponderado de la forma ~,1.77 + (1 — 7,,)1.73 y analizar el
comportamiento de v, cuando n — 0.

(c) Se muestrea al azar un nuevo estudiante de la poblacién y mide z m. Hallar la
distribucién predictiva para x.

(d) Para n = 10, dar un intervalo de confianza de nivel 0.95 para u y un intervalo
predictivo de nivel 0.95 para z.

(e) Hacer lo mismo para n = 100.

Ejercicios Complementarios

9.14 El tiempo de funcionamiento en anos de cada chip de computadoras, produ-
cido por una firma de semiconductores china, se distribuye como una exponencial
de media 1/A. La distribucién a priori de A es una Gamma con funcién de densidad

fN) = %A%—* 1{\ > 0}.



Sabiendo que el promedio del tiempo de funcionamiento de 20 chips examinados es
de 4.5 anos, hallar la densidad a posteriori de A y estimar puntualmente \ utilizando
la moda.

9.15 En un maratén participan N personas, numeradas de 1 a N. Se elige un
maratonista al azar y tiene el numero 203. Se quiere estimar N.

(a) Si la distribucién a priori de N es una geométrica de media 100, jcudl es la
distribucién a posteriori de N7

(b) Calcular la media y el desvio estandar de N.

9.16 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién uniforme sobre el
intervalo [0 —1/2,60 + 1/2]. Se asume que § se distribuye a priori uniformemente en
el intervalo (10, 20).

(a) Sin =1y se observé el valor 12, hallar la distribucién a posteriori de 6.

(b) Sin = 6y se observaron los valores 11, 11.5, 11.7, 11.1, 11.4, y 10.9, hallar la
distribucién a posteriori de 6.

(c) En cada caso, obtener estimadores puntuales.

9.17 Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo [#—1, 0].
El pardmetro 6 posee una distribucién a priori de la forma f(6) = e219 Si se
observa un tnico valor de dicha variable y resulta ser 0, estimar la probabilidad de
que la variable X sea en médulo menor a 1/4.
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10.1 Sea X;, Xo, X3, X4 una muestra aleatoria de una variable aleatoria tal que
Ey[X] =0 y varg[X] = 1. Comparar los siguientes estimadores para 6:

4
— 1 X1 4+2X9 +3X3+4Xy X1+ Xo + X3
X =- X, , .
12 10 3

10.2 Sea X una variable aleatoria con distribucién Bernoulli de parametro 6. Sean
01 = X y 03 = 1/2 dos estimadores para 6.

(a) Analizar si 0, y 05 son estimadores insesgados para 6.

(b) Comparar los errores cuadraticos medios (ECMs) de los dos estimadores y
graficarlos como funciones de 6.

10.3 En una serie de m experiencias Bernoulli se registran X éxitos, y en una serie
posterior de n experiencias Bernoulli se registran Y éxitos (n # m). Se proponen
los siguientes estimadores del pardmetro p:

. 1/X Y . X+Y
P1=§ —+ — y b2 = .
m n m+4+n

; Cudl es preferible? Justificar la respuesta.

10.4 Sea X7,...,X,, una muestra aleatoria de una variable aleatoria X ~ U(0, 6).
Se considera X,y = max(Xy,..., X,) como estimador para 6.

(a) Hallar la funcién densidad de X, y mostrar que

n n?
X, =
a1t v vaelXel= e

Eo[ X)) =

(b) Calcular el sesgo del estimador X (n) Y demostrar que se trata de un estimador
asintéticamente insesgado para 6.

(c) Usando la desigualdad de Chebyshev demostrar X, es un estimador débilmente
consistente.

(d) Mostrar que el estimador 2X para 6 tiene mayor ECM que el estimador X, (n)-

10.5 Sea X1, Xo,...,X,, una muestra de una variable con distribucién N(0,1). Se
definen h(z) = 1{z < 0.44}, Y =h(X)y p= 13" | Y;. Sin = 25, calcular

(a) P(X < 0.25).

(b) P(S2? > 0.577).

(c) P(0.576 < p < 0.764).
(

d) Repita el inciso anterior para n = 4.

10.6 Hallar los estimadores de maxima verosimilitud (MV) para muestras aleato-
rias X1,..., X, de las siguientes distribuciones: N(u, 1), Bernoulli(p), U(0, 8).




10.7 Una urna contiene bolas rojas y bolas negras. Se sabe que la proporcién p de
bolas rojas en la urna es 2/5 6 4/5. Usando el método de MV estimar p si en una
muestra aleatoria de n = 5 bolas (con reposicién) se observaron 3 bolas rojas y 2
negras.

10.8 Una planta de ensamblaje recibe un lote de 100 piezas de precisién de las
cuales una cantidad desconocida M son defectuosas. Para controlar el lote se elige
al azar una muestra (sin reposicién) de 10 piezas, se examinan y resulta que hay
exactamente 2 defectuosas. Usar el método de MV para estimar M.

10.9 Sea X1q,...,X, una muestra aleatoria de tamafio n de una variable aleatoria
X perteneciente a una familia exponencial uniparamétrica con funciéon de probabi-
lidad o funcién densidad de la forma

Fxo(x) = c(z) 2 OT@+60)

donde a y b son funciones a valores reales de 6 € ©, y T y ¢ son funciones a valores
reales de & que no dependen de 6.

(a) Mostrar que el EMV (estimador de MV) de 6 basado en la muestra Xq,..., X,
es solucién de la ecuacién

VO 13
a'(0) B n;T(Xl)

siempre y cuando la solucién pertenezca al espacio paramétrico, ©, correspondiente
al parametro 6.

(b) Mostrar que las siguientes familias de distribuciones son familias exponenciales
uniparamétricas y usando el resultado del Inciso (a) hallar el EMV del pardme-
tro # basado en una muestra aleatoria de tamano n, Xi,...,X,: Bernoulli(d),
binomial(n, §), geométrica(d), Pascal(n, #), Poisson(6t), Beta(6, 5), Beta(c, §),
exponencial(f), Gamma(v, §), Gamma(6, \), normal(6, o), normal(y, 6).

10.10 Hallar los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros de las
siguientes distribuciones:

(a) N(u,0?%), donde pe Ry o? > 0.
(b) Pareto:
! x

—(a+1)
flzla, B) = (5) (5) 1{z > 8}, donde a >0, 5 > 0.

10.11 En una urna hay r bolas rojas y 5 bolas negras, donde 0 < r < 6. Se extraen
2 bolas al azar sin reposicion, se las examina y se las repone en la urna. Sabiendo
que las dos bolas examinadas resultaron rojas, estimar por MV la probabilidad de
que al extraer nuevamente dos bolas al azar sin reposicién una sea roja y la otra
negra.

10.12 Un buzo debe realizar una tarea en el océano que le insumird 45 minutos.
La duracién en minutos de cada tanque de oxigeno es una variable aleatoria X
con distribucién normal con desvio 0 = 2 y media desconocida. En una muestra



aleatoria X7, ..., Xg se observaron las siguientes duraciones para los tanques:
37.447, 51.101, 34.258, 38.401, 33.288, 45.971, 47.348, 36.241, 41.585

Estimar por MV la probabilidad de que el buzo pueda terminar su tarea si lleva un
solo tanque de oxigeno, utilizando la siguiente informacién muestral:

(a) los valores observados X7, ..., Xg.
(b) los valores Y71,...,Yy, donde Y; = 1{X; > 45}.

(c) &= Mostrar mediante simulaciones que aunque la estimacién del Inciso (a) pue-
da ser sesgada, presenta menor ECM que la estimacién del Inciso (b). (Sugerencia:
elegir un valor p para la media de la normal y generar m muestras de tamano n = 9
para obtener m valores de cada estimador, evaluar el sesgo y el ECM; repetir el
procedimiento para distintos valores de p en el intervalo 45 +4 o y graficar el sesgo
y el ECM en funcién de pu.)

10.13 Una méquina produce objetos de didmetro aleatorio con distribuciéon normal
de media 100 cm. y varianza desconocida. Los objetos de didmetro inferior a 99 cm.
se consideran defectuosos. Calcular el EMV para la varianza sabiendo que en una
muestra aleatoria de 10 objetos se encontraron exactamente

(a) 2 defectuosos.

(b) 7 defectuosos.

10.14 Los siguientes datos corresponden a los tiempos de funcionamiento (en dias)
hasta que ocurre la primer falla de una muestra de 10 lavarropas industriales:

359, 317, 2379, 53, 554, 536, 414, 122, 345, 739.

Suponiendo que los datos obedecen a una distribucion exponencial hallar los EMVs
para su media, varianza y mediana.

10.15 La duracién (en horas) de ciertas baterias es una variable aleatoria T' con
distribucién exponencial. Se pusieron a prueba 10 baterias y solamente 7 superaron
dos horas de duracién. Estimar por MV la probabilidad de que una bateria de ese
tipo dure més de 2.5 horas.

10.16 Se tienen 3 observaciones normales con la misma media p y desviaciones
1,2,3. Calcular la varianza del EMV de p y compararla con la del promedio X.

10.17 Sean Xq,...,X, eY1,...,Y,, dos muestras aleatorias independientes de dos
distribuciones normales de la misma media p y varianzas 4 y 9, respectivamente.
Hallar el EMV para p.

10.18 Durante un horario pico el tiempo (en segundos) entre vehiculos que atra-
viesan una cabina de peaje es una variable aleatoria T’ con distribuciéon exponencial
de intensidad A. Hallar el EMV de A sabiendo que E[T] < 15 y que 35 vehiculos
demoraron un total de 10 minutos en atravesar la cabina de peaje.

10.19 [Degroot, pag. 355] Lucas y Monk deben estimar un pardmetro § > 0. Lucas
puede observar el valor de una variable aleatoria X con distribucién Gamma de



pardametros r = 3 y A = 6. Monk puede observar el valor de una variable aleato-
ria Y con distribuciéon Poisson de media 26. Lucas observa el valor 2 y Monk el
valor 3. Mostrar que las funciones de verosimilitud obtenidas Lucas y Monk seran
proporcionales y encontrar el EMV de 6 obtenido por cada uno.

10.20 [Degroot, pdg. 879] Se realiza una encuesta sobre una cuestién “sensible”
utilizando el siguiente método: Se elige una muestra representativa de n sujetos de
la poblacion. A cada sujeto se le hace al azar y en forma independiente una pre-
gunta “estdndar” o la prequnta “sensible”. Ambas preguntas pueden tener respuesta
positiva o negativa (por ej., le gusta o no le gusta, estd o no de acuerdo, etc.). La
probabilidad de recibir una respuesta positiva para la pregunta “estandar” es 1/2,
pero para la pregunta “sensible” es un wvalor p desconocido.

Los n sujetos encuestados dieron un total de r respuestas positivas. Hallar el EMV
de p.

Ejercicios Complementarios

10.21 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una variable aleatoria X.
(a) Calcular X y S para una muestra de volumen n = 10 cuyos valores son:
1,2,...,10.

(b) Suponer que por un error de tipeo, el “10” se transcribe como “100” ;Cémo se
modifican X y S7.

(c) Hacer lo mismo para la media podada X o5 definida por

1 n—m

n —2m Z Xy

i=m-+1

Xo25 =

donde X(1) < -+ < X(y) son las observaciones ordenadas y m = [(0.25)n].

10.22 Sea X;,..., X, una muestra de una variable aleatoria X tal que Eg[X] =
u(0) y varg[X] = o2, donde o2 es conocido. Se consideran los siguientes estimadores

para. ()
froe = Y, wi X,
iz

donde w; = 0,4 = 1,...,n son constantes conocidas y w = (wy, ..., wy).

(a) Hallar una condicién sobre las constantes w;, necesaria y suficiente, para que
los estimadores i, resulten insesgados para p(6).

(b) Entre todos los estimadores fiy, que resulten insesgados para p(f) hallar el que
minimiza el ECM. (Sugerencia: utilizar multiplicadores de Lagrange.)

10.23 Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de tamano n de una variable aleatoria
X cuya funcién densidad es de la forma

fo(x) =e @D 1z >0},  6>0.



Se proponen dos estimadores para 6: 0, = X y 0y = X(1)- Analizar el sesgo de los
estimadores propuestos; comparar sus ECMs y graficarlos como funciones de 6.

10.24 [ver Ejercicio 3.18] Sea X, ..., X,, una muestra de una variable aleatoria
X tal que E[X*] < o0.

(a) Mostrar que cuando la media, i, de X es conocida el estimador para la varianza

de X, 6% =13" (X;—p)?, es insesgado y débilmente consistente.

T n
(b) Mostrar que cuando la media de X es desconocida, el estimador para la varianza
de X, 5% = 3" (X; — X)?, es insesgado. (También es débilmente consistente
pero no es tan facil de mostrar.)

10.25 Se tienen n observaciones normales con la misma media p desconocida y
desviaciones estandar o1, .. ., 0, conocidas pero no necesariamente iguales. Calcular
la varianza del EMV de u y compararla con la del promedio simple X. (Sugerencia:
utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwartz)

10.26 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién uniforme sobre
el intervalo [6 — 1/2,60 + 1/2]. Hallar el EMV para 6.

10.27 En una fabrica hay dos maquinas: M1y M2. El 20 % de las piezas elabo-
radas por M1 y el 40% de las elaboradas por M2 son defectuosas. De un lote de
1000 piezas cuya procedencia se ignora, aunque se sabe que son todas de la misma
méquina, se extraen 10 piezas al azar y se encuentran 3 defectuosas. Estimar por
MYV la varianza de la cantidad de piezas defectuosas en el lote.

10.28 Jorge ingresa en un banco a las 11:30 para cobrar un cheque. Recibe el
numero 68 de la fila de espera y observa que estd siendo atendido el cliente niimero
61. El tiempo de atencién (en minutos) para cada cliente se distribuye como una
variable exponencial de intensidad A. A las 11:45 comienza a ser atendido el cliente
con el numero 66 y Jorge decide salir del banco a fumar un cigarrillo. Suponiendo
que Jorge demora 6 minutos en volver a la fila de espera, estimar por MV la
probabilidad de que haya perdido su turno en la fila.

10.29 Sea T una variable aleatoria con distribucion Gamma de pardmetros
veR' y Ae RT cuya funcién densidad es

utafl

) = 25

e M1{t > 0},

donde T'(v) = § t*~te~tdt. En particular, T'(v) = (v — 1)! para todo v € N

(a) Suponiendo que A es conocido y v € N, hallar el EMV para v basado en una
muestra aleatoria de tamano n.

(b) Suponiendo que A = 1 y v € R, hallar la ecuacién de verosimilitud para v.
Es posible obtener una expresién explicita del EMV para v? Si la respuesta es
negativa, realizar un programa que permita calcularlo usando una computadora.

(c) Se proponen los siguientes procedimientos para encontrar los EMVs para vy A
en el casoen que v Ny A e R*:



1. Calcular la funcién de verosimilitud (funcién de N x Rt — R) y optimizarla
graficamente o con algun algoritmo.

2. Para cada v € N, hallar una expresién del EMV de \; reemplazarla en la
funcién de verosimilitud; analizar la monotonia de la funcién de v asi obte-
nida y encontrar una expresién (o condicién) que permita computar el EMV
para v.

En cada caso, elegir valores para lo pardmetros desconocidos, simular datos y com-
probar que los procedimientos propuestos para hallar los estimadores sean satisfac-
torios.

10.30 Sea Th, ..., T, un muestra aleatoria del tiempo de duracion sin fallas de
una maquina cuya funcién intensidad de fallas es A(t) = aBt°~1 1{t > 0}.

(a) Suponer que 8 es conocido y hallar el EMV para «.

(b) Suponer ahora que los dos pardmetros 5y « son desconocidos. Hallar las ecua-
ciones de verosimilitud para los dos pardmetros. Proponer un procedimiento para
hallar los EMVs de los dos pardmetros e implementarlo en un computador.

(c) Generar una muestra con n = 10 valores de la distribucién de T' suponiendo
que S = «a = 1 y usar el procedimiento propuesto en el Inciso (b) para calcular los
EMVs para 8y . Comparar las estimaciones con los valores usados para generar
la muestra.
(d) Basdndose en la siguiente muestra de valores:

2.30, 2.00, 2.87, 2.71, 5.48, 5.85, 1.58, 3.62, 1.90, 2.43,

hallar el EMV de P(T" > 2.5).
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11.1 Sea X una variable aleatoria cuya funcién densidad es de la forma
2z
f(m|9)=§1{0§x§9}, 6> 0.

Para cada 0 < a < 1, hallar un cota inferior de nivel 1 — « para 6 basada en una
muestra de X de tamano 1.

11.2 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de tamano n de una distribucién
UJo, 6].

(a) Construir un pivote para 6 a partir de su EMV.
(b) Para cada 0 < a < 1, hallar un intervalo de confianza de nivel 1 — « para 6.

(c) [Soong, pdg. 312] Hallar el valor de k para que el intervalo (0, k(X1 + X5)) tenga
nivel de confianza 0.95.

11.3 Un emisor transmite una senal de valor u. Pero el canal de comunicacién
corrompe la transmisién con un ruido normal aditivo N ~ N(0,1) y el receptor
recibe una senal de valor X =y + N. Como resultado de la transmisién sucesiva e
independiente de la misma senal de valor p se recibieron 9 senales de valores:

8.016,8.488, 7.395, 9.011, 7.532, 7.841, 8.651, 6.917, 8.490.

(a) Hallar un intervalo de confianza de nivel 0.95 para .

(b) {Cuédntas veces debe repetirse la transmisién de la senal p si se pretende que,
con una confianza del 95 %, el receptor pueda decodificarla con un error < 0.017

11.4 En la siguiente tabla se muestran las mediciones de la velocidad de la luz
realizadas por el fisico Albert Michelson entre el 5 de junio y el 5 de julio de 1879.
Los valores dados + 299.000 son las mediciones de Michelson en km/s.

850 740 900 1070 930 850 950 980 980 880
1000 980 930 650 760 810 1000 1000 960 960
960 940 960 940 880 800 850 880 900 840
830 790 810 880 880 830 800 790 760 800
880 880 880 860 720 720 620 80 970 950
880 910 850 870 840 840 850 840 840 840
890 810 810 820 800 770 760 740 750 760
910 920 890 860 880 720 840 80 850 780
890 840 780 810 760 810 790 810 820 850
870 870 810 740 810 940 950 800 810 870

Suponiendo que las mediciones de la velocidad de la luz obedecen a una distribucién
normal de media p y desvio estandar o desconocidos,

(a) construir un intervalo de confianza del 95 % para p. ;Se encuentra en ese inter-
valo el “verdadero” valor de la velocidad de la luz?

(b) construir un intervalo de confianza del 95 % para o.



(c) Construir un histograma y explorar informalmente la hip6tesis de que la distri-
bucién de las mediciones es normal.

11.5 [Prediccion] Sean Xy, ..., X,, X1 una muestra aleatoria de una poblacién
normal de media p y varianza o2. Sean X,, = 137" X, y 52 = 13" (X, —
X.)2.

(a) Hallar la distribucion de X, 41 — X,,.

(b) Sabiendo que 02 = 1 y que se observé que X5 = 4, encontrar un intervalo de
tolerancia del 90 % para Xg.

(c) Si la varianza o2 es desconocida y se observé que X5 = 4 y Sz = 1, encontrar
un intervalo de tolerancia del 90 % para Xg.

11.6 Se testea una muestra de 300 chips de memoria y resultan 30 defectuosos.

(a) Construir un intervalo de confianza de nivel 90 % para la proporcién de chips
defectuosos.

(b) Dar una cota inferior de nivel 90 % para la proporcién de chips defectuosos.

(c) Repetir los incisos anteriores si al testear los 300 chips resulta 1 defectuoso.

11.7 Una empresa farmacéutica quiere estimar la proporcion de personas que
sufrirdn reacciones adversas a cierta droga. La empresa quiere un intervalo bilateral
cuyo margen de error sea de 0.01 con 95 % de confianza. ;De qué tamano debe ser
la muestra?

11.8 Sea X una variable con distribucién exponencial de intensidad A > 0. Hallar
un intervalo de confianza de nivel 0.90 para \ si

. _ . 10
(a) en una muestra aleatoria de tamafo 10 se observé que > ;" X; = 2,

(b) en una muestra aleatoria de tamaflo 100 se observé que 221201 X; =25.

11.9 Los siguientes valores son las duraciones (en horas) de una muestra de 16
lamparas:

2632, 1742, 667, 1184, 3896, 809, 1412, 1789,
2396, 3358, 9901, 1925, 2981, 1843, 8315, 1299.

Suponiendo que los datos obedecen a una distribucién exponencial de intensidad A,
calcular una cota inferior de nivel 0.95 para .

11.10 Se puede considerar que la emisién de particulas alfa obedece a un proceso
de Poisson de intensidad A particulas por segundo.

(a) Se observa una sustancia radiactiva durante 10 segundos y se registran 4 emi-
siones. Hallar un intervalo de confianza para A de nivel 0.95.

(b) Se observa la misma sustancia hasta que se emita la cuarta particula, lo que
sucede a los 10 segundos. Hallar un intervalo de confianza para A de nivel 0.95.




11.11 Los fabricantes A y B producen el mismo tipo de alambre de cobre. Los
valores de resistencia a la tensién de dos muestras de cable (en libras) son

A 5112,5114, 5115, 5110, 5108, 5101, 5107, 5100, 5106, 5105,
B: 5075, 5072, 5083, 5087, 5074; 5091, 5074.

Suponiendo que las mediciones son normales N(ua,0%) y N(up,0%), respectiva-
mente y que las muestras son independientes, hallar un intervalo de confianza del
99 % para pa — pp si se sabe que

(a) 04 =289 y 0% = 625.
(b) 04 =289y 0% = 289.

(c) 0% = o

11.12 Lucas necesita un enlace satelital y estd considerando alquilarselo al pro-
veedor 1. Durante una prueba del enlace el 1% de 200 mensajes transmitidos regis-
traron error. Monk le presenta a Lucas al proveedor 2, que le ofrece otro enlace a
un 20 % menos de costo. Al probar este enlace el 3% de 250 mensajes transmitidos
registraron error. Si p; es la tasa de error del enlace ofrecido por el proveedor i,
hallar un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia p; — py. En el lugar de
Lucas, ja quién le alquila el enlace?

Ejercicios Complementarios

11.13 Sea Xi,...,X;0 una muestra aleatoria de una distribucién U(6,0 + 1).
Usando el estadistico M = min(X;,...,X;0) construir un intervalo de confianza
del 95 % para 6.

11.14 La distribucién de las concentraciones de SO, para una estacién de con-
taminacién es normal con un desvio estdndar de 4 p.p.m. (partes por millén). Cap-
tando 16 muestras de una hora de duracién cada una, seleccionadas al azar en un
periodo de estudio, se obtuvo una media de 9 p.p.m.

(a) {Cudl es el intervalo de confianza del 95 % para estimar la concentracién media?

(b) ;Cuél debe ser el tamano de la muestra si se desea que el error sea igual o
inferior a 0.25 p.p.m., con una confianza del 90 %?

(c) ;Cuél es el intervalo de confianza del 95 % para estimar la concentracién media
si el desvio fue estimado a partir de los datos de la muestra, dando como resultado
4 p.p.m.?

11.15 Sea X una variable aleatoria de varianza 20 y con distribucién uniforme
sobre el intervalo (a,b). Sea Y una variable aleatoria de varianza 10 con la misma
distribucién que la suma de dos variables aleatorias independientes cada una con
distribucién uniforme sobre el intervalo (c,d). En una muestra aleatoria de X se
obtuvieron los valores: 14.88, 16.29, 4.22, 16.40, 12.05, 3.77, 6.57, 10.73, 17.09, 17.2;
y en una muestra aleatoria de Y se obtuvieron los valores: 6.61, 15.07, 12.38, 10.05,



7.66. Hallar un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia entre la media de
X y la media de Y.

11.16 Se toman muestras de aire en dos sitios diferentes de una ciudad. Las mues-
tras del sitio 1 arrojaron los siguientes valores: 0.46, 0.62, 0.37, 0.4, 0.44, 0.58, 0.48,
0.53 y las muestras del sitio 2: 0.82, 0.61, 0.89, 0.51, 0.33, 0.48, 0.23, 0.25, 0.67,
0.88. Suponiendo que las mediciones son normales N(u1,07) y N(uz,03), respec-
tivamente y que las muestras son independientes, hallar un intervalo de confianza
del 95% de la forma o7 /03 > k en cada uno de los siguientes casos

(a) p1 = 0.7y p2 = 0.6,
(b) 1 = 0.485 y po = 0.567,

(c) p1 y pe son desconocidas.




Guia 12

12.1 Se sabe que una caja contiene 3 bolas rojas y 4 negras o bien 4 bolas rojas y 3
negras. Se tomard la decision relativa al contenido de la caja extrayendo 3 bolas. Si
Hy corresponde a las 3 bolas rojas y 4 negras y si Hy sera rechazada si se observan
3 rojas, jcuanto valen los errores de tipo I y tipo II7

12.2 Sea X una variable uniforme sobre el intervalo (0,6). Se quiere verificar
Hy : 0 =3 frente a Hy : § = 2 por medio de un solo valor observado de X.

(a) Calcular las probabilidades de los errores de tipo I y de tipo II si se elige el
intervalo < 1 como la regién critica.

(b) Calcular las probabilidades de dichos errores si se elige el intervalo 1 < x < 2
como region critica.

(c) Si la regién critica es un intervalo, jcémo debe ser el intervalo para que con
a = 0.5 se minimice 57

12.3 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién uniforme sobre
el intervalo (0,0), donde € > 0. Se propone el siguiente criterio para testear las
hipétesis Hy : 6 € [3,4] contra Hy : 6 ¢ (3,4):

“Rechazar la hipdtesis Hy cuando y sdlo cuando max(Xy,...,X,) ¢ [2.9,4]".

(a) Hallar y graficar la funcién de potencia del test.
(b) Determinar el nivel de significacién del test.

(c) Encontrar el minimo n > 1 tal que el nivel de significacién del test sea oo = 0.1.

12.4 Se dispone de una muestra de tamano 1 para decidir entre dos hipdtesis sobre
la media p de una distribucién exponencial. La hipdtesis H afirma que p < 1y la
hipétesis K afirma que p > 1. Disenar una regla de decisién tal que la maxima
probabilidad de equivocarse al rechazar la hipétesis H cuando H es verdadera sea
0.1. Calcular la probabilidad de decidir erréneamente cuando el verdadero valor de
la media es p = 1.1.

12.5 Testear Hy : ;¢ < 5 contra Hy : p > 5 sobre la base de una muestra aleatoria de
tamano 4, extraida de una poblacién que tiene una distribucién de Poisson. Usar
un nivel de significacién del 5%. Si dicha muestra aleatoria arrojé los siguientes
valores: 3, 7, 2, y 4, ;hay evidencia significativa para rechazar Hy?

12.6 Verdadero o falso:

(a) El nivel de significacién de un test de hipétesis es igual a la probabilidad de que
la hipdtesis nula sea verdadera.

(b) La probabilidad de que la hipdtesis nula sea rechazada es igual a la potencia
del test.

(c) Cuando se disminuye el nivel de significacién de un test, es esperable que la
potencia aumente.



(d) Si no se rechaza la hipdtesis nula, debe decidirse aceptar la hipdtesis alternativa
como cierta.

(e) Un error de tipo I ocurre cuando el estadistico del test cae en la regién de
rechazo del test.

(f) Un error de tipo IT es més grave que un error de tipo L.
(g) La regién critica puede depender de los valores muestrales.

(h) El valor de los errores asociados a un test no puede depender de los valores
muestrales.

12.7 Sea Xj,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién normal de media
1 € R (desconocida) y desvio estdndar o conocido.

(a) Disenar un test de hipétesis de nivel 0.05 para Hy : p < po contra Hy @ pn > pg.

(b) Determinar la funcién de potencia del test y analizar sus propiedades.

12.8 En un proceso quimico es necesario que una solucién que se usa como reactivo
tenga pH 8.21. Se dispone de un método para determinar el pH que produce medi-
ciones normalmente distribuidas con media igual al verdadero valor del pH y desvio
0.02. Disenar un test de hipdtesis de manera que: si el pH es 8.21, se obtenga esa
conclusién con probabilidad 0.95, y si el pH difiere de 8.21 en 0.03 (en cualquiera
de las direcciones), se descarta la solucién con probabilidad no inferior a 0.95.

(a) ;Qué se puede concluir si la media de las mediciones observadas fuese 8.327

(b) Si el pH es 8.33, hallar la probabilidad de concluir que el pH no es 8.21.

12.9 Usando los datos de Michelson (ver Ejercicio 11.4) testear si la velocidad
de la luz es mayor que 790+299000 km/s. al 0.05 de significacion.

12.10 En la siguiente tabla se muestran las mediciones de la densidad de la Tierra
relativa a la densidad del agua obtenidas por Henry Cavendish en 1789 mediante
el experimento de la balanza de torsién

5.50 5.61 4.88 5.07 526 555 536 529 5.58 b5.65
5.57 553 562 529 544 534 579 5.10 527 5.39
5.42 547 563 534 546 530 575 5.68 5.85

Asumir que las densidades de la Tierra medidas tienen distribucién normal de media
p y varianza o2 ambas desconocidas y testear al 0.05 de significacién si la densidad
de la Tierra es menor que 5.5 veces la densidad del agua.

12.11 Sea Xi,..., X 0 una muestra de aleatoria de una variable aleatoria X con
distribucién uniforme sobre el intervalo [0, 0]. Al nivel de significacién 0.05 disenar
un test para Hy : E[X] = 2 contra H; : E[X] # 2.

12.12 El didmetro de las piezas de una maquina debe ser 10 cm. Debido a imper-
fecciones del proceso de produccién de dichas piezas, el didmetro es una variable
aleatoria. El desvio estandar depende de factores intrinsecos del proceso de pro-
duccién y se mantiene constante. Por experiencia histérica se sabe que el desvio



estandar es 0.3. Por otra parte, la media p depende del ajuste de varios parametros
involucrados en el proceso y su valor es desconocido.

(a) En una muestra de 100 piezas se obtuvo un didmetro promedio de 10.1. Disetiar
un test del 0.1 de nivel de significacién.

(b) Calcular la potencia del test disenado en Inciso (a) en p = 10.05. .

(c) Calcular aproximadamente el tamano muestral necesario para un nivel de sig-
nificacién del 0.1 y una potencia de 0.8 cuando p = 10.05.

12.13 Las cajas de leche en polvo de la marca Spiky Milk anuncian un peso neto de
un kilo. En rigor, el peso neto (en gramos) es una variable aleatoria X de media p y
desvio estdndar o (ambos desconocidos). En una muestra aleatoria de 75 cajas, se
observaron los valores X = 992 y S = 10. Al 0.05 de nivel de significacién, realizar
los siguientes tests:

(a) Ho : p = 1000 contra H; : < 1000.
(b) Hyp : 0 = 14 contra Hy : 0 < 14.

(c) Si los datos muestrales diesen lugar al rechazo de la Hy en los dos incisos
anteriores, jes verdad que con 0.05 de significacién puede rechazarse la hipdtesis
p = 1000 y o > 147

12.14 Una fébrica envié catdlogos publicitarios a los posibles clientes. La expe-
riencia mostré que la probabilidad de que la organizacion receptora del catalogo
pida el articulo ofrecido es igual a 0.08. La fabrica envié 1000 catdlogos nuevos de
forma mejorada y recibié 100 pedidos. ;Se puede considerar que la nueva forma de
publicidad es significativamente mads eficaz que la primera?

12.15 Usando los resultados del Ejercicio 11.6 Inciso (c), mostrar que al 10 %
de significacién

(a) no puede rechazarse la hipédtesis p = 0.01.

(b) se rechaza la hipétesis p < 0.0009.

12.16 [Maronna p.143-144] Una de las mds celebres “Leyes de Murphy” establece
que “si se deja caer al suelo una tostada untada con dulce, la probabilidad de que
caiga del lado del dulce es mayor que la de que caiga del lado del pan”.

(a) Para verificarla, se realizé un experimento en la University de Southwestern
Louisana, en el que se dejaron caer 1000 tostadas untadas con mermelada de gro-
sellas, de las cuales cayeron 540 del lado del dulce. ;{ Qué se podria concluir?

(b) El comité de investigaciones de University of Southwestern Louisana decreta
que, para que el experimento sea considerado concluyente, deberd cumplir con (i)
si la Ley de Murphy es falsa, la probabilidad de que el test la confirme debe ser
< 0.01; (ii) si la Ley es cierta, y la probabilidad de caer del lado del dulce es > 0.6,
entonces la probabilidad de confirmarla debe ser > 0.95. ;Cudntas tostadas hay
que arrojar para que se cumplan estas condiciones?

12.17 Usando los resultados del Ejercicio 11.9 decidir al 0.05 de significacion si
A < 0.00019.



12.18 En vista de los resultados del Ejercicio 11.11, ;puede decirse en cada caso
que, con un nivel de significacién del 10%, las resistencias medias de los cables
producidos por ambos fabricantes son iguales?

12.19 Considérense las siguientes longitudes de cables (en cm.) obtenidas al mues-
trear los lotes independientes A y B:

Lote A: 134 146 105 119 124 161 107 83 113 129 97 123.
Lote B: 70 118 101 85 107 132 94.

Suponer que las longitudes de los cables en dichos lotes tienen una distribucién
normal con el mismo desvio. jPuede afirmarse al 1% que las medias de los lotes
son significativamente diferentes?

12.20 La siguiente tabla muestra para cada uno de 11 individuos, la proporcién
(como porcentaje) de plaquetas sanguineas aglutinadas antes y después de fumar
un cigarrillo.

Antes |25 25 27 44 30 67 53 53 52 60 28
Después | 27 29 37 56 46 82 57 80 61 59 43

Las plaquetas tienen un rol importante en la formacién de codgulos. Suponiendo
normalidad de los datos jqué puede concluirse sobre los efectos del cigarrillo?

12.21 En un examen rindieron 100 alumnos del curso A y 80 del curso B. Del curso
A aprobaron 20 y del curso B lo hicieron 5. jConsidera que los datos muestran, con
un nivel de significacién del 10 %, que la probabilidad de aprobacién depende del
curso?

12.22 En una sucesién de 100 lanzamientos independientes de una moneda se
observaron 59 caras y 41 cecas ;Estos datos son conciliables con la hipétesis de que
la moneda es honesta?

12.23 Considerar los primeros 1000 decimales del nimero 7:

3.14159265358979323846264338327950288419716939937510568209749445923078164

0628620899862803482534211706798214808651328230664709384460955058223172
5359408128481117450284102701938521105559644622948954930381964428810975
6659334461284756482337867831652712019091456485669234603486104543266482
1339360726024914127372458700660631558817488152092096282925409171536436
7892590360011330530548820466521384146951941511609433057270365759591953
0921861173819326117931051185480744623799627495673518857527248912279381
8301194912983367336244065664308602139494639522473719070217986094370277
0539217176293176752384674818467669405132000568127145263560827785771342
7577896091736371787214684409012249534301465495853710507922796892589235
4201995611212902196086403441815981362977477130996051870721134999999837
2978049951059731732816096318595024459455346908302642522308253344685035
2619311881710100031378387528865875332083814206171776691473035982534904
2875546873115956286388235378759375195778185778053217122680661300192787
66111959092164201989. ..



Contar la cantidad de veces en que aparece cada digito y aplicar el test chi-cuadrado
al 0.05 de significacion para ver si esas frecuencias son compatibles con la hipdtesis
de que los digitos son equiprobables.

12.24 Conseguir una computadora que tenga instalado el programa Excel y usando
ese programa simular una muestra aleatoria de volumen 100000 de una poblacién
normal N(0,1). Aplicar el test chi-cuadrado para verificar si la muestra obtenida
es compatible con la hipdtesis de que proviene de una distribucién normal N(0,1).

12.25 La siguiente tabla muestra la distribucién de frecuencias de la duracién de
ciertas baterias en anos:

Clase 1.45-1.95| 1.95-2.45 2.45-2.95 2.95-3.45 3.45-3.95 3.95-4.45 4.45-4.95
Frecuencial 2 1 4 15 10 5 3

(Puede afirmarse a un nivel del 5% que la duracién de las baterfas se ajusta a una
distribucién normal con media 3.5 anos y desvio estandar 0.7 anos?

12.26 Durante 100 intervalos de un segundo se registraron las cantidades de emisio-
nes de una pieza de material radioactivo. La distribucién de frecuencias se muestra
en la siguiente tabla:

Cantidad de emisiones ‘ 0 1
3 1

Frecuencia ‘

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 12 23 13 20 9 6 6 4 1

(a) Testear a un nivel de 5% si los datos provienen de una distribucién Poisson de
media 5.

(b) Testear a un nivel de 5% si los datos provienen de una distribucién Poisson.
;,Cuadl es la conclusion?

12.27 [ver Ejercicio 11.4] ;A un nivel de 5 %, puede afirmarse que las mediciones
de la velocidad de la luz de Michelson se ajustan a una distribucién normal?

Ejercicios Complementarios

12.28 Se construye una méquina que controla automa&ticamente la cantidad de
cinta sobre un carrete. La maquina se considera eficaz si el desvio estandar o de
la cantidad de cinta sobre el carrete no supera 0.15 cm. Si en una muestra de 20
carretes se obtiene una estimacién de varianza S? = 0.025, ;estamos en condiciones
de concluir que la maquina es ineficaz?

12.29 Un productor de una nueva linea de neumaticos afirma que su utilidad media
es mayor que 40000 km. Para verificar dicha afirmacién se sometieron a prueba 12
neumdticos y sus utilidades (en miles de km.) resultaron las siguientes:

40.5 40.6 41.3 41.6 42.0 39.8

40.7 40.9 40.2 39.9 41.0 40.6

Suponiendo que la utilidad de los neumaticos tiene distribuciéon normal, verificar la
afirmacién del productor a un 5% de nivel de significacién.



12.30 La duracién (en segundos) de las llamadas telefénicas para solicitar un
generador de nimeros aleatorios a la empresa “Random numbers? Llame Yal!” es
una variable aleatoria, X, de media u y desvio estdndar o (ambos desconocidos).
En una muestra aleatoria de la duracién de 50 llamadas se observaron los valores
X =310y S =25. Al 0.1 de nivel de significacién, se puede concluir que

(a) > 3007
(b) o >207

12.31 Se debe comprar un producto cuyo peso obedece a una distribucién normal y
se requiere que la varianza sea inferior a 4. Si el producto no cumple con el requisito
se desea cometer un error en la decisién que no supere el 5%. Por otro lado, si la
varianza fuese igual a 3, se desea que el error en la decision sea del 5 %. Disenar un
test de hipdtesis para decidir si el producto cumple la especificacion.

0.6

119 172 264 400

FIGURA 1. Gréfico del cociente entre los fractiles X%ZO'% y X;27=0.95
en funcién de los grados de libertad.

(Sugerencia: Utilizar la informacién que aparece en la Figura 1 y recordar que si @
tiene distribucién x2 con n grados de libertad, para valores grandes de n se cumple
que W = 1/2Q se distribuye aproximadamente como una normal de media ~/2n — 1
y desvio estdndar 1.)

12.32 Conseguir una moneda de 5 centavos. Lanzarla 100 veces y aplicar el test
chi cuadrado para saber si la moneda es honesta.

12.33 De cierto generador de nimeros aleatorios se afirma que los produce de
acuerdo con la distribucién UJ0, 1]. Para verificar esa hipdtesis se producen 10000
numeros con el mencionado generador. Para economizar espacio se registra la can-

tidad de numeros de la forma 0.d..., donde d = 0,1,...,9. Se obtuvieron los resul-
tados siguientes:
d | o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

#{0.d...}‘977 1045 1017 1024 901 928 1045 984 1034 1045

i, Estos datos son conciliables con la afirmacion?

12.34 Paenza (Pagina 12, 3 de mayo de 2009, Contratapa) afirma que la distri-
bucién del primer digito significativo, D, de los precios de los productos que se



ofrecen en un supermercado se rige por la ley de Benford: P(D = d) = log;, (45),

d=1,...,9. Se registraron los precios de 2500 productos ofrecidos por un super-
mercado y se obtuvieron las siguientes frecuencias:

d]1 2 3 4 5 6 7 8 9
ng | 730 441 304 247 226 160 147 114 131

. Estos datos son conciliables con la afirmacién de Paenza?




