
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 
 

Conceptos fundamentales 
 

� Se llama ecuaciòn diferencial  a una ecuaciòn que vincula la variable “x”, la funciòn 
incògnita “y”  y sus derivadas sucesivas y`, y``, y```,…., y )(n , es decir, es una 
ecuaciòn de la forma: 

                                             F( 0)``,......`,,,( )( =nyyyyx  
 

� Si la funciòn incògnita  y = y (x) depende de una sola variable independiente x, la 
ecuaciòn diferencial se llama Ordinaria.  

 
      Ejemplos 
 

     1) 0=+ xy
dx

dy
             2) xxyy cos``` =++             3) 0)()( 22 =+++ dyyxdxyx   

 
� Determina el orden  de una ecuaciòn diferencial, la derivada de mayor orden que 

aparece en dicha ecuaciòn. 
 
Ejemplos 
 
a) xexyy 2` =+         (primer orden) 

b) 0).(`` =+ yxpy   ( segundo orden) y observar que p(x) es dato. 

c) 3)9( `` xxyy =−    ( noveno orden) 
 
� Se llama soluciòn  de una ecuaciòn diferencial ordinaria de orden “n” a una funciòn y 

= f(x) definida en un intervalo real (a,b) junto con sus derivadas sucesivas hasta el 
orden n inclusive, tal que al sustituir y = f(x) en la ecuaciòn diferencial la convierte en 
una identidad con respecto a “x” en dicho intervalo. 

 
Ejemplo 
 
Sea  y`` + y = 0 
 Las funciones xseny =1  ; xAy cos.2 =  ; xy cos3 =  ; xBy cos.4 =   

xBxsenAy cos..5 +=  en todos los casos RBA ∈,  , son soluciones de la ecuaciòn 

anterior. Se deja para el lector verificarlas . 
 

Ecuaciones Diferenciales de Primer orden 
 

Una ecuaciòn diferencial ordinaria de primer orden tendrà como forma general 
              
                                             0`),,( =yyxF  
 
Si de èsta, es posible despejar la y` donde resulta  y`= f(x,y), entonces representa una 
ecuaciòn diferencial de primer orden resuelta con respecto a su primera derivada y en tal 
caso es vàlido el siguiente teorema que sòlo enunciaremos y aplicaremos: 
 
 

 



Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones de E.D.O o de Cauchy 
 
 
Dada una ecuaciòn diferencial ordinaria y`= f(x,y) donde la funciòn f(x,y) està definida en 
un recinto D del plano (xy) que contiene al punto M ),( 000 yx= . 

 Si se cumple que: 
a) f(x,y) es una funciòn continua de dos variables  
     x e y  en el recinto D. 
 

b) f admite derivada parcial ),( yx
y

f

∂
∂

 

   continua con respecto a  x e y  en D. 
 
Entonces:  
 
 Existe una y sòlo una soluciòn  y =g(x) 
de la ecuaciòn dada, que satisface la condiciòn     

)( 00 xgy =  

 
 
� El significado geomètrico del teorema es que existe una ùnica funciòn soluciòn y = 

g(x) que pase por el punto M ),( 000 yx= . 

� Del teorema se deduce que la ecuaciòn diferencial tiene infinitas soluciones 
diferentes para ( ),.......,),,( 2211 yxyx  etc. si pertenecen a D. 

� La condiciòn )( 00 xgy =  se denomina condiciòn inicial. 

� El teorema expresa condiciones suficientes  para la existencia de soluciòn ùnica de 
ecuaciones y`= f(x,y) que satisfacen la condiciòn inicial )( 00 xgy = ,pero estas 

condiciones no son necesarias . 
 
Ejemplo 1 

 

 Sea 
2

2 1
`1`

y
yyy =⇒= . Ahora si aplicamos el teorema precedente resulta: 

2

1
),(

y
yxf =    y   

3

2
),(`

y
yxf y −=  ambas funciones no son continuas en 2R  por lo tanto D 

= { } 22 0/),( RyRyx ⊂≠∈  (es todo el plano (xy) sin el eje x) o sea, que en un punto de la 

forma )0,( 0x no se puede garantizar la existencia y unicidad de una soluciòn, sin embargo 

3 ).(3 cxy −=  es soluciòn de la ecuaciòn anterior y por el punto )0,( 0x  pasa una ùnica 

soluciòn que es 3
0 ).(3 xxy −=    

 
 
Conclusiòn: Este es el caso en el que no se cumple  el teorema  en puntos )0,( 0x   y sin 

embargo hay una ùnica  soluciòn. 
 
 
 
 



 
   Ejemplo 2 
 

Sea ( ) 2
3

8

27
` yy = 3

2

2

3
` yy =⇒  

Ahora aplicando el teorema de existencia y unicidad resulta: 

3

2

2

3
),( yyxf =   continua en 2R  

 3

1

),(`
−

= yyxf y continua en { }0/),(2 =− yyxR  

Por lo tanto no se puede implicar existencia y unicidad de soluciòn en puntos que estàn 
sobre el eje x, o sea, de la forma ( )0,0x . 

Sin embargo  
( )

8

3cx
y

−=  es soluciòn de la ecuaciòn anterior y  ademàs 
( )

8

3
0xx

y
−

=   

pasa por  ( )0,0x . Ademàs  y = 0 es otra soluciòn de la ecuaciòn dada que tambièn pasa por 

dicho punto. 
 
Conclusiòn : Este es el caso en el que tampoco se cumple el teorema  y hay mas  de una 
soluciòn posible que pase por ( )0,0x .   

 
   Ejemplo 3 
 
Sea yexyy −+=̀  

Sabemos que yexyyxf −−=),(    y   yexyx
y

f −−=
∂
∂

),(  son continua en 2R . 

Conclusiòn : Por lo tanto ( ) 2
00 , Ryx ∈∀  existe soluciòn ùnica  )(xgy =  / )( 00 xgy =  

 
 

� Se llama soluciòn general  de la ecuaciòn diferencial ordinaria y`= f(x,y) a una 
funciòn y = g (x,c) que depende de una constante arbitraria “c” y que cumple las 
condiciones: 

 
a) satisface la ecuaciòn diferencial 
b) cualquiera sea la condiciòn inicial )( 00 xgy =  siempre se puede asignar un valor 

c 0  a la constante “c” tal, que la funciòn y = g(x,c 0 ) satisfaga la condiciòn inicial. 

(Tener presente que ),( 00 yx cumple las condiciones de existencia y unicidad de 

soluciones) 
 
� Se llama soluciòn particular  de la ecuaciòn diferencial ordinaria y`= f(x,y), a la que 

se obtiene de la soluciòn general, asignando un valor determinado a la constante 
arbitraria “c”. 

� Durante la bùsqueda de la soluciòn general de una ecuaciòn diferencial ordinaria, 
llegamos a menudo a expresiones  que responden a la forma  

      H (x,y,c) = 0 no resuelta respecto de “y”. 
      Al resolverla respecto de “y” obtenemos la soluciòn general,sin embargo no  
      siempre es posible hacerlo mediante funciones elementales, en tales casos, 
   la soluciòn general queda en forma implìcita y se la denomina integral general 
   de la E.D.O. 



   Desde el punto de vista geomètrico la integral general representa una familia de  
   curvas en el plano (xy) dependientes de una constante o paràmetro arbitrario “c”. 
   A dichas curvas se las denominan curvas integrales  de la ecuaciòn dada y cada 
   Integral particular representa una de estas curvas. 
 

�   Una soluciòn de una E.D.O. que no sea general (no contiene las constantes),ni 
  particular (no se obtiene de la general para algùn c 0 ) se la denomina soluciòn 
  singular  

 
Nuestro objetivo serà ahora, plantear una ecuaciòn diferencial ordinaria de primer orden y 
encontrar un mètodo de resoluciòn para obtener los distintos tipos de soluciones que 
definimos anteriormente. 
Para ello comenzaremos con el primer mètodo, el màs sencillo. 
 

Ecuaciones Diferenciales de primer orden separables 
 
Es una ecuaciòn de primer orden F 0`),,( =yyx  que puede expresarse en la forma: 

                                    )(`).( xgyyh =     o bien   dxxgdyyh )()( =  
La soluciòn serà cualquier funciòn diferenciable definida implìcita o explìcitamente , 
que cuando se la sustituye en la E.D.O la reduce a la identidad. 
 
P/  Sea pues, )(xfy =  una soluciòn de   )(`).( xgyyh =  

 resultarà ( ) )()`(.)( xgxfxfh =  (1), luego integrando miembro a miembro la expresiòn (1) 

nos queda:    ( ) ∫∫ = dxxgdxxfxfh )()`(.)(  y por medio de la sustituciòn )(xfy =  

concluìmos que ∫ ∫= dxxgdyyh )()(  donde nos darà una relaciòn entre x e y que satisface 

la E.D.O. 
 
Ejemplos 
 

1) 0)1( =−+ dxydyx   ⇒
x

y

dx

dy

+
=

1
 

Por lo tanto  
x

y
yxf

+
=

1
),(    y   

x
yxf y +

=
1

1
),(`  son continuas en R 2 { }1/),( =− xyx  

regiòn en la que se puede asegurar la existencia y unicidad de soluciones. 
Resolvemos la ecuaciòn separando variables: 

dxydyx =+ )1(   
x

dx

y

dy

+
=⇒

1
  con  0≠y  .Si ahora integramos miembro a miembro 

queda: cxydx
x

dy
y

++=⇒
+

= ∫∫ 1lnln
1

11
 ( como “c” es una constante arbitraria, 

conviene llamar c = kln , ya que la funciòn logaritmo tiene como imagen a todos los reales y 
luego logramos eliminar de la expresiòn los logaritmos).  
  

Por lo tanto: kxy ln1lnln ++=   ( )1.lnln +=⇒ xky   )1.ln( +=⇒ xkey  

( )1. +=⇒ xky . 

Los mòdulos se pueden quitar en ambos miembros ya que la constante “k” absorbe las 
distintas combinaciones de signos, entonces la soluciòn general  serà: )1( += xky  
Concluìmos diciendo que la soluciòn general es una familia de rectas.  



¿ Què podemos decir de y = 0 ? ¿Es soluciòn de la ecuaciòn anterior ?. Con sòlo verficarlo 
nos daremos cuenta que sì. La otra pregunta que cabe hacernos es: y = 0 
 ¿Es soluciòn singular de la E.D.O. planteada?. 
No es soluciòn singular, ya que si en la soluciòn general y = k.(x+1) le asignamos el valor k = 
0, obtendremos la recta en cuestiòn. 
Recordar que para ser soluciòn singular, la misma no se debe poder determinar de la 
soluciòn general. 
Por otro lado, tener presente que las ecuaciones diferenciales ordinarias que se resuelven 
por variables separables, pueden generar soluciones singulares , siendo estas las 
restricciones que uno debe imponer al pasar de miembro las expresiones que contienen a la 
variable “y” de la ecuaciòn. 
 

2) Sea 
y

x

dx

dy −=  .Encontrar la soluciòn que cumpla con y(0) = 1 

   kxyc
xy

dxxdyydxxdyy =+⇒=+⇒−=⇒−= ∫ ∫
22

22

22
  

   (donde k = 2c) 
La soluciòn general es una familia de circunferencias con centro en (0,0) y radio variable y 
està expresada como  integral general de la E.D.O. 
Aplicamos la condiciòn inicial y(0) =1 y sabemos que por allì hay una ùnica soluciòn porque 
lo indica el teorema de existencia y unicidad.Comprobarlo!  
 
Por lo tanto k = 1. Entonces escribimos 122 =+ xy  y la soluciòn expresada en forma 

explìcita queda 21)(/)1,1(: xxgRg −=→− . 
 
Aclaraciòn : se toma el intervalo (-1,1) en lugar del intervalo [ ]1,1−  que es el dominio de g, 
porque en este caso la funciòn es soluciòn de una E.D.O. y debe ser diferenciable en todo 
punto del intervalo.En los extremos del mismo se pierde esta propiedad de la soluciòn. 

Ademàs consideramos esta curva  y no la otra ( − ) porque es la rama de la circunferencia 

que incluye a la condiciòn inicial. 
 
Concluìmos la exposiciòn teòrica de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden 
por variables separables con esta propiedad: 
 
� Una ecuaciòn de la forma 0)().()().( 2211 =+ dyyNxMdxyNxM  es separable  en un 

cierto dominio donde )(1 yN  y  )(2 xM no se anulan, si se puede resolver separando las 

variables mediante  la expresiòn 0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 =+ dy
yN

yN
dx

xM

xM
. 

 
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Totales Exactas 

 
Nota de Repaso 
 

a) Sea ),( yxf un campo escalar, diremos que f es diferenciable en ),( 00

__

yxx =  si existe 

un vector ),( 21 aaa =
→

 y una funciòn g(H) donde 0)(
0

=
→

Hglìm
H

 tal que: 

                                       
→→

+=−+ )(..)()(
__

HGHHaxfHxf  



� El vector 
__

)(,)( x
y

f

x

f
xfa 









∂
∂

∂
∂=∇=

→
 se denomina  gradiente de f  

� La funciòn lineal del incremento dyx
y

f
dxx

x

f
xdf ).().()(

___

∂
∂+

∂
∂=  se denomina diferencial 

total de f en 
_

x  
 
b) Una expresiòn diferencial de la forma ( )dyyxQdxyxP ,),( +  se dice exacta si existe una 

funciòn f diferenciable tal que dyyxQdxyxPyxdf ),(),(),( += . A dicha funciòn f se la 
denomina funciòn potencial  de la forma diferencial. 
 
Enunciaremos un teorema que permitirà decidir màs adelante si una E.D.O. es diferencial 
total exacta o no. A este teorema tambièn se lo denomina Condiciòn de Exactitud 
 
Teorema 
 
Sean P,Q  clase )(1 DC donde D  es una regiòn rectangular del plano (xy), entonces 

( )dyyxQdxyxP ,),( +  es diferencial exacta si y solo si ),(),( yx
x

Q
yx

y

P

∂
∂=

∂
∂

  y  la funciòn f  

tal que ),(),( yxPyx
x

f =
∂
∂

      y     ),(),( yxQyx
y

f =
∂
∂

 resulta ser: 

∫ ∫+=
x

x

y

y

dyyxQdxyxPyxf
0 0

),(),(),( 0  con ),( 00 yx un punto fijo de la regiòn D. 

Muchas veces es operativo obtener està funciòn por otro procedimiento que expondremos a 
continuaciòn: 
 
Ejemplo 
 
Sea dyxdxxy )1(2 2 −+ .Queremos ver si es diferencial exacta y luego, si es posible obtener 

la funciòn f . 

Sabemos que P(x,y)= xy2    y que Q(x,y) = 12 −x , ahora probaremos la condiciòn de 

exactitud que indica el teorema anterior: ),(2),( yx
x

Q
xyx

y

P

∂
∂==

∂
∂

. Como se cumple 

diremos que la expresiòn es diferencial exacta y existe una funciòn f , que es potencial de 
dicha forma, a saber: 
 

xyyxf x 2),(` =      y    1),(` 2 −= xyxf y  .Considerando por ejemplo la primera expresiòn, 

xyyxf x 2),(` =  e integrando con respecto a “x”  y sumando una constante que dependa de 

“y”  tenemos )(),( 2 yyxyxf α+= . Luego a esta ùltima expresiòn la derivamos con respecto 

a “y” :    )`(),(` 2 yxyxf y α+=   y  ademàs 1),(` 2 −= xyxf y , 

igualando ambas expresiones,   1)`( 22 −=+ xyx α  se obtiene que 1)`( −=yα . Integramos 
esta ùltima expresiòn con respecto a su ùnica variable, “y” , para luego reemplazar lo 
obtenido en la fòrmula de ),( yxf  a saber:  cyy +−=)(α . 

Por lo tanto cyyxyxf +−= 2),(  ( a veces se puede prescindir de la cte. “c”). 
 



Ecuaciones Diferenciales Exactas 
 
La ecuaciòn diferencial de primer orden 0),(),( =+ dyyxQdxyxP se dice exacta , si el primer 
miembro de la igualdad es una forma diferencial exacta. 
En tal caso, si ),( yxf es la funciòn potencial de la forma diferencial exacta y esta forma se 

expresa 0),( =yxdf ,una familia de soluciones de la ecuaciòn diferencial serà kyxf =),(  
 
Considerando el ejemplo anterior podemos decir que dyxdxxy )1(2 2 −+ = 0 es una E.D.O. 

total exacta y teniendo en cuenta el procedimiento anterior concluìmos que kyyx =−2  es la 
soluciòn general. 
Otras ecuaciones diferenciales exactas: 

 

a) 0)2()22( 2 =−+− dyxxydxyy  

b) ( ) 0)(.cos 22 =−+− dyyxydxxyxsenx     Resolverlas! 
 
 

Ecuaciones diferenciales de primer orden Homogèneas 
 
Funciones Homogèneas 
 
Se dice que ),( yxf es una funciòn homogènea de grado n  real cualquiera en un recinto D 

del plano (xy), si 0>∀λ  se cumple que: ),(.),( yxfyxf nλλλ = . 
 
Ejemplos 
 

a) yxyxyxf 5.3),( +−=  es homogènea de grado 1 ya que: 

                     

              yxyxyxf .5.3.),( 2 λλλλλ +−=  

                               = ( ) ),(.5.3. yxfyxyx λλ =+−  

b) 33),( yxyxf +=  es homogènea de grado n = 3/2. Comprobarlo! 
 
 
c) 1),( 22 ++= yxyxf  no es homogènea. La suma de constantes destruye la 
homogeneidad, salvo que sea homogènea de grado 0. 
 
 
 

d) 








=

≠








=
−

)0,0(),(0

)0,0(),(
),(

4/54/1

yxsi

yxsi
x

y
tgyx

yxf   es homogènea de grado n = -1 

 
 

e) 4
2

),( +=
y

x
yxf  es homogènea de grado 0. Comprobarlo! 

 
 



 
Observaciòn: Toda funciòn homogènea de grado “n” se puede escribir: 
     

                        






=
x

y
fxyxf n ,1),(       y        








= 1,),(

y

x
fyyxf n  

Ejemplo 
  

22 3),( yxyxyxf ++=  es homogènea de grado n = 2, por lo tanto se puede escribir: 
 

                                






=


















+






+=
x

y
fx

x

y

x

y
xyxf ,131),( 2

2
2  

                                







=












+







+








= 1,13),( 2

2

2

y

x
fy

y

x

y

x
yyxf  

Esta observaciòn justifica en cierta forma la sustituciòn que emplearemos para resolver 
E.D.O homogèneas. 
 
Ecuaciones Diferenciales Homogèneas 
 
Si una ecuaciòn diferencial de primer orden 0`),,( =yyxF  expresada en la forma 

0),(),( =+ dyyxQdxyxP  es tal que P y Q son homogèneas de igual grado se la denomina 
homogènea. 
Dicha expresiòn siempre se puede reducir a una ecuaciòn diferencial de variables 
separables mediante una sustituciòn algebraica.( Tener en cuenta la observaciòn anterior). 
 
 
P/ Sea 0),(),( =+ dyyxQdxyxP  con P,Q homogèneas de grado “n”. 

Con la sustituciòn u
x

y =  de donde xuy .=    y  derivando miembro a miembro, teniendo en 

cuenta que )(xuu =  queda duxdxudy += . 
Ahora podemos reemplazar estas expresiones en la ecuaciòn diferencial propuesta  con el 
objetivo de reducirla a una ecuaciòn de variables separables: 
 

0)(),(),( =++ duxdxuxuxQdxxuxP , como P y Q son homogèneas de grado n, podemos 

expresar esta igualdad   0)(),1(),1( =++ duxdxuuQxdxuPx nn .Si dividimos miembro a 

miembro por nx  y distribuyendo el segundo tèrmino: 
 
 
 

Por lo tanto : 
uuQuP

duuQ

x

dx

),1(),1(

),1(

+
−=  es una E.D.O. de variables separables. 

 

Observaciòn : Si es conveniente, tambièn se puede utilizar la sustituciòn v
y

x =  de donde 

yvx .=  considerando que )(xvv =  
 
 
 

[ ] 0),1(),1(),1(0),1(),1(),1( =++⇒=++ duuQxdxuuQuPduuQxdxuuQdxuP



Ejemplo 
 

0)()( 222 =−++ dyxyxdxyx  
P,Q son ambos homogèneas de grado 2 y haciendo la sustitciòn xuy .=  tenemos: 

                              ( ) ( )( ) 022222 =+−++ duxdxuxuxdxxux  
                                
                                                   ( ) 01)1( 32 =−++ duuxdxux  
                              

                                                                      0
1

1 =+
+
−

x

dx
du

u

u
 

Efectuando la divisìon en el primer tèrmino  y separando las variables con el objetivo de 
integrar miembro a miembro tenemos: 
 

                                                          0
1

2
1 =+









+
+−

x

dx
du

u
 

                            
                                               0lnln1ln2 =++++− cxuu  

Ahora sustituyendo nuevamente 
x

y
u = y aplicando propiedades de logaritmo, obtenemos la 

soluciòn general: 
 

                                            2+−
x

y
ln 0lnln1 =+++ cx

x

y
 

 
                                                      xyexyxc /2 .)( =+  

 

Clasificaciòn de Ecuaciones Diferenciales por Linealidad 
 
Una ecuaciòn diferencial es lineal  si tiene la forma: 

               )()()(...................)()( 011

1

1 xgyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n =++++ −

−

−  

 
 y ademàs reune las siguientes caracterìsticas: 
a) la variable dependiente “y” y todas sus derivadas son de primer grado. 
b) cada coeficiente sòlo depende de la variable independiente “x”. 
 
En caso contrario la ecuaciòn diferencial se dice no lineal . 
 
Ecuaciones Diferenciales Lineales de primer orden 
 
Si una ecuaciòn diferencial es lineal de primer orden serà de la forma: 
          

 )()()( 01 xgyxa
dx

dy
xa =+     ò     )()(`)( 01 xgyxayxa =+  

 
 
Dividiendo por )(1 xa miembro a miembro con Ixxa ∈∀≠ 0)(1 , obtenemos: 
 



 
 

  )()( xfyxP
dx

dy =+       con 
)(

)(
)(

1

0

xa

xa
xP =   y      

)(

)(
)(

1 xa

xg
xf =  . 

Buscaremos una soluciòn en un intervalo I  donde P y f resulten continuas. 
 

P/ sea    )()( xfyxP
dx

dy =+  

En forma diferencial queda ( ) 0)()( =−+ dxxfyxPdy   (1) 

Trataremos de encontrar una funciòn Ixxx ∈∀≠ 0)(/)( µµ , continua y diferenciable que 

denominaremos factor integrante ,de modo que el producto entre )(xµ  y la ecuaciòn (1) sea 
0. 
 
                ( ) 0)()()()( =−+ dxxfyxPxdyx µµ   (2) 
 
La ecuaciòn (2) es diferencial exacta por lo tanto se cumple: 
 

( )[ ]
y

xfyxPx

dx

x

∂
−∂=∂ )()()()( µµ

 

 

Es decir, )()(
)(

xPx
dx

xd µµ =  una E.D.O de variables separables 

              

              ∫= dxxPx )()(ln µ    

 
∫=∴

dxxP
ex

)(
)(µ  (3) 

 
Nòtece que considerar una constante en esta integral es innecesario pues significarìa 
multiplicar toda la ecuaciòn por una constante. 
Si ahora reemplamos (3) en (2) : 
 

[ ] 0)()(
)()(

=−∫+∫ dxxfyxPedye
dxxPdxxP

 
 

dxxfedxyxPee
dxxPdxxPdxxP

)()(
)()()( ∫=∫+∫  distributiva  y pasaje de tèrmino. 

 
Si observamos el miembro izquierdo de la igualdad podemos deducir que se puede escribir 

como la derivada del producto entre ∫ dxxP
e

)(
 e  y : 

 

dxxfeyed
dxxPdxxP

)(.
)()( ∫=




 ∫  

Integrando miembro a miembro con respecto a “x” : 
 

∫ +∫=∫ cdxxfeye
dxxPdxxP

)(.
)()(

 

 

∫ ∫∫+∫=∴
−−

dxxfeeecy
dxxPdxxPdxxP

)(
)()()(

 siendo la soluciòn general buscada. 



 
Ejemplo 
 
Dada  xexyyx .4`. 2=+  Encontrar la soluciòn general por medio del factor integrante. 
 

  xexyyx .4`. 2=+   xxe
x

y
y =+⇒ 4`  con  0≠x . 

De donde 
x

xP
4

)( =     y    xxexf =)(  continuas en ( )0,∞−    o   ( )+∞,0 . 

(No es correcto escribir “continuas en R 0≠ ” deben ser continuas en un Intervalo y R 0≠  es 
una uniòn de intervalos, que no es un intervalo. Por lo tanto para solucionar la ecuaciòn se 
pueden tomar uno de los dos casos,considerando al otro anàlogo). 
 
 Supongamos a P, f continuas en ),0( +∞∈x  
  

a) Encontramos el factor integrante : ∫=→+∞
dx

xexIRI
1

4
)(/),0(:  

Por lo tanto 44lnln.4
4

)( xxeexI xx ====  

 
b) multiplicamos miembro a miembro la ecuaciòn transformada (en este caso) por el factor 
integrante y observamos que el primer miembro debe ser la derivada del producto entre el 
factor integrante y la variable “y”: 
 

xxeyxyx =+ 34 4` [ ] xxeyxd =⇒ .4  
 
c) Ahora integramos miembro a miembro con respecto a “x”  y  despejamos “y”: 
 

44344 −−− +−=⇒+−=⇒= ∫ cxexexycexeyxdxexyx xxxxx . 

 
Es decir la soluciòn general definida formalmente queda: 
    

                                                
443

)(/),0(:
x

c

x

e

x

e
xgRg

xx

+−=→+∞  

 
Otro mètodo para obtener la soluciòn general de Ecuaciones Diferenciales Lineales de 
primer orden 
 

Sea la ecuaciòn )()( xfyxP
dx

dy =+  (1)  con las mismas condiciones anteriores sobre P y f . 

Proponemos como soluciòn de la ecuaciòn anterior a la funciòn )().( xvxuy = , nuestro 
objetivo serà encontrar las funciones u y v adecuadas y de esta manera por medio de una 
sustituciòn obtendremos la soluciòn general deseada. 
 

P/ Sea la funciòn )().( xvxuy =   (2)  y derivando m.a m. tenemos: 
dx

dv
uv

dx

du

dx

dy +=  (3) 

Si  reemplazamos por (2) y (3) en (1) : 

                                                     )()(. xfxPvu
dx

dv
uv

dx

du =++  

 



                                              

                                                    )()( xfxPv
dx

dv
uv

dx

du =






 ++   (4) 

Elegimos v  de manera que 0)( =+ xPv
dx

dv
,es decir que sea soluciòn de la ecuaciòn 

diferencial de variables separables: 
  

 ∫∫∫ −=⇒−=⇒−=⇒=+ dxxPvdxxP
v

dv
xPv

dx

dv
xPv

dx

dv
)(ln)()(0)(  

 
∫=⇒

− dxxP
ev

)(
   (5) .(se quitaron las barras de mòdulo ya que la funciòn siempre es 

positiva y al igual que en el caso de la deducciòn del factor integrante, no se coloca 
constante en la integraciòn del exponente) 
 
Una vez encontrada la funciòn v  la sustituìmos en (4) y obtenemos la funciòn u : 
 

dxxfedudxxfeduxfe
dx

du dxxPdxxPdxxP
)()()(

)()()(

∫ ∫ ∫=⇒∫=⇒=∫−
 

 

∫ +∫=⇒ cdxxfeu
dxxP

)(
)(

   (6) 

 
Reemplazando (5) y (6) en la soluciòn propuesta  (2), se logra la soluciòn general de la 
ecuaciòn diferencial (1) 
 

∫+∫∫=∴
−−

∫
dxxPdxxPdxxP

ecdxxfeey
)()()(

.)( . 

 
 Ejemplo 
 
 Sea   xyxy =+ ..2`  donde P y f son continuas en R. 

Proponemos la funciòn )().( xvxuy =  y derivando m.a m. tenemos: 
dx

dv
uv

dx

du

dx

dy +=  

Luego sustituìmos en la ecuaciòn dada: 
 

xxv
dx

dv
uv

dx

du
xvux

dx

dv
uv

dx

du =






 ++⇒=++ 2..2  

 

Obtenemos :v         ∫∫
−=⇒−=⇒−=

2

)(22 xexvdxx
v

dv
xv

dx

dv
. 

 

Ahora obtenemos u :       ceuexduxe
dx

du xxx +=⇒=⇒= ∫ ∫
− 222

2

1
 

 

Por lo tanto la soluciòn general serà: g: R→  R / 
2

.
2

1 xecy −+= . 

Sugerencia : resolver el ejemplo del factor integrante por este ùltimo mètodo. 
 
 



 
 
Observaciòn : Si se consideran P  y f continuas en I   y Ix ∈0 entonces existe una sola 

soluciòn del problema )()( xfyxP
dx

dy =+  sujeta a la condiciòn 00 )( yxy = . 

En realidad, toda soluciòn general de la ecuaciòn diferencial lineal de primer orden dada en 
I : 
 

                        ∫+∫∫=
−−

∫
dxxPdxxPdxxP

ecdxxfeey
)()()(

.)(  

 
consta de la suma de dos soluciones: pc yyy +=  donde: 

∫=
− dxxP

c cey
)(

 es la soluciòn complementaria y soluciòn general de la ecuaciòn homogènea 

0)( =+ yxP
dx

dy
 

dxxfeey
dxxPdxxP

p )(
)()(

∫ ∫∫=
−

 es la soluciòn particular de )()( xfyxP
dx

dy =+ . 

 
Màs adelante veremos que esta es una propiedad  de la ecuaciones lineales. 
 
 
Ecuaciòn de Bernoulli 
 

nyxQyxP
dx

dy
)()( =+  con  1>n  , de lo contrario serìa una E.D.O. lineal de primer orden. 

Si dicha ecuaciòn la dividimos miembro a miembro por ny  queda: 

)()( 1 xQyxPy
dx

dy nn =+ −−     (1) 

 
Si llamamos nyz −= 1  y  la derivamos miembro a miembro:  `)1( yyndz n−−= . Sustituyendo 
ambas expresiones en la ecuaciòn (1), obtenemos una ecuaciòn lineal de primer orden: 
 

)()(
1

1
xQzxP

dx

dz

n
=+

−
 

 
 
Ejemplo 
 

33` yxxyy =+        Consideramos la sustituciòn  2−= yz   ya que n = 3  
    
Dejamos la resoluciòn para el lector! 
 

 Rta : 
2

.1

1
2 xecx

y
++

=  

 
 
 
 



                                                      
Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden 

 
Una ecuaciòn diferencial lineal  de orden “n” tiene la forma: 
 
               ( ) ( ) )()(`)(``)(................)()( 012

1
1 xgyxayxayxayxayxa n

n
n

n =+++++ −
−  

 
� Los coeficientes )(xai con ni ≤≤0  son funciòn de “x” 

� )(ny significa 
n

n

dx

yd
 

� Si 0)( ≠xg  la ecuaciòn se denomina no Homogènea . 

� Si 0)( =xg  la ecuaciòn se denomina Homogènea  . 

� Si Rxai ∈)(  es decir, son constantes reales, la ecuaciòn se denomina ecuaciòn 
lineal con coeficiente constantes reales . 

 
Estudiaremos en particular las de segundo orden: 
 
               )(``` xgycybya =++    (no homogènea) 
 
               0``` =++ ycybya          (homogènea) 
 
Principio de Superposiciòn 
 
Si 1y , 2y  son soluciones de una ecuaciòn diferencial homogènea de segundo grado con 
coeficientes constantes entonces la combinaciòn lineal: 
 
                                                  2211 ycycy +=  
 
con 21,cc  constantes arbitrarias, tambièn es soluciòn de la ecuaciòn. 
 
P/  Como 1y  es soluciòn entonces ( ) ( ) ( ) 0``` 111 =++ ycybya      (1) 

     Como 2y  es soluciòn entonces ( ) ( ) ( ) 0``` 222 =++ ycybya    (2) 
 
Ahora si 2211 ycycy +=  es soluciòn de la ecuaciòn debemos ver que la satisface: 
 

( ) ( ) ( ) =+++++ 221122112211 ``` ycyccycycbycyca  

( ) ( ) ( ) ( ) =+++++ 221122112211 `````` yccyccycbycbycayca  

( ) ( )[ ]1111 ``` ycybyac ++ + ( ) ( )[ ] 00.0.``` 212222 =+=++ ccycybyac  
 

2211 ycycy +=∴  es soluciòn de la ecuaciòn dada. 
 
Propiedad 1 
 
Si 21, yy son soluciones de la ecuaciòn diferencial homogènea de segundo orden, 

0``` =++ ycybya  tal que ninguna de ellas es mùltiplo constante de la otra, entonces toda 

soluciòn se obtiene a partir de una combinaciòn lineal de ellas : 2211 ycycy += . 
A esta ùltima expresiòn se la llama soluciòn general  de la ecuaciòn dada. 



Observaciòn : De la propiedad anterior se deduce que 21, yy  son linealmente 
independientes . 
 
Propiedad 2 
 
Toda soluciòn de una ecuaciòn diferencial  lineal de segundo orden a coeficientes 
constantes reales es exponencial o se forma a partir de ella. 
 
Sea 0``` =++ ycybya    (1) . Veamos que mxey =  es soluciòn de la ecuaciòn dada con 
algunas restricciones para “m”. 
 
Consideramos mxemy =̀   (2)    y      mxemy 2` =̀    (3) 
 
Reemplazando (2) y (3) en (1) : 
 

( ) 00 22 =++⇒=++ cmbmaeecembema mxmxmxmx  pero 0≠mxe  entonces  

m  serà tal que 02 =++ cmbma  
A esta ùltima ecuaciòn se la denomina ecuaciòn auxiliar o caracterìstica  y a partir de ella 
se plantearàn distintos casos que tienen que ver con la naturaleza de sus raìces. La 
naturaleza de las mismas permitiràn caracterizar las distitnas soluciones generales para la 
ecuaciòn diferencial dada. 
 
Caso I     Dos raìces reales distintas 1m  y 2m  
 
Sean xmecy 1

1=  e  xmecy 2
2= son L.I. por lo tanto xmxm ececy 21

21 +=  es soluciòn general de 
la ecuaciòn diferencial. 
 

Caso II    Raìces dobles   1m = 2m  
 
Solo se obtiene xmey 1= como soluciòn, pero mxexuy )(=  tambièn serà soluciòn para  

xxu =)( : 

Se deja al lector el reemplazo por y = mxex. en la ecuación original, luego del reemplazo y de 
operar se llega a la siguiente expresión: 
 

( ) 02)( 11
11

2
1 =++++ xmxm ebamcbmamxe  

 
Si el primer paréntesis es 0:  

00 22 =






 ++⇒=++
a

c
m

a

b
macbmam  y  consideramos que  1m  es raìz doble:  

( ) 0. 2
1 =− mma  

 
Vinculando las dos expresiones anteriores se deduce que 02 1 =+ amb (que es el segundo 
paréntesis) 
 
∴ y = xmxm excec 11 .21 + es soluciòn general. 
 
 



 
Caso III         Raìces complejas conjugadas 

 
Si m1y m 2  son complejos conjugados ( )042 <− acb , en tal caso: 

 im βα +=1    y    im βα −=2  con  R∈βα , . La soluciòn serà como en el caso (I) 
   
                              y = ( ) xixi ecec βαβα −+ + 2

)(
1   (1) 

 
Tratemos de expresar (1) en forma màs simple, para ello primeramente recordamos la 
fòrmula de Euler: θθθ seniei += cos . 
 

 
( )

( ) ( )( )( ) )1()cos(cos 21

2121

xisenxcxisenxce

ececeeeceecy
x

xixixixix

ββββα

ββαβαβα

−+−++=

=+=+= −−

 

 
Ahora ( )xx ββ cos)cos( =−  y  ( ) )( xsenxsen ββ −=− reemplazando por estas identidades en 
(1) tenemos: 
 

( )( )xsenixcxsenixcey x ββββα −++= cos)(cos 21  

( ) ( )( )xsenicicxccey x ββα
2121 cos −++=    (2) 

 
Pero 21 ccA +=     y   B= icic 21 −    (B es una cte real), reemplazando en (2) queda: 
 
                           )cos( xsenBxAey x ββα +=  soluciòn general 
 
Resolver estos ejemplos: 
 
1) 03`5``2 =−− yyy       2) 025`10`` =+− yyy         3) 0``` =++ yyy          4) 0`` 2 =+ yky  
 
Si queremos resolver problemas con valores iniciales deberemos tener dos condiciones 

00 )( yxy =       y       00 `)`( yxy =  para deducir las constantes reales A y B. 

 
Resolver el siguiente ejemplo:  
 

013`4`` =+− yyy         1)0( −=y       y       2)0`( −=y  
 
Ecuaciones Diferenciales no Homogèneas de 2do. Orden 
 
Se trata de encontrar una soluciòn general de la ecuación de la forma a y``+b y`+ c y =g(x) 
donde: 

 
1) a,b,c son constantes reales 
2) g(x) es constinua (no nula) 
 

 
Cualquier funciòn py que satisface la ecuaciòn dada y no depende de las constantes se 

denomina Soluciòn particular  
 
 



 
Teorema:       Sea la ecuación diferencial ordinaria no homogènea de 2do. orden  
                                         a y``+ b y` + c y = g(x).  

Si py  es soluciòn particular  y  2211 ycycyc += es soluciòn general de la ecuación 

homogènea  a y``+ b y`+ c y = 0  entonces  pyycycy ++= 2211  es soluciòn general de la 

ecuación dada. 
 

� El problema de resolver a y`` + b y`+ c y = g(x)  consistirà  en : 
 

1) encontrar 2211 ycycyc +=  soluciòn general de la homogènea ( a y`` + b y` + c y = 0) 

a la que denominamos funciòn complementaria. 
2) Encontrar py , soluciòn particular 

3) pc yyy +=  

 
Una de las formas de obtener py  es la denominada Variación de Paràmetros   

 
A) Expresamos la ecuación diferencial (dividiendo por  “a”) de esta forma: 
 
                             )()(`)(`` xfyxQyxPy =++  

B) Sean 21 , yy  soluciones linealmente independientes de la ecuación homogènea asociada: 
 
                             0)(`)(`` =++ yxQyxPy  

C) Determinamos si existen, 21 ,uu  tal que )()()()( 2211 xyxuxyxuyp += sea soluciòn 

particular de la ecuación diferencial. 
En tal caso : 

                    
( )

2211

221122221111

```

)1(0```````

yuyuy

yuyuisyuyuyuyuy

p

p

+=

=++++=
 

 
 Ahora :      22221111 `````````` yuyuyuyuy p +++=  

reemplazando en la ecuaciòn diferencial :  )()(`)(`` xfyxQyxPy ppp =++  

resulta :         )(```` 2211 xfuyuy =+      (2) 
 
de (1) y (2) obtenemos un sistema de ecuaciones lineales cuyas incògnitas son: 21 `,` uu . 
Resolveremos este sistema por el mètodo de Kràmer, a saber:  
 

21

21

2

2

1

``

`)(

0

`

yy

yy

yxf

y

u =                                

21

21

1

1

2

``

)(`

0

`

yy

yy

xfy

y

u =          

 
 
de donde por integración con respecto a “x”, obtenemos 1u  y  2u  (podemos omitir la 
constante de integración), luego: 
 
                              22112211 ycycyuyuy +++=  



 
Nota: 

 1) Al determinante de orden 2,  W = 
21

21

`` yy

yy
 se lo llama Wronskiano ,en honor al 

matemàtico Wronski 
 
2) si W 0≠  entonces 21 yey  son funciones linealmente independientes  y desde el punto 
de vista de la resoluciòn del sistema de ecuaciones anterior, diremos que tiene ùnica 
soluciòn , como esperàbamos. 
 
 
 La resoluciòn de los ejemplos quedan a cargo del le ctor ! 
 
Ejemplos 
 
1) y``+ y = x  (caso de dos raìces complejas conjugadas) 
 soluciòn general : xxsencxcy ++= 21 cos  
 
2) y``+ y` - 6y = 2 xe5 (caso de dos raìces reales distintas) 

Soluciòn general: xxx eececy 52
2

3
1 12

1++= −  

3) y``- 2y`+ y = 3 xe (caso de raìces dobles) 

Soluciòn general: : xxx exexcecy 2
21 2

3++=   

 
ANEXO 
 
Ecuación Diferencial de una familia de Curvas 
 
El problema consiste en: 
Dada una familia de curvas, obtener la ecuación diferencial que la tiene como soluciòn 
general. Lo mostraremos mediante ejemplos. 
 
Ejemplos 
 
1) Sea el haz de paràbolas con vértice en el origen y eje de simetría el eje de ordenadas. 
Su ecuación es 2.xay =  (1) 
Si derivamos miembro a miembro con respecto a “x” la expresión (1) : y`=2ax   (2) 
Nuestro objetivo serà poder eliminar la constante “a” de lo constrario (1) serà soluciòn de (2) 
si a la constante “a” se le da el mismo valor. 

De (2) despejamos:  
2x

y
a =  con x 0≠  y lo sustituìmos en (1). 

Por lo tanto nos queda: 
x

y
y

2=̀  que es la ecuación diferencial que admite como soluciòn a 

esa familia de paràbolas. Verficarlo! 
 
Nota: Si seguimos derivando podemos encontrar una ecuación de orden superior al primero 
que admite la soluciòn propuesta, pero no serà su soluciòn general, pues tiene una sola 
constante. 



Por lo tanto el orden de la ecuación diferencial obtenida dependerà de la cantidad de 
constantes tiene la soluciòn general. 
 
2) Sea xcxcy 2

2
1 +=  una familia de paràbolas. Hallar la ecuación diferencial que la tenga 

como soluciòn general. 
Como tiene dos constantes la E.D.O serà de segundo orden. 
 

212` cxcy +=   (1)  

11 ``
2

1
2`` cycy =⇒=  (2). Luego reemplazando (2) en (1): 2``` cxyy +=   (3). 

Si despejamos de (3) la constante: 2``` cxyy =− . 

Por ùltimo,  sustituìmos en la familia dada por (2) y (3):     02`2``2 =+− yxyyx , obteniendo la 
ecuación diferencial de la familia de paràbolas. Verificarlo!  
 
 Encontrar la ecuación diferencial de la familia : 
 
3) de hipèrbolas kyx =− 22  (utilizar derivación implìcita) 

4)  xBxsenAy cos+=  
  
Trayectorias Ortogonales 
 
Definiciones 
 
1) Dos curvas son ortogonales en un punto que pertenece a ambas si y solo si las rectas 
tangentes a cada una de las curvas en el punto son perpendiculares. 

 

2) Si dos familias de curvas de un mismo plano son tales que cada una de ellas es ortogonal 
a la otra familia, los dos haces son trayectorias mutuamente ortogonales 
 
Còmo encontrar las trayectorias ortogonales a una familia de curvas dada. 
 
El problema de encontrar las trayectorias ortogonales a una familia de curvas se resuelve 
como aplicación directa de ecuaciones diferenciales de primer orden, mas concretamente se 
procede asì: 
 
a) dada una familia de curvas planas F(x,y,c) = 0, con f una funciòn derivable con y = f(x), 
buscamos la ecuación diferencial de primer orden H (x,y,y`) = 0 con y` 0≠  asociada a la 
familia. 
 



b) Establecemos la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales H 0
'

1
,, =








−

y
yx  

c) Resolvemos la ecuación planteada en (b) y la soluciòn general de ella serà la familia de 
trayectorias ortogonales a la familia planteada inicialmente. 
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