Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Conceptos fundamentales

= Se llama ecuacion diferencial a una ecuacion que vincula la variable “x”, la funcion

incognita “y” y sus derivadas sucesivas y', y™, v ..., y™, es decir, es una
ecuacion de la forma:

F(OGY, YL, Y, y™) =0

= Silafuncion incognita y =y (x) depende de una sola variable independiente X, la
ecuacion diferencial se llama Ordinaria.

Ejemplos
1) 3_y+xy:0 2) Y +y+X = COSX 3) (X* +y?)dx+(x+y)dy=0
X

= Determina el orden de una ecuacion diferencial, la derivada de mayor orden que
aparece en dicha ecuacion.

Ejemplos

a) y+xy=e* (primer orden)
b) y +p(x).y =0 (segundo orden) y observar que p(x) es dato.
c) y? —xy"=x*® (noveno orden)

= Se llama solucion de una ecuacion diferencial ordinaria de orden “n” a una funcion y
= f(x) definida en un intervalo real (a,b) junto con sus derivadas sucesivas hasta el
orden n inclusive, tal que al sustituir y = f(X) en la ecuacion diferencial la convierte en
una identidad con respecto a “x” en dicho intervalo.

Ejemplo
Sea y +y=0
Las funciones y, =senx ; y,=Acosx ; y;=cosx ; Yy,=Bcosx

Y. = Asenx+ B cosx en todos los casos A BLR , son soluciones de la ecuacion
anterior. Se deja para el lector verificarlas .

Ecuaciones Diferenciales de Primer orden

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden tendra como forma general
F(xy,y)=0
Si de ésta, es posible despejar la y" donde resulta y = f(x,y), entonces representa una

ecuacion diferencial de primer orden resuelta con respecto a su primera derivada y en tal
caso es valido el siguiente teorema que solo enunciaremos y aplicaremos:



Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones de E.D.O o de Cauchy

Dada una ecuacion diferencial ordinaria y = f(x,y) donde la funcion f(x,y) esta definida en
un recinto D del plano (xy) que contiene al punto M ,= (X,, Y,) -

Si se cumple que:
Variable dependiente (y) a) f(x,y) es una funcion continua de dos variables
x ey enelrecinto D.

. , . of
b) f admite derivada parcial FW (%, y)
y
Funcion continua con respecto a x ey en D.
/—\ “~._ - Entonces:
{ Existe una y solo una solucion y =g(x)
de la ecuacion dada, que satisface la condicion
Yo = 9(X)
Yariable independiente

= El significado geometrico del teorema es que existe una unica funcion solucion y =
g(x) que pase por el punto M ;= (X, Y,) -

= Del teorema se deduce que la ecuacion diferencial tiene infinitas soluciones
diferentes para (X;,V,), (xz, Y, ) ....... etc. si pertenecen a D.

» Lacondicion y, = g(X,) se denomina condicion inicial.

= El teorema expresa condiciones suficientes para la existencia de solucion unica de
ecuaciones y = f(x,y) que satisfacen la condicion inicial y, = g(X,) .pero estas
condiciones no son necesarias

Ejemplo 1

. _1 -
Sea yy’ =1 = y= —, - Ahora si aplicamos el teorema precedente resulta:

f(x,y)= % y f,(xy)= —33 ambas funciones no son continuas en R? por lo tanto D

= {(x, YYOR?/y# O}D R? (es todo el plano (xy) sin el eje x) o sea, que en un punto de la
forma (X,,0) no se puede garantizar la existencia y unicidad de una solucion, sin embargo

y =3/3.(x—c) es solucion de la ecuacion anterior y por el punto (X,,0) pasa una unica

solucion que esy =3/3.(X —X,)

Conclusion: Este es el caso en el que no se cumple el teorema en puntos(X,,0) y sin
embargo hay una unica solucion.



Ejemplo 2

2

N 27 3.}
Sea (y) =5 v* =y=2y

Ahora aplicando el teorema de existencia y unicidad resulta:
2

f(xy)= g y3 continua en R?

1
f*,(x,y) =y continua en R? ~{(xy)/y=0}
Por lo tanto no se puede implicar existencia y unicidad de solucion en puntos que estan
sobre el eje x, 0 sea, de la forma (x0 ,O).
(X B Xo)3

(x=c)’
8 8

pasa por (XO ,O). Ademas y = 0 es otra solucion de la ecuacion dada que también pasa por
dicho punto.

Sin embargo y = es solucion de la ecuacion anteriory ademas y =

Conclusion : Este es el caso en el que tampoco se cumple el teorema y hay mas de una
solucion posible que pase por (XO ,O).

Ejemplo 3
Sea y=xy+e”’
Sabemos que f(Xx,y)=xy-e” vy g—f(x, y) = x—e™ son continua en R?.
y

Conclusion : Por lo tanto D(XO, yO)D R? existe solucion tnica Yy =g(X) / Y, = 9(X,)

= Se llama solucion general de la ecuacion diferencial ordinaria y = f(x,y) a una
funcion y = g (x,c) que depende de una constante arbitraria “c” y que cumple las
condiciones:

a) satisface la ecuacion diferencial
b) cualquiera sea la condicion inicial y, = g(X,) siempre se puede asignar un valor

c, ala constante “c” tal, que la funcion y = g(x,c,) satisfaga la condicion inicial.

(Tener presente que (X,,Y,) cumple las condiciones de existencia y unicidad de
soluciones)

= Se llama solucion particular  de la ecuacion diferencial ordinaria y'= f(x,y), a la que
se obtiene de la solucion general, asignando un valor determinado a la constante
arbitraria “c”.
= Durante la busqueda de la solucion general de una ecuacion diferencial ordinaria,
llegamos a menudo a expresiones que responden a la forma
H (x,y,c) = 0 no resuelta respecto de “y".
Al resolverla respecto de “y” obtenemos la solucion general,sin embargo no
siempre es posible hacerlo mediante funciones elementales, en tales casos,
la solucion general queda en forma implicita y se la denomina integral general
de la E.D.O.



Desde el punto de vista geomeétrico la integral general representa una familia de
curvas en el plano (xy) dependientes de una constante o parametro arbitrario “c”.
A dichas curvas se las denominan curvas integrales de la ecuacion dada y cada
Integral particular representa una de estas curvas.

= Una solucion de una E.D.O. que no sea general (no contiene las constantes),ni
particular (no se obtiene de la general para algun c,) se la denomina solucion

singular

Nuestro objetivo sera ahora, plantear una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y
encontrar un método de resolucion para obtener los distintos tipos de soluciones que
definimos anteriormente.

Para ello comenzaremos con el primer método, el mas sencillo.

Ecuaciones Diferenciales de primer orden separables

Es una ecuacion de primer orden F (X, Yy, y") =0 que puede expresarse en la forma:

h(y).y’=9(x) obien h(y) dy=g(x) dx
La solucion sera cualquier funcion diferenciable definida implicita o explicitamente ,
que cuando se la sustituye en la E.D.O la reduce a la identidad.

P/ Sea pues, y = f(X) una solucion de h(y).y =g(x)

resultara h(f (x)). f(xX) = g(x) (1), luego integrando miembro a miembro la expresion (1)
nos queda: Ih(f (X)). f(x)dx =I g(x)dx y por medio de la sustitucion y = f (X)
concluimos que J.h(y) dy= J- g(x) dx donde nos dara una relacion entre x e y que satisface
la E.D.O.

Ejemplos
1) +x)dy—-ydx=0 = dy_ ¥y
dx 1+x
Porlotanto f(x,y)= % y L%y 2% son continuas en R? —{(x, y) /I x ::I}

region en la que se puede asegurar la existencia y unicidad de soluciones.

Resolvemos la ecuacion separando variables:
X . : : .
1L+ x)dy=ydx = dy = 1dT con Yy # 0 .Si ahora integramos miembro a miembro
y X

queda: jldy = jidx = In|y|=In[x+1+c (como “c” es una constante arbitraria,
y x+1

conviene llamar ¢ = Ink, ya que la funcion logaritmo tiene como imagen a todos los reales y
luego logramos eliminar de la expresion los logaritmos).

Por lo tanto: In|y| = Injx+1+Ink = In|y|zln(k.|x+]j) — |y|:eln(k-\x+ﬂ)

= [y =k(x+1).
Los modulos se pueden quitar en ambos miembros ya que la constante “k” absorbe las
distintas combinaciones de signos, entonces la solucion general sera: y =k(x+1)

Concluimos diciendo que la solucion general es una familia de rectas.



¢, Que podemos decir de y = 0 ? ¢ Es solucion de la ecuacion anterior ?. Con solo verficarlo
nos daremos cuenta que si. La otra pregunta que cabe hacernos es:y =0

¢ Es solucion singular de la E.D.O. planteada?.

No es solucion singular, ya que si en la solucion general y = k.(x+1) le asignamos el valor k =
0, obtendremos la recta en cuestion.

Recordar que para ser solucion singular, la misma no se debe poder determinar de la
solucion general.

Por otro lado, tener presente que las ecuaciones diferenciales ordinarias que se resuelven
por variables separables, pueden generar soluciones singulares , siendo estas las
restricciones que uno debe imponer al pasar de miembro las expresiones que contienen a la
variable “y” de la ecuacion.

X :
2) Sea ﬂ = —— .Encontrar la solucion que cumpla con y(0) = 1

dx y
dy= -xd dy =~ xd Y X 24 x2 =k
yy—xx:jyy—jxx:7?—c:>y X =

(donde k = 2¢)
La solucion general es una familia de circunferencias con centro en (0,0) y radio variable y
esta expresada como integral general de la E.D.O.
Aplicamos la condicion inicial y(0) =1 y sabemos que por alli hay una unica solucion porque
lo indica el teorema de existencia y unicidad.Comprobarlo!

Por lo tanto k = 1. Entonces escribimos y? + x*> =1 y la solucion expresada en forma

explicita queda g:(-11) - R/g(x) =v1-x? .

Aclaracion : se toma el intervalo (-1,1) en lugar del intervalo [— 1,1] gue es el dominio de g,

porgue en este caso la funcion es solucion de una E.D.O. y debe ser diferenciable en todo
punto del intervalo.En los extremos del mismo se pierde esta propiedad de la solucion.

Ademas consideramos esta curva y no la otra (— \/_) porque es la rama de la circunferencia
gue incluye a la condicion inicial.

Concluimos la exposicion teorica de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
por variables separables con esta propiedad:

* Una ecuacion de la forma M, (X).N,(y) dx+ M, (X).N,(y)dy =0 es separable en un
cierto dominio donde N,(y) y M,(X) no se anulan, si se puede resolver separando las

My 09 o, Na(y)

M, Ny(Y)

variables mediante la expresion dy=0.

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Totales Exactas

Nota de Repaso

a) Sea f (X, y)un campo escalar, diremos que f es diferenciable en x =(X,,Y,) si existe

un vector a = (a,,a,) y una funcion g(H) donde ‘Li‘mog(H) =0 tal que:

f(x+H)-f(x)=a.H+H.G(H)



= Elvector a=0f(X) = (ﬂ,ﬂj(i) se denomina gradiente de f
ox oy

= La funcion lineal del incremento df (X) =g—f()_().dx+g—f()_().dy se denomina diferencial
X y

total de f en X

b) Una expresion diferencial de la forma P(x, y) dx+ Q(x, y)dy se dice exacta si existe una
funcion f diferenciable tal que df (X, y) = P(x, y)dx+ Q(X, y)dy. A dicha funcion f se la
denomina funcion potencial de la forma diferencial.

Enunciaremos un teorema que permitira decidir mas adelante si una E.D.O. es diferencial
total exacta o no. A este teorema también se lo denomina Condicidon de Exactitud

Teorema

Sean P,Q clase C'(D)donde D es una region rectangular del plano (xy), entonces

P(X,y)dx+ Q(x, y)dy es diferencial exacta si y solo si Z_P(X' y) = %—Q(x, y) vy lafuncion f
y X
of _ of _
talque — (X, YY) =P(X,y) y —(Xy) =Q(XY) resulta ser:
0X oy

X y

f(x,y)= jP(x, Yo)dx+ '[Q(x, y)dy con (X,, Y,) un punto fijo de la region D.
Xo Yo

Muchas veces es operativo obtener esta funcion por otro procedimiento que expondremos a

continuacion:

Ejemplo

Sea 2xydx+ (x* —1) dy.Queremos ver si es diferencial exacta y luego, si es posible obtener
la funcion f .

Sabemos que P(x,y)= 2Xy y que Q(x,y) = x> —1, ahora probaremos la condicion de

0Q

exactitud que indica el teorema anterior: Z—P (X,y)=2x= o (X, ¥) . Como se cumple
y X

diremos que la expresion es diferencial exacta y existe una funcion f , que es potencial de
dicha forma, a saber:

foxy)=2xy y f(xy)= x? —1 .Considerando por ejemplo la primera expresion,

f (X, y) = 2xy e integrando con respecto a “x” y sumando una constante que dependa de
“y* tenemos f (X,y) =x*y+a(y). Luego a esta Ultima expresion la derivamos con respecto
aty: fL(xy)=x*+a’(y) y ademas f (x,y)=x* -1,

igualando ambas expresiones, x° +a’(y) = x*> -1 se obtiene que a(y) = —1. Integramos

esta ultima expresion con respecto a su unica variable, “y” , para luego reemplazar lo
obtenido en la formula de f(x,y) asaber: a(y)=-y+c.

Por lo tanto f (X,y) =x’y -y +cC (aveces se puede prescindir de la cte. “c”).



Ecuaciones Diferenciales Exactas

La ecuacion diferencial de primer orden P(X, y) dx+ Q(X, y) dy = O se dice exacta, si el primer

miembro de la igualdad es una forma diferencial exacta.
En tal caso, si f (X, y) es la funcion potencial de la forma diferencial exacta y esta forma se

expresa df (X, y) = 0,una familia de soluciones de la ecuacion diferencial sera f(x,y) =k

Considerando el ejemplo anterior podemos decir que 2xydx+ (x* —1)dy= 0 es una E.D.O.

total exacta y teniendo en cuenta el procedimiento anterior concluimos que X’y -y =K es la

solucion general.
Otras ecuaciones diferenciales exactas:

a) (2y? - 2y)dx+ (2xy-x)dy=0
b) (cosx.senx - xyz) dx+(y—x’y)dy=0 Resolverlas!

Ecuaciones diferenciales de primer orden Homogéneas

Funciones Homogéneas

Se dice que f (X, y) es una funcion homogénea de grado n real cualquiera en un recinto D
del plano (xy), si A >0 se cumple que: f (Ax,Ay) = A".f(X,y).

Ejemplos

a) f(x,y)=x- 3.\/x—y + 5y es homogénea de grado 1 ya que:

f (Ax, Ay) = A.x =34/ A°Xy + 5.y
= )l.(x—3. xy+5y): AT (XY)

b) f(x,y) =4 x> +y® es homogénea de grado n = 3/2. Comprobarlo!

c) f(x,y)=x?+y®+1 no es homogénea. La suma de constantes destruye la
homogeneidad, salvo que sea homogénea de grado O.

x”“y’s"‘tg(ij si (x,y) % (00)
X

0 si (x,y) = (00)

d) f(x,y)= es homogénea de grado n = -1

e) f(xy)= ZL + 4 es homogeénea de grado 0. Comprobarlo!



Observacion: Toda funcion homogenea de grado “n” se puede escribir:

F(xy) = X" f[l,ij y ey =y (5 ,1J
X y
Ejemplo

f (X, y) = x* +3xy+ y* es homogénea de grado n = 2, por lo tanto se puede escribir:

f(xy)=x2 1+3(1j+(1j =2 f(ﬁj
X X X

s3] o
y y y

Esta observacion justifica en cierta forma la sustitucion que emplearemos para resolver
E.D.O homogéneas.

Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Si una ecuacion diferencial de primer orden F(X,y,y’) =0 expresada en la forma
P(X,y)dx+Q(x,y)dy =0 es tal que P y Q son homogéneas de igual grado se la denomina

homogénea.
Dicha expresion siempre se puede reducir a una ecuacion diferencial de variables
separables mediante una sustitucion algebraica.( Tener en cuenta la observacion anterior).

P/ Sea P(X,y)dx+Q(x,y)dy =0 con P,Q homogéneas de grado “n".

Con la sustitucion — =u de donde y =u.Xx y derivando miembro a miembro, teniendo en
X

cuenta que U =u(x) queda dy = udx+ xdu.

Ahora podemos reemplazar estas expresiones en la ecuacion diferencial propuesta con el
objetivo de reducirla a una ecuacion de variables separables:

P(x xu) dx+ Q(x xu) (udx+ xdu) =0, como Py Q son homogeneas de grado n, podemos
expresar esta igualdad X" P(Lu)dx+ x" Q(L,u) (udx+ xdu) =0 .Si dividimos miembro a
miembro por X" y distribuyendo el segundo término:

P(,u) dx+Q(1,u) udx+ xQ@,u)du=0= [P(Lu) +Q(, u) u]dx+ xQ (L u) du=0

Por lo tanto : 2( =- Q(Lu)du
X PLu)+QlLuju

es una E.D.O. de variables separables.

Observacion : Si es conveniente, tambien se puede utilizar la sustitucion — =v de donde
y

X =V.y considerando que V = V(X)



Ejemplo

(X* + y?)dx+(x* —xy)dy=0
P,Q son ambos homogéneas de grado 2 y haciendo la sustitcion y = u.x tenemos:
(%2 +ux?)dx+(x? - ux?)(udx+ xdu) =0

x? @+ u)dx+x*(1-u)du=0

]'__udu+2(:o
1+u X

Efectuando la division en el primer termino y separando las variables con el objetivo de
integrar miembro a miembro tenemos:

[—1+—2 jdu+%:0
1+u X

—u+2In1+u/+In[{ +In/d =0

Ahora sustituyendo nuevamente u = =y aplicando propiedades de logaritmo, obtenemos la
X

solucion general:

—X+2In

X

1+Y

X+mM+mM:o

c(x+Yy)? = xe¥”

Clasificacion de Ecuaciones Diferenciales por Linealidad

Una ecuacion diferencial es lineal si tiene la forma:
d ny d n—ly
dx" dx"*

a, (x) +a,_,(x) F o + al(x)%+a0(x)y= g(x)

y ademas reune las siguientes caracteristicas:

a) la variable dependiente “y” y todas sus derivadas son de primer grado.
b) cada coeficiente solo depende de la variable independiente “X”.

En caso contrario la ecuacion diferencial se dice no lineal .

Ecuaciones Diferenciales Lineales de primer orden

Si una ecuacion diferencial es lineal de primer orden sera de la forma:

a0 +a,(0y=g() o &y +a(y=g

Dividiendo por @&, (X) miembro a miembro con a,(x) #0 UxUI , obtenemos:



ﬂ'+P(x)y:f(x) con P(x):m y f(x):M_
o a,(X) a, (%)

Buscaremos una solucion en un intervalo | donde Py f resulten continuas.

P/ sea j—y+ P(X)y = f(x)
X

En forma diferencial queda dy + (P(x) y—f (x))dx =0 (1
Trataremos de encontrar una funcion u(x)/ u(x) #0 OxO|1 , continua y diferenciable que

denominaremos factor integrante ,de modo que el producto entre u(X) y la ecuacion (1) sea
0.

p()dy+ () (P y = £(x)dx=0 (2)
La ecuacion (2) es diferencial exacta por lo tanto se cumple:

ou() _ o[u(x) (P y - f (X))
dx oy

Es decir,

% = u(x) P(X) una E.D.O de variables separables
X

In|z(x)| = j P(x) dx

jmmm

O wux)=e ®3)

Notece que considerar una constante en esta integral es innecesario pues significaria
multiplicar toda la ecuacion por una constante.
Si ahora reemplamos (3) en (2) :

el % gy + el ¥ [P(x) y - £ ()] dx=0

of Pae "¥b(x) ydx = NESLY (x)dx distributiva y pasaje de término.

Si observamos el miembro izquierdo de la igualdad podemos deducir que se puede escribir

. d
como la derivada del producto entre ej P

d[ejp(x)dx.y} = ejp(x)dxf (x) dx

Integrando miembro a miembro con respecto a “x” :

ey

ej P(X)dx.y = jej P (X)dx+c

-[ P9

dx —| P(x)dx P(x) dx . ‘s
O y =ce +e J jej f (x)dx siendo la solucion general buscada.



Ejemplo

Dada xY'+4y = x*.e* Encontrar la solucion general por medio del factor integrante.

xy+4y=x’e" = y‘+4X:xeX con XZ0.
X

4 ,
De donde P(x)=— y f(X)=xe" continuas en (—00,0) 0 (O,+00).
X
(No es correcto escribir “continuas en R# 0” deben ser continuas en un Intervaloy R# 0 es

una union de intervalos, que no es un intervalo. Por lo tanto para solucionar la ecuacion se
pueden tomar uno de los dos casos,considerando al otro analogo).

Supongamos a P, f continuas en X[ (0,+)

4=
a) Encontramos el factor integrante : | : (0,+o) —» R/1(X) =e 5

4
Por lo tanto 1(x) =e*"" =" =|><I4 =x*

b) multiplicamos miembro a miembro la ecuacion transformada (en este caso) por el factor
integrante y observamos que el primer miembro debe ser la derivada del producto entre el
factor integrante y la variable “y”:

x*y+4ax’y=xe* = d[x“.y] = xe

¢) Ahora integramos miembro a miembro con respecto a “x” y despejamos “y”:
4., _ X 4., _ X X — v3pX -4 X -4

xy—j>edx:> X'y=xe"-e"+c = y=x"e'-x"e +cx".

Es decir la solucion general definida formalmente queda:

e e c
g :(O,+00) — R/g(X) :—3_—4+—4
X X X

Otro_metodo para obtener la solucion general de Ecuaciones Diferenciales Lineales de
primer orden

Sea la ecuacion j—y +P(x)y = f(X) (1) con las mismas condiciones anteriores sobre Py f .
X

Proponemos como solucion de la ecuacion anterior a la funcion y =u(x).\(X), nuestro

objetivo sera encontrar las funciones u y v adecuadas y de esta manera por medio de una
sustitucion obtendremos la solucion general deseada.

P/ Sea la funcion y = u(x).v(x) (2) y derivando m.a m. tenemos: dy = %v +Uu dv (3)

dx dx dx
Si reemplazamos por (2) y (3) en (1) :
%v+ uﬂ+ uvP(x) = f(x)
dx dx



%v+u($’+vP(x)j =f(x) (4)
dx

dx
: dv . " .
Elegimos v de manera que d_ + VvP(x) =0,es decir que sea solucion de la ecuacion
X

diferencial de variables separables:

dv

d d
d—;/+vP(x)=O = T=VP() = jv":—jp(x)dx = InM =] P(x)dx

-| P(xd , R o
= V=e Jromax (5) .(se quitaron las barras de modulo ya que la funcion siempre es

positiva y al igual que en el caso de la deduccion del factor integrante, no se coloca
constante en la integracion del exponente)

Una vez encontrada la funcion v la sustituimos en (4) y obtenemos la funcion u:

%e_jp(x)dxzf(x) = du=el "fgdx = [du=[el ™ (x
X

janm

= u:J'e f(X)dx+c (6)

Reemplazando (5) y (6) en la solucion propuesta (2), se logra la solucion general de la
ecuacion diferencial (1)

0 y:e_fp(x)dxj.ejp(x)dxf(x)dx+ cel PO

Ejemplo

Sea y+2xy=Xx donde Py f son continuas en R.

Proponemos la funcion y = u(x).v(x) y derivando m.a m. tenemos: % = %v u ?’
X dx X

Luego sustituimos en la ecuacion dada:

du dv du (dv j
—V+U—+2XUV=X = —V+U —+2XV|=X
dx dx dx dx

Voo = Iﬂz—zjxdx = vx)=e*.
v

Obtenemos V: —
dx

du _ 1
Ahora obtenemos U: ™ e =x = jdu =J- xe¥ = u= Eexz +cC
X

2
Por lo tanto la solucion general sera: g: R - R/ y 25 +ce .

Sugerencia : resolver el ejemplo del factor integrante por este ultimo metodo.



Observacion : Si se consideran P y f continuas en | y x, I entonces existe una sola
" d : .
solucion del problema d—y +P(x) y = f(X) sujeta a la condicion y(X,) = Y,.
X
En realidad, toda solucion general de la ecuacion diferencial lineal de primer orden dada en
l:
- d d - d
y=e J Xjejp(x) X1‘(x)dx+ ce J Romax

consta de la suma de dos soluciones: y =y, + Yy, donde:

—j P(X) dx
y, =ce

es la solucion complementaria y solucion general de la ecuacion homogeénea
d

JPxy=0

dx

Y = e_I P(X)dx.[ej PO (X) dx es la solucion particular deSl—y +P(X)y = f(X).
X

Mas adelante veremos que esta es una propiedad de la ecuaciones lineales.

Ecuacion de Bernoulli

%/ +P(X)y=Q(X) y" con n>1, de lo contrario seria una E.D.O. lineal de primer orden.
X

Si dicha ecuacion la dividimos miembro a miembro por y" queda:

g—yy'“ POV =QM) ()
X

Sillamamos z=y"™" y la derivamos miembro a miembro: dz= (L-n)y™"y’. Sustituyendo

ambas expresiones en la ecuacion (1), obtenemos una ecuacion lineal de primer orden:

1 dz _
1-ndx +P(x) z=Q(x)

Ejemplo

-2

y+xy=x’y®  Consideramos la sustitucion z=y™” yaquen=3

Dejamos la resolucion para el lector!

1

2
VX% +1+ ce*

Rta:y=




Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden

Una ecuacion diferencial lineal de orden “n” tiene la forma:
a,(0) Y™ +a,, )y +, +a,(X) y "+, (X) Y+ a,(X) y = g(X)

» Los coeficientes a,(X) con 0<i < n son funcion de “x”

P
=y significa —ny
dx
* Si g(x) #0 la ecuacion se denomina no Homogénea .
* Si g(x) =0 la ecuacion se denomina Homogenea .
* Si g (X)UR es decir, son constantes reales, la ecuacion se denomina ecuacion

lineal con coeficiente constantes reales
Estudiaremos en patrticular las de segundo orden:
ay +by+cy=9g(x) (nohomogénea)

ay +by+cy=0 (homogeénea)

Principio de Superposicion

Si y;, Y, son soluciones de una ecuacion diferencial homogenea de segundo grado con
coeficientes constantes entonces la combinacion lineal:

Y=y +Gy,
con C;,C, constantes arbitrarias, tambien es solucion de la ecuacion.

P/ Como Y, es solucion entonces a(y,) +b(y,)+c(y,)=0 (1)
Como y, es solucion entonces a(y,) +b(y,)+c(y,)=0 (2)

Ahorasi y=c,;y, +C, Y, es solucion de la ecuacion debemos ver que la satisface:

alc,y, +c,v,) +b(c,y, +¢, v, ) +ele, v, +¢, ¥,) =
ac, (yl)“+ac2 (yz )\\+ bcl(yl)\+ bc, (yz )\+ CC y, tcc,y, =
c.[a(y,) +b(y,)+cy.] +c,[aly,) +b(y,)+cy,] =¢,0+¢c,0=0

U y=c,y, +c, Y, es solucion de la ecuacion dada.

Propiedad 1

Si y,, Y, son soluciones de la ecuacion diferencial homogénea de segundo orden,
ay +by+cy =0 tal que ninguna de ellas es muiltiplo constante de la otra, entonces toda

solucion se obtiene a partir de una combinacion lineal de ellas: y=c;y, +C, Y,.
A esta ultima expresion se la llama solucion general de la ecuacion dada.



Observacion : De la propiedad anterior se deduce que Y,, Yy, son linealmente
independientes .

Propiedad 2

Toda solucion de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden a coeficientes
constantes reales es exponencial o se forma a partir de ella.

Sea ay +by+cy=0 (1).Veamos que y=e™ es solucion de la ecuacion dada con
algunas restricciones para “m”.

Consideramos y=me™ (2) y y'=m’e™ (3)
Reemplazando (2) y (3) en (1) :

am’e™ +bme™+ce™=0 = emx(am2 +bm+ C) =0 pero €™ # 0 entonces

m seratal que am® +bm+c=0

A esta ultima ecuacion se la denomina ecuacion auxiliar o caracteristica y a partir de ella
se plantearan distintos casos que tienen que ver con la naturaleza de sus raices. La
naturaleza de las mismas permitiran caracterizar las distitnas soluciones generales para la
ecuacion diferencial dada.

Casol Dos raices reales distintas m, y m,

Sean y=ge™ e y=c,e™ son L.l porlotanto y=¢ge™ +c,e™ es solucion general de
la ecuacion diferencial.

Casoll Raices dobles m=m,

Solo se obtiene y =e™ como solucion, pero y = u(Xe™ también sera solucion para
u(x) = x:
Se deja al lector el reemplazo por y = xe™en la ecuacion original, luego del reemplazo y de

operar se llega a la siguiente expresion:
xe™ (am? +bm +c) + (2am +b)e™ =0

Si el primer paréntesis es 0:

b c . X
an’ +bm+c=0=a m’+—m+— |=0 y consideramos que m, es raiz doble:
a a

a(m-m)>=0

Vinculando las dos expresiones anteriores se deduce que b+ 2am = 0(que es el segundo
paréntesis)

0 y= ¢ge™ + ¢, xe™ es solucion general.



Caso lll Raices complejas conjugadas

Sim,y m, son complejos conjugados (b2 —4ac< O), en tal caso:
m=a+pi y m,=a-picon a,fUR. Lasolucion sera como en el caso ()

y = qe(a+iﬁ)x +c, e(a—iﬁ)x (1)

Tratemos de expresar (1) en forma mas simple, para ello primeramente recordamos la
formula de Euler: € = cosd + iserf.

y=ge"e’ + ceme =e”(ge + o=

= e™(c,(cospx +isenpx) + ¢, (cosE-3) +iser(- 5x))) O

Ahora cos(fx) = cos(,BX) y Ser(— ,85() = —ser(fx) reemplazando por estas identidades en
(1) tenemos:

y = e™(c,(cospx + isenBX) +c,(cospx — isenx))
y =e™((c, +¢c,)cospx +(c,i —c,i)sen) (2)
Pero A=c,+c, y B=cji—cC,i (B esuna cte real), reemplazando en (2) queda:

y = e™(Acospx + BsenBx) solucion general

Resolver estos ejemplos:

1) 2y™-5y-3y=0 2) y"-10y+25y=0  3) y +y+y=0 4) y'+k?y=0

Si queremos resolver problemas con valores iniciales deberemos tener dos condiciones
V(%) =Y, Y Y (X,) =Y, para deducir las constantes reales Ay B.

Resolver el siguiente ejemplo:

y -4y+13y =0 yO=-1 y y(@©0)=-2

Ecuaciones Diferenciales no Homogéneas de 2do. Orden

Se trata de encontrar una solucion general de la ecuacion de la formaay +b y'+ ¢y =g(x)
donde:

1) a,b,c son constantes reales
2) g(x) es constinua (no nula)

Cualquier funcion y, que satisface la ecuacion dada y no depende de las constantes se
denomina Solucion particular



Teorema: Sea la ecuacién diferencial ordinaria no homogénea de 2do. orden
ay +by +cy=g(x).
Si y, es solucion particular y 'y, = ¢y, +C,Y, es solucion general de la ecuacion

homogénea ay +by+cy=0 entonces y=cy, +C,Yy, +Y, es solucion general de la
ecuacion dada.

= El problemade resolveray” +by+cy=g(x) consistira en:

1) encontrar y, = CY, +C,Y, solucion general de la homogenea (ay +by +cy=0)
a la que denominamos funcion complementaria.
2) Encontrar y,, solucion particular

3) Y=Y Y,

Una de las formas de obtener y es la denominada Variacién de Parametros

A) Expresamos la ecuacion diferencial (dividiendo por “a”) de esta forma:

Yy +P(X) y+Q(x) y = f(X)
B) Sean Yy, , Y, soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogenea asociada:

y +P(X)y+Q(x)y =0
C) Determinamos si existen, U, ,U, tal que y, =U,(X)y;(X) +U,(X)Y,(X) sea solucion
particular de la ecuacion diferencial.

Ental caso:
y\p Su Y ULy UYL UL Y, (Sl u,y, +us,y, = O) @
Yo=Uy tu,y,

Ahora: Yy =ULY UYL HULY L HULY

reemplazando en la ecuacion diferencial : y +P(X)y ,+Q(X)y, = f(X)
resulta : y,u +tyL,uL,=f(xX)  (2)

de (1) y (2) obtenemos un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son: U, U,.
Resolveremos este sistema por el metodo de Kramer, a saber:

‘ 0 v, y, O
Ty T
Yy oy, ol Y,

Y. Y, Yi Yo

de donde por integracion con respecto a “x”, obtenemos u, y U, (podemos omitir la
constante de integracion), luego:

y=uy, tuy, + gy, +CY,



Nota:
Yi Y2

~ AN

1) Al determinante de orden 2, W = y
1 2

se lo llama Wronskiano ,en honor al

matematico Wronski

2) siW# 0 entonces Yy, ey, son funciones linealmente independientes y desde el punto

de vista de la resolucion del sistema de ecuaciones anterior, diremos que tiene Unica
solucion , como esperabamos.

La resolucion de los ejemplos quedan a cargo delle  ctor !

Ejemplos

1) y '+ y=x (caso de dos raices complejas conjugadas)
solucion general : y = C, COSX+C, SENX + X

2) y+y' - 6y = 2€*(caso de dos raices reales distintas)
- “ax x . L sx
Solucion general: y=¢ e +c, € +E65

3) y - 2y'+y = 3e*(caso de raices dobles)

| 3
Solucion general: : y =g e" +c, xe* +§ xe"

ANEXO

Ecuacion Diferencial de una familia de Curvas

El problema consiste en:
Dada una familia de curvas, obtener la ecuacién diferencial que la tiene como solucion
general. Lo mostraremos mediante ejemplos.

Eiemplos

1) Sea el haz de parabolas con vértice en el origen y eje de simetria el eje de ordenadas.
Su ecuacion es y = ax® (1)

Si derivamos miembro a miembro con respecto a “x” la expresion (1) : y'=2ax (2)

Nuestro objetivo sera poder eliminar la constante “a” de lo constrario (1) sera solucion de (2)
si a la constante “a” se le da el mismo valor.

y

De (2) despejamos: a=—= con x# 0 y lo sustituimos en (1).
X

Por lo tanto nos queda: y = Y que es la ecuacion diferencial que admite como solucion a
X

esa familia de parabolas. Verficarlo!

Nota: Si seguimos derivando podemos encontrar una ecuacion de orden superior al primero
gue admite la solucion propuesta, pero no sera su solucion general, pues tiene una sola
constante.



Por lo tanto el orden de la ecuacién diferencial obtenida dependera de la cantidad de
constantes tiene la solucion general.

2)Sea y= ClXZ + ¢, X una familia de parabolas. Hallar la ecuacion diferencial que la tenga

como solucion general.
Como tiene dos constantes la E.D.O sera de segundo orden.

y=2cx+c, (1)
y=2c, = %y“: C, (2). Luego reemplazando (2) en (1): y=Yy X+cC, (3).

Si despejamos de (3) la constante: y'—y X =¢C,.
Por Ultimo, sustituimos en la familia dada por (2) y (3):  x*y -2y + 2y =0, obteniendo la
ecuacion diferencial de la familia de parabolas. Verificarlo!

Encontrar la ecuacion diferencial de la familia :

3) de hipérbolas x* — y* =k (utilizar derivacién implicita)
4) y= Asenx+ Bcosx

Trayectorias Ortogonales

Definiciones

1) Dos curvas son ortogonales en un punto que pertenece a ambas si y solo si las rectas
tangentes a cada una de las curvas en el punto son perpendiculares.

Gix, v, e)=0

Hiz, y,c2)=0

FIGURA 3.8

2) Si dos familias de curvas de un mismo plano son tales que cada una de ellas es ortogonal
a la otra familia, los dos haces son trayectorias mutuamente ortogonales

Como encontrar las trayectorias ortogonales a una familia de curvas dada.

El problema de encontrar las trayectorias ortogonales a una familia de curvas se resuelve
como aplicacién directa de ecuaciones diferenciales de primer orden, mas concretamente se
procede asi:

a) dada una familia de curvas planas F(x,y,c) = 0, con f una funcion derivable con y = f(x),
buscamos la ecuacion diferencial de primer orden H (x,y,y’) =0 con y" # 0 asociada a la
familia.



L . : 1
b) Establecemos la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales H[x, y,——lj =0
y

¢) Resolvemos la ecuacion planteada en (b) y la solucion general de ella sera la familia de
trayectorias ortogonales a la familia planteada inicialmente.
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