FIUBA 28-2-14 Analisis Matematico II Integrador - Tema

Indicar claramente apellido y niimero de padrén en cada hoja que entregue. Todas las respuestas deben
estar debidamente justificadas. No se aceptaran calculos dispersos, poco claros o sin comentarios.

H EL EXAMEN SE APRUEBA CON 3 EJERCICIOS BIEN RESUELTOS H

1. Sea el campo escalar f (X, y,z) =3y? . Calcular el flujo d&/f  a través de la superficie frontera del
solido W = {(x, V,2)eR>:2°+y* <4;x>0;x+2< 8} Indicar en un grafico el sentido de
orientacidn utilizada para la normal a la superficie.

2. Sea F:®® ->R°IF,,, = (yz +k.xy, xz +3x? ,xy)

a) Hallar k de forma que F sea irrotacional.

b) Mostrar que la circulacién de F desde el punto (-3,2,0) hasta cualquier punto de la curva
C= {(x, y,2) eR’:2+3x=54;xy =3;x>0 }es igual a -6, para el valor de k hallado en el item
a).

3. Calcular -Uz

2 ds,
1+ 4x% +4y?
siendo Z la porcién de superficiez=x2 +y?conz<2;y2x;x20.
4. Sea el campo F(X,y) = (3X2 —In(x* +y?), y> +In(x* + yz)). Hallar la circulacién de F alo largo de
la frontera de la region D={(x,y)eER2 1X+y <10; x*+y?>4;x>0;y>0
indicando en un grafico el sentido de orientacidn utilizado.

5. Sea C la curva solucién del problema de valores iniciales y'= 2x-y ,y@=1.
X

a) Hallarla curvaC.
b) Encontrar el minimo absoluto de f(X,y)=(Xx— 2% +y? restringida a C.
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AMII - INTEGRADOR del 28-2-14 (resuelto)

1. Sea el campo escalar f(x,y,z) = 3y®. Calcular el flujo del Vf a través de la superficie
frontera del sélido W= {(x,y.z) e R® : z°+ y* < 4 ; x 2 0 ; x + z < 8}. Indicar en un
grdfico el sentido de orientacion utilizada para la normal a la superficie.

Analizo la forma de W (la interseccion de las superficies que lo envuelven):

z2 + y? = 4 - cilindro,radio 2 con eje = eje 'x’

x=0 -planoyz fa /
x+z=8 —>planox=8—z (ylibrey——nuo /
Dibujo la interseccidn de esas superficies: ﬁ;( '
4
z

h 3

x+z=8

Por los datos del enunciado conocemos los limtesde x: 0< x< 8-z
Sea IE(x,y,z) = Vf x,y,2) — (0 6y O)

Como piden calcular el flujo en un campo R*, voy a analizar si se cumplen las hipétesis necesarias
para utilizar el Teorema de Gauss:
Sea S la superficie frontera de W

v W es una regién compacta de R* cuya frontera S estd orientada hacia el exterior (ver normal
dibujada en el grdfico)
v F(X ) = (P(nyyz),Q(xvy’Z) , R(nyvz)), donde P, ., Quyn YRy €C *(R*) puesson polinomios

~FeC”(R®*) > FeCY®R®
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Se cumplen las hipétesis, por lo tanto:

ﬂf.dg = jjw div.lf.dvolzmw (0+6+0).dvol= 6mw dx.dy.dz=

Por la forma que tiene W conviene hacer un cambio de variables a cilindricas:

Proyeccidon de W
sobre el plano yz
y A Gy =X, r.s€N(t), 1.COS(L))

/\z 0<r<2,0<t<2r

> 0<x<8-z = 0<x<8-r.cos)
Jacobiano=r

Entonces:

cambio
varlable

= o[ Hm’s“’“'dxdrdt_ej [ r8-r.cos)dxdrdt=6[" [ (8r-r?.cos))drdt =

= (4r -— cos(t)j 7

27 1 27 1
dt =6 jo 8(2 —g.cos(t)j.dt = 48j0 23 cos() dt =192z

r=0

js F.ds=1927
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2. Sea F:R° »>R°/F —(yz+k.xy,xz+3x2,xy)

xy.2) =
a) Hallar k de forma que F sea irrotacional.

Fes irrotacioral = rotF=0=(0,0,0)
rotF=(Xx—X,y-y,z+6x—z—kx)=(0,0,0)= 6x—kx=0 > 6x=kx —
Ademds, dom(F )= R® - es un conjunto abierto y simplemente conexo

Y E. /3 3 = _
F.%° > %R%on F,,, =(P

por ser suma algebraica de polinomios'. F e C “(R°) —» FeC*®R°) V

Por lo tanto, F es un campo conservativo.

k=6

oy.2)r Quey.z) R(x,y,z))’ donde Py, ) Quy.0) ¥ Rocyry €C “(R)

b) Mostrar que la circulacién de F desde el punto (-3,2,0) hasta cualquier punto de la
curva C={(x,y,z) e R®* : z + 3x = 54 , xy = 8/9 , x > 0} es igual a -6, para el valor de k

hallado en el item a).

Tengo que hallar la circulacién de A = (-3,2,0) a B, donde B es cualquier punto de la curva C.

Para hallar B, voy a parametrizar la curva C:

Z+3x=54 —» z=54-3x

C: 8 0 8 —>C:E(t)=(t,§,54—3tj yteR,,
xy:5 X0 y:g— ot
X

Como F es un campo conservativo, entonces d@: R: S>R:F = V@ siendo ¢ la

funcién potencial de F .'.'[le.di = Ps) — Pa

Busco la funcién potencial:

F=(P,Q, R)=V(p=[% % %j:(yz+6.xy,xz+3x2 ,xy)

ox oy oz
2—¢ = yz+6.Xy —ERXRAN 0 = XYZ+3XPY + 5,
. Y, ,
iderivo conrespectoaY
% _ Xz +3x* (1) % _ XZ + 3x2 +a—0[5xz+3x2 _)8_0: =05, =By
oy oy %Y @

0z

iderivo con respecto a Z

op

0z >

Por lo tanto, la funcién potencial es:
Doy =XYZH3XCY+K ; (KeR)

a /
@ _ Xy (2) Pixyy = XYL+ 3X2y + ﬂ(z)

—=Xy+ ', 5xy—)ﬂ'(z)20—>ﬂ(z) =K ;KeR
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Como llamé B a un punto cualquiera que pertenece a la curva C, va a tener la forma
B:(t,§,54—3t) TteR,,
ot

Entonces, sea C* la curva que une a A=(-3,2,0) con cualquier punto de la curva C:

- 8 8
Jo.F =06 =0 =0 s . ~0s20 = (t.a.(54—3t)+ 3.t2.§J—(—3.2.0+3.(— 3)2.2)=
ot

=[§.(54—3t)+t§J—(54)=48—§t+§t—54=—6
9 3 3 3

Por lo tanto, para todas las curvas que unen a A=(-3,2,0) con C, que llamé C*:

LEdi:—G

de
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3. Calcular

2
I ds
Y 1+4x2%+4y?
Siendo X la porcion de superficie de z = x2 + y2 ,conz < 2 ;y 2 xx ; x 2 0.

Analizo la forma de }: i

. , - /
z=x*+y?> — paraboloic vértice en (0,0,0)

z<2 —el plano z=2 limita el crecimiento del paraboloie

\

y>X
—>0<x<y
x>0 .
Az ‘ x=0
)+
f’,
(..'(‘
i | +\\L! Proyeccién de ¥ sobre el
----- LT 5 plano xy y
o7 y
s 1
1
1
x
Parametrizo la superficie de X
4

S(x.y) = (X,y,xz +y2)
8"y = (1,0,2x)
&'y =(0,1,2y) SN=(2x,2y,-1)> IN|| = /4x2 + 4y2 + 1
Entonces:

ds
[IN]|.dx.dy =

2 2
as= ||
-Uz V1 +4x2 + 4y? D +/1+4x? + 4y?
2
ﬂ .\/1+4x2+4y2.dx.dy=2ff dx.dy
D /14 4x2 + 4y? D

cambio . V2
variable % V2 jac. %rz
~ )
= ZJ j r Jdr.dt = 2.[ —
T T 2
370 7

i

dt=2f;dt= (g—%)=g

0

2 _T
”Z J1+4x2 +4y? 5= 2
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4. Sea el campo F (xy)= ( 3x° - In(>3% + y*) , y* + In(>x* + y?) ).
Hallar la circulacion de F a lo largo de la frontera de la region
D={(x,y) eR® : x + y ¢« 10 ; X*+ y* 2 4 ; x 2 0 ; y 2 0} indicando en un gréfico el sentido
de orientacion utilizado.

Analizo la forma de D (a través de sus bordes): Y y=10-x
10
(x+y=10->recta y =10 —x
| X2 +y2 =4 > circunferencia radio 2
; b

centrada en el origen
| x>0; y>0- primer cuadrante D'
\ 2 x
Como piden calcular la circulacién de un campo R* > R? —é 10
analizo si se cumplen las hipdtesis necesarias para utilizar s 5
el Teorema de Green. X +y“ =4

v" D es una regién compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave (a trozos)
= . 2 2 = © 2
F.R">R%con F, = (P(va),Q(X’y) ) donde P, Y Q. €C “(R")

pues son sumas al gebraicas de funcioneselementals — F € C *(R?) > F e C {(R?)

v

Como se cumplen las hipétesis del T. Green puedo decir que:

§ Fdi={[ @Qy-P Jixdy

2y
P 2(x+y)

P(xyy)=3x2—ln(x2+y2)—>P'Y=— . .
(x2 + y?) o X+,

2x XU T (X y?)

Qup=Y + In(x2 + y2) —> Q' = (m)

{ Fdi=2f[ X’z‘i zzdx.dy

Por la forma que tiene D conviene trabajar la integral con coordenadas polares:
x = r.cos(t) con Oc<tem/2 Jacobiano=r
y = r.sen(t)

Para ver cémo varia r veo la forma de D y observo que va desde la circunferencia de radio 2 (o
sea, desde r=2) hasta la recta y=10-x.

Y esa recta, en coordenadas polares es : r.sen(t)=10-r.cos(t) > r.sen(t)+r.cos(+)=10 >

2 r(cos(t)+sen(1))=10 ; como cos(t)+sen(t)=0 ocurre en t= - /4 o en t= 3 w /4.. y como esos
valores de t NO pertenecen al intervalo a integrar entonces puedo afirmar que cos(t)+sen(t) #
0, por lo tanto : r(cos(t)+sen(t))=10 - r = 10 / (cos(t)+sen(t))

limites de r : p<r< 10
(cosf(t) + sen(t))
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Entonces:

cambio X+y
varlable - Jac
X2 +y?

_9 J‘ J‘cos(t)+sen(t) (cos(t) + sen(t))dr.dt = Zj cos(t) + sen(t))( cos (t) N sen(t)) zjd

ZI (10—2(cos(t) + sen(t))) dt——4J' cos(t)+sen(t)))dt—207ﬂ—8 107 -8

§ Fdl=107-8
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[ 2X_y
X

5. Sea C la curva solucién del problema de valores iniciales vy S Yoy =1

a) Hallar la curva C

Analizo la forma de D (a través de sus bordes):
_dy _2x-y

— xdy=(2x-—y).dx
dx X

Si la trabajo como la ecuacion (2x-y) dx + (-x).dy = O y la considero como Py + Qxy) = 0, se
puede resolver como una ECUACION DIFERENCIAL EXACTA, puesP'y=Q'x = -1

Busco su funcién potencial (que define a y implicitamente):

6§0 integro m.a.m. 2
Py = o 2X—y Pxyy =X = XY+ xy,
)
Quy =22 - x o 9P yta, —x—a',=0—a,.—=K(KewR)Por
-V = = = = A=
lo tanto, la funcién potencial es: ¢, ,, =x* —xy+K

x? + K

Entonces: x° —xy=-K es solucion— y =

Evaldo en las condiciones iniciales: yjy=1 =2 x=y=1
K

[l

2 2

1:1+K — K=0 = y:X+0:x - y=X
1 X

Por lo tanto: C:y=x

b) Encontrar el minimo absoluto de f(x,y) = (x-2)? + y® restringido a C.

Cy=x

Parametrizo la restriccién: gt(t) = (t,t); teR

Busco los puntos criticos de la funcion evaluada en la restriccion:
Seah: R > R; hey = famy D hay = feen = (122 + 12 = 12 -4 + 4+ 122 217~ 41 + 4 = hy
Busco los puntos criticos, derivando la funcién e igualdndola a O.
h'=4t-4=0 > 4t=4 > [t=1|>ay=PC = (1,1)
El dnico P.C. hallado es el (1,1).
Analizo la segunda derivada y evalio si es maximo o minimo:

h"#H=4>0 > Minimo relativo y absoluto.

Graficamente, se puede observar que f(x,y) = z =(x-2)° + y*

es un paraboloide con vértice en (2,0,0) y la restriccién es una M/
X

recta. O sea que la h(t) es una pardbola >

=Y

-)|f restringida a C encuentra su minimo absoluto en el punto (1,1) y toma valor de 2.

ii EXITOS PARA EL EXAMEN Il

"Si buscas resultados distintos, no hagas siempre lo mismo.” (Albert Einstein)

(si ven algin error, algo no estd muy claro o estd mal explicado, por favor escribanme un mail a sylvinab4@gmail.com asi lo corrijo)
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