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Parte 1
Analisis Complejo

1. Numeros Complejos

Los nimeros complejos se definen : C: {Z = (X,Y)/X e R, Y € R} ysondelaforma|Z =X +i.Y |,

de forma tal que :

Donde X = Re(Z) e Y = Im(Z) son la parte Real e Imaginaria de un complejo, respectivamente. 7 es la
Unidad Imaginaria que cumple 2 = —1.Debido a esto tiltimo C NO tiene operaciones de ORDEN.(Si
i>0=ii>0=i>>0= —1>0 Absurdo)

Un nimero ¢ € R es un Argumento de Z € C si
X = |Z|Cos(¢), Y = |Z|Sen(¢) = | Z = X +i.Y = |Z|(Cos(p) + i.Sen(¢)) ]
Entonces ¢ + 2K es un argumento de Z VK € Z y definimos :
| Arg(Z) = {p +2Kn/K € Z}|

C es un cuerpo NO ordenado, un espacio vectorial Complejo de Dimensiéon 1 y un espacio vectorial
Real isomorfo a R¥.

Podemos definir |Z] = VX2 +Y?2 > 0 y se cumple la igualdad +— Z = 0.

INZ| = |\||Z| YA e CVZ e C

1Z+W|<|Z|+|W|VZ W eC

d(Z,W) =|Z — W| Con la distancia puedo comparar, buscar diferencias, trazar entornos.

2. Definicion de puntos
= Disco abierto de centro Zy y radio v > 0: Dz, ) = {Zo € C/|Z — Zo| < r}.
= Un Entorno de un punto Zy € C es un conjunto U/3r > 0/D(z, y C U.
= Dado un conjunto de A € C = Z; es interior si A es un entorno de Zy o si 3r > 0/Dz, ) C A.
= Si todo punto es interior = A es un Conjunto Abierto.
» Zy es un Punto Exterior de A si es interior a c4 = C — A = A, (A es el complemento de A).
= Zy es un Punto Aislado de Asi Zg € A,3r > 0/Dz, ) N A= {Zp}.
= Zp es Adherente a A <> Vr > 0,Dz, N A#0.
» Como notacién : Dz, ) = D(z,,r) — Zo donde D‘ es un Disco Perforado.
= Zp es un Punto de Acumulacién de A si Vr > 0, D¢z, )N # 0.

= 7y es un Punto Frontera de A si todo entorno de Z; contiene puntos de A y de su complemento
A.

= A esun Conjunto Cerrado si contiene a sus puntos de acumulacién y a todos sus puntos fronteras.
También se acepta como definicién si

» A es un Conjunto Abierto.
= A es un Conjunto Acotado (A CC)sidr>0/AC{Z/|Z]| <r}esdecir VZ € A:|Z| <.

= Un conjunto Cerrado y Acotado se denomina Compacto.
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3 Funciones Complejas en C

3. Funciones Complejas en C

Definimos f: ACC — C

Z — W = f(2)
Z=X4iY —-W=U+iV
f(2)=U(X,Y)+i.V(X,Y)
N—— N——

Re(f(2)) Im(f(2))

3.1. Limite de una funcién
Sif:ACC— C,Zy punto de acumulaciéonde A, L € C, se dice que:
Jim f(Z)=LsiVe>0,30>0/s12€Ay0<|Z~ 20| <6=|f(Z)~ L] <e
Observar que si f: A C C — C, Zp punto de acumulacién de A, L € C.
Z=X+1iY,Zy=Xo+1iYo(Acum(A)) = L = Ly +i.Ly es el limite de f(Z) cuando Z — Z.

lim f(Z)=L+—V¥>0,30>0/siZ=X+iYeAy

Z—Zy
0< VX =Xo)2+ (Y —Yo)2<d=0</(VIX,Y) - L2+ (UX,Y) - L2)2 < ¢
|Z2—2Zo]|
Entonces podemos escribir lim UX,Y)=Liy lim V(X,Y) = Ls.
(X,Y)—(Xo0,Y0) (X,Y)—(Xo,Y0)

Se cumplen las propiedades de limites andlogas de los Reales (suma,resta,multiplicacion y division de
limites y regla de la cadena).

3.2. Continuidad de una funcion

Sea f: ACC—C,Zy, € A.f es continua en Zj si :
Ve>0,30 >0/siZ €Ay 0<|Z-Zy<d =0<|f(Z)— f(Zy)| < e.(Alin si Zy es un punto aisla-

Sicambiapocodeentrada cambiapocodesalida
do).
Si Zy es punto de acumulacién e A = f es continua en Zjy <> Zh'n% f(Z) = f(Zo).
—Zo
Resulta: f(2) = U(X,Y) +i.V(X,Y) es continua en Zo = Xo +14.Yp <> U(X,Y) es continua en (Xo,Yo) y V(X,Y) es
continua en (Xo, Yo).

3.3. Derivada de una funcion

Sea f: ACC — C,Zy punto interior de A.

Z)— f(Z
f es derivable en Z; si 3 Zlir%o %

= f'(Zo)
Valen las reglas de derivacion que se aplicaban en Reales.

Observar:

f(2)=UX,Y)+iV(X,Y) =

Af = f(2) = f(Zo) = (UX,Y) — U(Xo,Y0)) +i.(V(X,Y) = V(Xo,Y0)) = AU +i.AV (1)
NZ=7—-7y=7Z=27Z0+N2NZ(2)

Podemos reemplazar (2) en lim J(2) = [ (%)

_ .
Z-z0 7 —Zy f'(Zy) y obtener :
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3.4 Holomorfia de una funcién

. f(Zo+DZ)— [(Zo) _ . . AV ,
Alggo NG = f'(Zy) e incluso Alggo N a+1.bcona,beR.

Partiendo de esta expresion y reemplazando (1) se obtiene:

AU +i. AV (AU 4+ i.AV) = (a+i.b)AZ

Alggo N tib= Alggo YAVA =0
Reemplazando AZ = Z — Zy = (X +4.Y) — (Xo —i.Yp) = (X — Xo) +i. (Y — Yp)
—— ———
AX AY
, (AU 4+ i.AV) = (a+1i.b)(AX +iAY)
| =
AX+¥£Y—>O AX +i.AY 0=
i (AU 4+i.AV) = [(aAX — bAY) +i.(bAX +aAY)] 0
AXJrirAnYHO AX +iAY N
Im AU — aAX + DAY +i.(AV —bAX —alY) 0
AX+iAY -0 AX +iAY o
Si esto tiene a ”0”, entonces su médulo también tiende a ”0”.
i |AU—aAX—l—bAY—H'.(AV—bAX—aAY)‘_0:>
AXJrirAnYHO AX +iAY N
; |AU — aAX + bAY +i.(AV —bAX — alAY)|
lim =0 =
AX+iAY 0 VAXZ LAY
AU — (aAX —bAY) AV — (bAX + aAY)
| +i |=0=.

1
AX+¥£Y—>O AX2 +iAY? AX2+iAY?

Ambos términos en el médulo tienden a ”0”, ademas:
a = 5% (X0,Y0),~b = §5(Xo,Yo),a = 55 (X0, ¥o),b = 3% (Xo, Y0).

De donde obtenemos las Condiciones de Cauchy-Riemman:

ﬁ(XO’YO) = W(Xoyyo) y ﬁ(XmYo) = *W(

(%) = %(Xm Yo) + i.%(Xo7 Yo).

X07 YO)

3.4. Holomorfia de una funcion

f(Z) es holomorfa en Zy <— 3r > 0/VZ € Dz, »3f'(Z).Es decir, la funcién debe admitir derivada
en un entorno de Zy. Entonces tenemos la siguiente implicacén f(Z) holofomorfa => f(Z) derivable en
Zy (la vuelta NO es cierta, contraejeplo |Z|? es derivable en Zy = 0 pero no es holomorfa,(0,0) es un
punto, no un entorno).

En consecuencia : Si A C C es abierto y f(Z) es derivable en A = f(Z) es holomorfa en todos los
puntos de A ("f es holomorfa en A”, f(Z) € H(A)”).Si A es abierto entonces es un entorno de cada
punto.

H(A)={f(Z): A— C/f(Z) es holomorfa en A}

Si ademés de ser holomorfa, f'(Zy) # 0 entonces la funcién f(Z) se llama Conforme y preserva ca-
minos suaves y angulos entre caminos en magnitud y sentido.

Recordar:Un conjunto abierto y conexo en C se llamard dominio o regién abierta.Una region es la unidon de un conjunto

abierto y conexo con todos/algunos/ninguno de sus puntos frontera.Si D es abierto y conezo en R” y f(Z) es diferenciable en
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3.5 Punto del infinito y Plano Complejo Ampliado

]R#/fX:fy:OenDéf(Z):cte en D.

= Si D C C es abierto y conexo (D # 0) y f(Z) es holomorfa en D/f(Z) =0VZ € D — f(Z) = cte
en D.

Demostracion: f(Z) =U(X,Y)+i.V(X,Y)/f'(Z)=0NZ e D= f(Z)=U,+iV, =0W(X,Y) €
D=

Aplicando Cauchy-Riemman:U, =V, =0y V, = -U, =0=U,.Porloque U(X,Y) y V(X,Y) son
diferenciables en D que es abierto y conexo, sus derivadas parciales son nulas, entonces U(X,Y) = «
y V(X,Y)=pcon a,3 €R.

Finalmente f(Z) = o+ 4.5 es una funcién constante.

» Si f(Z)e HD)y f(Z) € HD) = f(Z) = cte en D.
Demostracién: Se cumplen simultaneamente los siguientes sistemas (por Cauchy-Riemman):

{UUm_:V‘?;}iVy—%V(X,Y)ED#Vy—OéUz—OenD.
= Yy

Uy=-V, B _ _
{Uy - —(—Vm)} = -V, =V,V(X,)Y)eD=V,=0=U,y=0en D.

. f'(Z) =0 en D abierto y conexo = f(Z) = cte.

= Si D es abierto y conexo, f(Z) € H(D)/Im(f(Z)) = cte en D = f(Z) = cte en D.
Demostracién: f(Z) =U(X,Y)+i.K,K =cte € R. V, =V, = 0 y por las condiciones de Cauchy-
Riemman Vy =U, =0y Vp, = -U, =0=U,. Porlo tanto U(X,Y) =C = f(Z) = C+i.K = cte.

(La demostracion es andloga en el caso de Re(f(Z)) = cte)

3.5. Punto del infinito y Plano Complejo Ampliado

C=Ccu {00} es el plano complejo ampliado,y podemos extender la nocién de limite :

ZHI% f(Z)=008iVk>030>0/si0< |Z—2Zy| <, Zc A= |f(Z)| >k
—Z0

3.6. Logaritmos Complejo

Si Z #0,|Log(Z)
argumento.a < arg(Z) < o+ 2.

Ln(|Z]) + i.arg(Z)‘ es una funcién multivaluada segiin la determinacién del

Una Rama de Logaritmo en un conjunto D es una funcién continua f(Z) definida en D/ef(%) = Z en D.
f(Zy=2"neZ,n>2.
Dy ={Z/k* < arg(Z) < (k+1)2};k=0,...,n— 1.

Zm = |Z|".Cis(np) = k2r < ne < (k+1)27

W =2"= W= {/[W[Cis(£22),0 < p <m;k =0,....,n — 1
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3.7 Funciones trigonométricas

Podemos definir para o # 0,8 € C: af — ef-Log(a)

3.7. Funciones trigonométricas

7 4 =iz
Cos(Z) = —y = Cos(X)Cosh(Y) — Sen(X)Senh(Y)
e +e? :
Cosh(Z) = — = Cosh(X)Cos(Y) +i.Senh(X)Sen(Y)
Cos(i.Z) = Cosh(Z)
oiZ _ g—iZ
Sen(Z) = 57 = Sen(z)Cosh(Y) +iCos(X)Senh(Y)
i
z o~z
Senh(Z) = % = Senh(X)Cos(Y) + iCosh(X)Sen(Y)

Sen(i.Z) = iSenh(Z)

3.8. Funciones Armonicas

Si f(Z) € H(D), D abierto y conexo, f(Z) = f(X,Y)=U(X,Y)+iV(X,Y) con U(X,Y),V(X,Y)
derivables 2 veces. Aplicando las condiciones de Cauchy-Riemman:

Umz — Vyx
+

Use + Uyy = Viyy — Vi = 0= V2U(X,Y) = 0 El laplaciano de U(X,Y) = 0.
Anélogamente:

Viyy = Usy

Vyy +Vaz =Uzy —Uye =0= v2V(X,Y) = 0 El laplaciano de V(X,Y) = 0.

Si D regién abierta simplemente conexa, U(X,Y) € D = 3JV(X,Y) conjugada arménica en D =
IV(X,Y)/UX,Y) +i.V(X,Y) € HD).

4. Problema de Dirichlet

Consiste en encontrar una funcién armoénica en el interior de una regién D de manera que en su
frontera tome valores prefijados. Si ¢ es un contorno cerrado, y D = cUint(c) = si 3 solucién al Problema
de Dirichlet en D, la solucién es unica.

Ejemplos:

1. La regién esta delimitada por V.= by e V. = by con by > by, se tiene que H(U,by) = ¢1 y
H(U,by) = o, v2H(U,V) = 0 en el interior de la regién.

Entonces la funcién solo depende de V, por lo que VzH(U, V) = Hyw + Hypy = Hyy = 0 =

H(U,V) = G(V) =
G(V) = K.V + K3 y debe cumplir lo siguiente:
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5 Flujos en variable compleja

G(bl) = Kl.bl + K2 = (1

G(bg) = Kl‘bQ + K2 = C2

ca—cp = Ki(bs — b)) = Ky = Ez:gi Reemplazando en cualquiera de las anteriores se obtie-
ne:

Ko=c —Ki.by = Ky =c¢1 — gi:gi by

Finalmente G(V) = 22—tV + 1 — 2201 = 2 (V —b1) + a1

H(U,V) = 2=2(V —b1) + c1 es la funcién buscada que resuelve el Problema de Dirichlet.
by —bq

2. La regién esta delimitada por o1 y pa.H(r,01) = ¢1 vy H(r,p2) = c2.72H(r, ) = 0, con r >
0,92 — @1 < 27.

Esta vez tenemos que emplear el Laplaciano en polares:
ViH(r,¢) =Hy + 1H, + 5H,, =0
Como solo depende de ¢ = H(p) = K1p + Ks

H(p1) =K1+ Ky =c¢
H(p2) = Ki.p2 + Ky = ¢

_ e . e
Ky = or—p1 Y Kr=a pa—p1 1

H(r,p) = 2=C-(¢ — ¢1) + c1 es la funcién buscada que resuelve el Problema de Dirichlet.

5. Flujos en variable compleja
SeaV(Z) = P(X,Y)+i.Q(X,Y), con Z € G, regién simplemente conexa de C,sin fuentes ni sumideros

= §V = div(V) = 0,e iirotacional = rot(P,Q,0) =0 =

0Q 9P

v2¢ = 0 — ¢ es armoénica en G, regién simplemente conexa = 3¢ arménico en G,

(X7Y)2>E|<p/v<p:VZ>§0$:Pa<Py:Q

conjugada arménica de ¢/W(Z) = o(X,Y) +i.9(X,Y) € H(G)
W(Z) = u +ithy = oz —ipy = P(X,Y) —i.Q(X,Y) = V(Z).
Definimos Potencial Complejo como W(Z

) =
Potencial cuyas lineas equipotenciales son p(X,Y
lineas de corriente son ¥(X,Y) = cte.

o(X,Y) +i(X,Y). donde ¢(X,Y) es la Funcién
) = cte; y P(X,Y) es la Funcién de Corriente cuys

6. Integrales de funciones complejas

Sea v : [a,b] — C,c = v([a,b]) y f(Z) una funcién compleja y continua en los puntos de la curva.

b
/ f(2)dz = / FOH ) (B)dt

Observacion:Se puede probar que esta definicion es independiente de las reparametrizaciones equivalentes
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6.1 Teorema de Cauchy-Goursat

a vy (equivalentes implica que preserva el sentido).

Sea A C C abierto y conexo.f(Z) continua en A, si 3 una funcién F(Z)/F'(Z) = f(Z)VZ € A. F(Z) se
llama Primitiva de f(Z) en Ay F € H(A).

6.1. Teorema de Cauchy-Goursat

Si D es una regiéon abierta, simplemente conexa. ¢ C D es un contorno cerrado.
f(Z)e HD)= [, f(Z)dZ =0
El teorema cldsico de Cauchy aniadfa la hipdtesis f'(Z) es continua en D. Goursat demostrd que no era
necesaria tal afirmacion.

Como demostracion del Teorema de Cauchy:
f(Z) € H(D) con hipétesis f'(Z) continua. ¢ contorno cerrado contenido en D

F(2)dZ = / (U(X,Y)+i.V (X, V) (dX+i.dY) = / (U(X,Y)dX—V(X,Y)dY)+i /+ V(X,Y)dX +

c+ c+ c+
UX,Y)dY =
Solo la parte Real: / (U(X,Y)dX —V(X,Y)dY) por el Teorema de Green:
c+

//(—Vm —Uy)dXdY = //(—Vx + V,)dXdY =0

v ¥

Andlogamente para la parte Imaginaria / VX, Y)dX +U(X,Y)dY =0
c+

/ f(Z)dZ (Se empleo f'(Z) continua, Goursat lo logra sin eso).
c+

6.2. Foérmula integral de Cauchy

Sea D una regién simplemente conexa. ¢ € D contorno cerrado, orientada en sentio antihorario.

f(Z) € H(D) = Va € Int(c) = | f(a) = 2171_1/+ g(_Zile

n ! Z .
Agregando Vn € NU {0}3 f( ) = n—/ (f()dZ tenemos la Formula integral de Cauchy Gene-
+

ralizada.

6.3. Teorema de Morera
Si D es un abierto y conexo, f(Z) continua en D/ fc+ f(Z2)dZ = 0Vc cerrado. ¢ C D = f(Z) € H(D).
Demostracién:Para cada Zy € D, en cada entorno Dz, ) € D =

f(Z) tiene primitiva = 3F(Z)/F'(Z) = f(Z)VZ € D(z,,y y como F € H(Dz, ) = f(Z) = F'(Z)
H(D(ZOJ.))VZO eD .. f(Z) S H(D)

6.4. Teorema del médulo maximo

Sea ¢ contorno cerrado, v = ¢ U Int(c), f(Z) holomorfa en un abierto que contiene a v.Sea M =
Max{|f(Z)|: Z € v}3 por ser v cerrado y acotado en C y |f(Z)| continua en +.
Sea a € D =int(c) si|f(a)] = M = f(Z) = cte en D.

Anélisis Matematico IIT (61.10) — Anaya-Bergamini-Rosito Pégina 9 de 22



7 Series

7. Series

Una serie es una sucesién de sumas, que presenta un término general, acotada o no por los coeficientes
iniciales y finales de la misma.

f=final

>, Zn

i=inicial

Se dice que la serie es Convergente (C) si:

n

fin >z =3 2=

i=1

Donde S es la suma de toda la serie.

Como condicién necesaria de convergencia, el limite del término general Z,, cuando n — oo debe ser 0.

7.1. Convergencia Absoluta (CA)
> Zn Converge Absolutamente si ), |Z,| converge.

7.1.1. Criterio de Abel
Si{rn,} CR/rp >0;ry >rpq; lim 7, =0y
H/_/ n—oo
decrece

{Z,} SC/3M >0/ Z,| < M¥neN= > 1, Z,(C)

n=1 n=1

7.1.2. Serie Geométrica

o0 . Wn+171
ZWn:1+W+W2+W‘3+...+W”:S,L:>Sn:Won—i-lsiW:l.
n=0
Si |W|<1;»§n:w I
"T1-W

n=0

7.2. Convergencia puntual de una sucecion de funciones

Dada una sucesién de funciones {f,} definidas en un conjunto D € C, se dice que la sucesién {f,}
Converge Puntualmente en D si VZ € D3 lim f,(Z).
n—oo

Asf si la sucesién {f,} converge puntualmente en D, queda definida una funcién
f:D—C

7.3. Convergencia Uniforme de una sucesién de funciones

Sea {fn(Z)} una sucesién de funciones, Z € D C C, se dice que f,(Z) Converge Uniformemente

a la funcién f(Z) en D y escribimos fhuniff en D, si
Ve > 03ng € N/Vn > no|fu(Z) — f(Z)| < e¥Z € D.

Notar la diferencia con la definicion de convergencia puntual, que presenta el YZ € D antes, lo que significaria un

?Para alguno pasard en algun momento”, mientras que para la convergencia uniforme lo presenta al final, a modo de
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7.4 Series de potencias complejas

” Prometiendo que despues todos cumplen”.
Como criterio de convergencia uniforme podemos emplear lo siguiente:

Sea {fn(Z)},Z € D/¥n € N3r, > 0/|fn(Z)| < r,VZ € D y supongamos y_r,(C) = Y fn(Z) Con-

verge uniformemente en D.

7.4. Series de potencias complejas

Son de la forma ag + a1(Z — Zy) + ... + an(Z — Zy)™ que podemos simbolizar Z an(Z — Zy)™ | con
n=0

an, 2,7y € C

San(Z = Zo)"(C)en Z = Z1 «— > a,W"(C)en W = Z; — Zy

Si la serie converge para Z = Zy /7y # Zy = la serie converge absolutamente
VZ/|Z — Zo‘ < |Zl — Zo‘ y si0<r< |Z1 — Zo| = Zan(Z — Zo)n(CU)

si|Z—Zpl <n

Demostracién: Supongo |Z — Zy| < |Z1 — Zp|.Sabiendo que converge para Z = Z1/Z1 # Zy

San(Z = Zo)" = an(Zy — Zo)" w — (CU)
%,L/

Acotado <1

Sea Z an(Z — Zy)", una y solo una de las siguientes afirmaciones es verdadera :
n=0
1> an(Z — Zp)"(C) soloen Z =Zy = p=0
D> an(Z = Zo)" (CWZ eC=p=c0
3)321 #* Zo/Zan(Zl — Z())n(C) y 375 € (C/Zan(Zg — Zo)n(D) =
Jp>0/> an(Z — Zo)"/
(CA) si ‘Z — Z0| <p
(CU)sI|Z—Zo|<ryr<p
(D) si |Z — Zo| > p

Donde p es el Radio de Convergencia de la serie.
p=sup{r/ S an(Z — Zo)"(CAVsi|Z — Zo| < r}

S P L T
P n—00 Qp41 n—oo 2/a,

=

7.4.1. Teorema de Taylor

Dada f(Z) e H{Z/|Z — Zo| < p}) = I an} C C/si|Z — Zy| < p =
S 1 fW)

Z:E an(Z — Zo)", con ap, = — —————dW
f( ) o] ( 0) omi ot (W?ZO)nJrl
Ejemplos:
1 ZOO N
f(Z)=¢e? = EOO zVZ eC
N B ‘ n!
n=
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7.5 Singularidades

o _ - (71) 2n-+1
f(Z) = Sen(Z) = Z 1)1 zZ"+yz e C
Z)=C Z—OO(_I)ZQ”Z C
f( )_ 05( )_Z (2”)‘ VZ €
70 *
7.4.2. Serie de Laurent
Son de la forma Z an(Z — Zp)™ Si desarrollamos la serie:
0 :_71 o'}
Yo an(Z-Zo)" = D an(Z—Z0)"+ > an(Z — Zy)"
n=-—o00 n=-—oo n= O
Z an(Z — Zo)" Za_ (Z —Zy)~ ZanZ Zo)"
n=—oo n= 1

bn

Ip1 >0/ ba(Z—Zo)™"
n=1
(CA) st |Z = Zo| > p1
(CU) si |Z*Zo|>7”,7">p1>0
(D) si|Z = Zo| < p1

Ip2 >0/ an(Z — Zo)™:
n=0
(CA) s |Z — Zo| < po
(CU)siL|Z —Zol <1,0<71r < po
(D) si |Z — Zo| > po

Toda serie de Laurent con regidn de convergencia RC : {Z/p1 < |Z — Zy| < p2} define una funcidén
holomorfa en €.
Reciprocamente: Si f(Z) € H{Z/p1 < |Z — Zo| < p2}) = I an}nez/

_ Y ) 1 Fw)
[(2)= 3 anlZ ~ Zo)" sipy < |7~ Zo| < pa, Con oy = 5 /C+ TV

7.5. Singularidades
7.5.1. Singularidad Evitable
Zy es una singularidad evitable de f(Z) si f(z) no es holomorfa es Zy y 3 Zh’r% f(Z)=ag
—Zo

(71)’nz2n+1 oo
Sen(Z) Yoo T @nt)! Z (=yrz>

Ej lo: = A e
jemplo > 7  (n+1 )'a| | >0
Z
Zy = 0 es una singularidad evitable, y lim Sen(2) =qp=1
Z—0

7.5.2. Polo de Orden K

Zy es un polo de orden K si f(Z) € H(0 < |Z — Zp| < p)

oo
[(2)=>" an(Z = Z0)",0 <|Z — Zo| < p,a_y, #0
n=—=k

f(Z)= ( Zhjgg)k con h(Z) Holomorfa en la regién de convergencia.
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7.5 Singularidades

A, 119 =0
o2
Ejemplo:m tiene un polo de orden 2 en Z = 1.

7.5.3. Singularidad Esencial Aislada
Si f(Z)= Z an(Z — Zp)",0 < |Z — Zy| < pyTooay, # 0/n < 0, entonces Zg se llama Singularidad

n=—oo

Esencial y NO 3 lim f(Z).
Z—Zy

Es valido decir que si la singularidad es aislada, y no existe el limite en el plano complejo ampliado,
entonces es una singularidad esencial.

7.5.4. Singularidad no aislada
Puntos de acumulacién de singularidades aisladas.

Ejemplo:f(Z) = Serj(l)
Z

singularidad aislada.

,|Z] > 0 donde Z = ——,n € Z — {0} son polos simples, y Z = 0 es una

7.5.5. Residuos de una funcion

211

Definimos Res(f(Z),Zy) =a_1 = 7/ [(Z

Teorema de los Residuos Sea f(Z) holomorfa en un abierto que contiene a un contorno cerrado ¢
y a su regién interior, salvo en un conjunto finito de puntos Z1, ..., Z, /Zy € int(c) =

/ f(2)dZ = 27iy_ Res(f(Z), Z)
ct k=1

dar—t _ "
Res(f(2), Zy) = ZILH%O dznl[((Zn%)') F(2)]

Como caso particular, si f(Z) = ZEZ; = Res(f(Z),Zy) = ;,((ZZOU))

Si la funcién tiene un numero finito de singularidades en C =

> Res(f(Z), Zk) + Res(f(Z),0) =0, con Res(f(Z),00) = —a_,

Si f(Z) e H{Z/|Z| > p}), f Z anZ" =a_nZ "4 .. va1Z 1+ ag+ ... +a, 2"

Llamamos Z = % entonces Z - o0 +— W — 0
fF) =acnWm+ .+ a W+ ag+ ... + an(5)" =
ﬁf(vlv)—a W24 L 4ac 1W+aowz+ —|—an( )=

Res(f(Z),00) = Res(= f(7):0)
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8 Integrales Impropias

8. Integrales Impropias

La integral de Riemman requiere f(X) definida en [a, ] y acotada. Recordar que si f(X) es acotada
e integrable en [a,b] y X es un punto del intervalo [a,b] =

Vo € R, f(X) _f(X) s X #£ X

o s X = X, es integrable en [a, b],atin cuando tenga finitas discontinuidades

evitables.

8.1. Integrales impropias de primera especie

o0 b
1. Si f(X) es acotada en integrable en [a, b]Vb > a = / f(X)dX = lim / f(X)dXsi3

b—+o0

b b
2. Si f(X) es acotada en integrable en [a,b]Va < b = / f(X)dX = lim f(X)dX si3

a—r — o0

c —+oo
3. Si f(X) es acotada en integrable en [a, b]V[a, b] C R.Sea ¢ € R, si 3/ f(X)de/ f(X)dX =

+ oo c +oo
Diremos que 3/ f(X)dX = / f(X)dX +/ f(X)dX =-Si cada integra convergia, la suma tambien con-
[o o] — o0 (&

verge.
8.2. Criterios de comparacién:
Si f(X) < g(X)VX € [a,400) y f(X) 20,9(X) = OVX € [a,+00) =
+00 +oo
Si / §(X)dX(C) = / FX)AX(C)
a+oo a+oo
Si/ f(X)dX(D):>/ g9(X)dX (D)
8.3. Criterio de Convergencia Simple (Abel)
Sea f(X) € d([a,+00))/f(X) < 0 en [a,+0) ¥y zgrfoof(X) =0, f(X) > 0 a partir de un cierto

k € [a,+00).9(X) continua en [a, +00)/3IM > 0, | f: f(X)dX| < M,¥b > a=
“+o0
| sgaxce)

8.4. Valor principal

+R

REIEOO _R f(X)dX

Si existe la integral impropia entonces existe el valor principal, pero el reciproco no es cierto.

8.5. Integrales impropias de segunda especie

Considero [a, b], Xg € [a,b], f(X) definida en [a, b],no acotada en un entorno del X, y acotada e inte-
grable en [a,b] — F(Xj).
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8.6 Lemas para la aplicacién de variable compleja a la resolucién de integrales reales

8.6. Lemas para la aplicacién de variable compleja a la resoluciéon de inte-
grales reales

1. Sean ay, 0/ —m < a1 < ag <, >0
D={Z/|Z — Zy| <ro,—7 < arg(Z — Zy) < ag < 7}, f(Z) continua en D,

siO<r<r0,cr:{Z/|Z—Z0\:r}ﬁD:h’m/ f(2)dZ =0
r—0 o+

2. Sea f(Z) holomorfa en {Z/0 < |Z — Zy| < ro}, Zy polo simple,
D={ZeC/0<|Z—-2Zy| <ro,—Tm <oy <arg(Z—Zy) <az<m}

sir <ro,Cr = C(zy,0) N D = 11&(1)/ f(Z2)dZ =i(as — a1)a—y
r o+

3. (Jordan) Sea aq,n/ — 7 < ay < ag < w19 >0
f(Z) continua en Q : {Z/|Z]| > 9,1 < arg(Z) < az}.Sea R > 1
cr =1{Z/|Z| = R} N Q (orienada positiva).M(R) = Max |f(Z)|,
Z€Ecr

supongo hm M(R)=0= lim / f(Z)dZ = 0.

—+4oc0 R—+4o0

Es equivalente a esto tltimo decir : Si Z € Q, lim Zf(Z) =0= lim f(2)dZ =0
z—+00 R—+o0 C;

Parte 11
Aplicaciones en Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales

9. Ecuaciones en Derivadas Parciales

.
F(X, .. X0 UX, ... Xn), 2%, ., 58) =0

El mayor orden de derlvamon es el orden de la ecuacién. Estando igualada a 0 es una ecuacién Homogenea.

Por ejemplo algunas EDP con aplicaciones fisicas:

. 0°U 92U
Ecuacion de Laplace W + Iy = 0
2 1 2
Fcuacion de Ondas unidimensional % — c—zaﬁTg] =0
2[7
1
Fcuacion del calor : ng — C—Qaa—[i =0

Para describir un fenémeno, ademéas de la EDP, se precisan condiciones iniciales del proceso.En el caso
de la ecuacion del calor : la temperatura en los bordes de una barra a tiempo ¢ > 0 y la funcién de
distribucién espacial del calor. Se aplica continuamente el Principio de Superposicion de soluciones para
resolver los problemas.
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9.1 Resolucién de la ecuacion del calor unidimensional

9.1. Resolucién de la ecuacién del calor unidimensional

Teniendo las siguientes condiciones:

U 10U
X2 2ot
U(0,t) =0
U(l,t) =0
U(X,0) = f(X)

Aplico e método de separacién de variables : U(X,t) = x(X).7(t) =

O (X1 = X(X)7(1)
2 (X0 = x(X) 1)

1) [(X) = A(X) =0
Mm Tr e :‘{T%t); T@)o}:*
{x”m - Ax(X)}

T'(t) = c%)\T(t)

Considerando las condiciones iniciales : U(0,t) = 0,U(l,t) =0
x(0).7(t) = 0= x(0) = 0 Ya que 7(¢) no puede ser 0 Vt.
x(1).7(t) = 0= x(I) =0 Ya que 7(¢) no puede ser 0 V.

Con el polinomio caracteristico de la primera ecuaciéon
rz—)\zoir:i\f)\ﬁx(X):Ae*ﬁx—i—BeﬁX =

X(0)=x(X)=A+B=0=>A=-B=x(X) = B(eVAX _ﬁx)
X(I) =B —e VM) = 0= (B#0) = eVN = VA o 2V = 1 o

2,2

2\Fl—2nmn€Z:\f_"’”:>)\_*"”

X (X) = B ("X — 77X
Si tomo B = % = xn(X) = Sen(“*X)

Ahora volviendo a la otra ecuacién del sistema : 7/(t) — A7 (t) = 0 =

’7127\'202

T() + CEE () = 0= TU = 25 o (t) = be”
N ,
Finalmente : (X,t) = Eﬁ =b Sen( l X)e—(—",”) At

es solucién del problema planteado en el que | f(X) = Z BnSen(nZ—ﬂX)
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10 Series de Fourier

10. Series de Fourier

10.1. Desigualdad de Bessel e Identidad de Parseval

Consideramos un espacio vectorial V con producto interno tal que
El{q)n}nEN - V/((Pna(bk) =0sin 7é k y (@7“(1)”) 7é Ovn € N

N
X, 0, o, -
= E (”(i) ||)|<I> es la proyeccién de X sobre N
— n

nl|

SecumplequellXHQ—HSN X|\2+||5N||2=>HX SN|\2—|\X||2—||SN||2:>
(X, 2,2 )\2 (X, @)

VX € V,Vn € N, ya que esta acotada, hacemos tender N — o0 y se obtiene :

o

(X, ®,)|?
Z 5, |7|L2| < ||X||? | Desigualdad de Bessel

Si NHIE Sn(X) = X, {Sn} converge a X entonces se dice que {®,,} : Sistema Ortogonal Completo
)

y vale la igualdad :

= (X, @
Z |(X, @)1 _ = ||X]|? | Identidad de Parseval

= C, = (H)é’ ‘TQ) n-ésimo coeficiente de Fourier de X respecto de {®,,}

= Sy N-ésima suma parcial de Fourier de X respecto de {®,,}

<I> Serie de Fourier de X respecto de {®,}

2 el

10.2. Serie exponencial de Fourier

Sistema Ortogonal Exponencial : {®,,} = {e""X},cz, con C[—m, 7] : {f(X) : [-7, 7] — C, Continuas}

Definimos el producto interno : (f(X),g(X)) = ["_f(X)g

Sobre el cudl la norma serfa : ||f(X)|| = / |f(X)|2dX
(emX e~ thX) = / emX e XX = e!m=RX g X = 0 Verificamos la ortogonalidad.
(einX einX) = / emX e Xgx = dX = 27 La norma del sistema exponencial.

X inX 1 ™ )
Calculdmos los coeficientes de la Serie de Fourier : | C), = % =5 / f(X)e ™" dX
™ T
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10.3 Serie trigonométrica de Fourier

= N-ésima suma parcial exponencial de Fourier :

= La Serie Exzponencial de Fourier de

Sn(X)

N

Z Cnein:c

n=—N

f(X) € [=m, ]

o0
: g C,e""

n—=—oo

» Identidad de Parseval :

oo

> laP el = Yl = |
n=1

n=1

" F0)ax

—T

10.3.

Serie trigonométrica de Fourier

Sistema Ortogonal Trigonométrico : {®,} = {1, Cos(nX), Sen(nX)}nez

Cl—m, x| : {f(X):

Definimos el producto interno :

Sobre el cudl la norma seria :

(einX, einX) — /‘ﬂ' einX'e
—Tr
que el del exponencial).

7inXdX _

[, 7] — R, Continuas}

(f(X),9(X)) = JZ, S(

1F(X [F(X

)l = /

™

—T

Calculamos los coeficientes de la Serie de Fourier :

GX).Costnx)) _ 1 [T
"= CosmX)E  w), [F)CosnX)aX
) Sen(nX) 1 [T
= ||Sen<nX>||2 = _Wf(X’S (nX)dx
— U

"= \|1||2 27r/ J&x

= N-ésima suma parcial exponencial de Fourier :
= La Serie Trigonométrica de Fourier de

= Identidad de Parseval :

Los coeficientes de Fourier Existen <— EI/

Analisis Matemadtico IIT (61.10) — Anaya-Bergamini-Rosito

X)g(X)dX

)2dX

dX = 2w La norma del sistema trigonométrico (La misma

Sn(X) =

N
ag
) + Z an,Cos(nX) + by, Sen(nX)

n=1

f(X) el-m

o0

204 Z (anCos(nX) + by Sen(nX))

;] SN (X

n=1

2 o0
ag 2 2 _ 2
Z27T+ E (lan|™ + 1bn]")m = |[£(X)]]

—T

7| f(t)|dt (vale para integrales impropias).
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10.4 Periodicidad de la funcién

10.4. Periodicidad de la funcién

Considerar f(t) definida en (7, 7], puede interpretarse como que f(t) se puede extender a una f(t)
2w —periddica, y reciprocamente si f(t) es T-periddica.

Redefinimos entonces :

Sistema Exponencial en [—-Z 17 {einFt}
Sistema Trigonométrico en [—L, 21 {1, Cos(nZxt), Sen(n?rt)}
Conf§<t§%¢71<é§1¢71<%§1é7ﬂ<%§w
1 (%
—in2x
Cn = T/_Zf(t)e Tt
2 - 1 %
: 2 o T T 2 _ 2
Si |f(t)]? es integrable en [- 3, ] = Y~ |e,|* = f/,z VIO
n—=—oo 2
in i (- 242)
Si por ejemplo se definiera f(¢) en [a, b],el sistema exponencial quedarfa :{e =z’ 1,

t € [a, b

En lo que sigue se consideraran funciones f(¢) absolutamente integrables (3 f(t)dt) en (—m, w],extendidas

2w —periddicas.

10.5. Convergencia de una funcion

Para una funcién definida en (—7, 7] podemos considerar:

1. Dada {fn(¢)}, fn(t) — f(t) converge puntualmente en (—m, ]| si :
Jim_ () = F(0)vt € (-]

2. Dada {f.(t)}, fn(t)mf(t) converge uniformemente en (—m, 7] si :
Ve > 03ng € N/Vn > ng|fn(t) — f(t)| < eVt € (—7, 7]

——
3. Dada {f,(t)}, fa(t)unif f(t) converge en media cuadratica en (—m, 7] si :
lim / |fn(t) — f(t)]?dt = 0, ambas integrables.
n—oo |
10.5.1. Convergencia puntual de la serie de Fourier
Sea f(t) integrable en [—, 7], definida en (—m, 7],extendida 2r—periédica en R.

N

1 " —in n
n=gr | f®)e ™ dt, Sy (f)(t) = ;Ncne tsea tg € [—, 7],
(Cuéndo existe lim Sn(f)(to)?;Cuél es su valor?

N—o0

b b
Utilizaremos el Lema de Riemman-Lebesgue : Si f(t) integrale en [a, b] (y EI/ |f(t)|dt)= )\h’m / ft)eF Mt =
a —+00 a

0.. El signo sera tal que la exponencial sea decreciente.

Integral de Dirichlet:
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10.5 Convergencia de una funcién

T

Sea tg € [—m, 7], f(t)/ es integrable y EI/ [f(t)|dt

—T

N ) N 1 ™ ) . 1 7r N ] //“‘\
Sn(f)te) = Y cpeo = N or | fe e = o / (> ento =y p(t)dt =
n=—N n=—N -7 T p=—N

1 (" ‘ , ‘ ‘ |
27/ f(t)[e*’bNu +€*Z(N71)um e L R ezuN]du -
T™J-x

M

1 " —iNu iu iNu i 2N
o f(t)e l+e 4. 4"+ +e |du =
T J_rn
1 ™ ) i(2N+1)u _ 1
i R ] Lt 7

q-1 2 ) . ein — 1

2] = ¢e'22iSen(%)

Recordando 14 ¢+ .... + ¢ = 4

Aplicando €’ — 1 = '3 [¢'% — ¢!

s 2N 41
1 [T v €T u2iSen (285 u) 1 f7 Sen((#5)u)
il e~ iVu du = — +to) | —m—F——]du =
27 /_,r ft)e [ e 2iSen(%) Ju 21 ) n flutto)l Sen(3) b
. 1 4 Sen((—mf;’l)u)
Integral de Dirichlet : Sy (f)(to) = 7 » flu+ to)[w]du
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11 Transformada de Fourier

11. Transformada de Fourier
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12 Transformada de Laplace

12. Transformada de Laplace
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