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1. Proceso puntual de Poisson

1.1. Procesos puntuales

Informalmente, un proceso puntual aleatorio es un conjunto enumerable de puntos aleato-
rios ubicados sobre la recta real. En la mayoria de las aplicaciones un punto de un proceso
puntual es el instante en que ocurre algin evento, motivo por el cual los puntos también se
llaman eventos o arribos. Por ejemplo, los tiempos de arribo de clientes a la caja de un super-
mercado o de los trabajos al procesador central de una computadora son procesos puntuales.
En teorfa fiabilidad, un evento podria ser el instante en que ocurre una falla. El ejemplo basico
de este tipo de procesos es el proceso de Poisson.

Definicién 1.1 (Proceso puntual aleatorio). Un proceso puntual aleatorio sobre la semi-
recta positiva es una sucesion {Sy : n > 0} de variables aleatorias no negativas tales que, casi
sequramente,

(a) Sp =0,
(b) 0< ST <S8y <+,
(¢) limy,— 00 Sy = +o0.

La condicién (b) significa que no hay arribos simultdneos. La condicién (c) significa que
no hay explosiones, esto es, no hay una acumulacion de arribos en tiempos finitos.
La sucesién de variables aleatorias {T,, : n > 1} definida por

T, := S, — Sp_1 (1)

se llama la sucesion de tiempos de espera entre arribos.

Introducimos una familia de nuevas variables aleatorias N(t), t > 0, de la siguiente manera:
para cada t > 0 definimos N (¢) como la cantidad de arribos ocurridos durante el intervalo de
tiempo (0, ],

N(t) = Y 1{S, <t} (2)

n>1
= max{n >0: S5, <t} (3)
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Figura 1: Realizacién tipica de un proceso puntual aleatorio sobre la semi-recta positiva.

Observacidn 1.2. Notar que N(t) es una funcion de t y de las variables aleatorias Ty, T, . . .
a valores enteros no negativos. Indicaremos esa relacion de la siguiente manera

N(t) =V(t; Ty, Ts,...), (4)
donde U es la relacion definida en (2).

La cantidad de arribos ocurridos durante el intervalo de tiempo (s,t] C RT, N(s,t], es el
incremento N (t) — N(s)

N(s,1] := N(t) = N(s) = > _1{s < S, < t}. (5)

n>1
De (3) se obtiene la relacién bésica que conecta a las variables N (t) con las Sy:
N({t)>n < S, <t. (6)
De alli se desprende que

N(t)=n < S, <t < Spi1. (7)

Proceso de conteo. La familia de variables aleatorias {N(¢) : ¢ > 0} es un proceso es-
tocastico denominado el proceso de conteo de la sucesién de arribos {S,, : n > 0}. Debido a que
la sucesion de arribos se puede reconstruir a partir de N, N también recibe la denominacién
“proceso puntual”.

Propiedades. Por definicién, el proceso de conteo satisface las siguientes propiedades:
(i) Para cada t > 0, la variable aleatoria N(t) tiene valores enteros no negativos.
(ii) N(0) =0y limy_,oo N(t) = 00.



(iii) Si s < ¢, entonces N(s) < N(t).

(iv) Como el intervalo (0,t] es cerrado a la derecha, la funcién (aleatoria) N : RT — Ny
es continua a derecha. Ademads, en los puntos de discontinuidad tiene saltos de longitud 1.

En otras palabras, el grafico de la funcién aleatoria N : Rt — Ny es una escalera no
decreciente, continua a derecha y con saltos de longitud 1 en cada uno de los arribos del
proceso puntual.

Programa. En lo que sigue estudiaremos la distribucién conjunta de las N(t) bajo ciertas
condiciones sobre los tiempos de espera entre arribos 7;, y vice versa.

1.2. Procesos de Poisson

Existen varias definiciones equivalentes de procesos de Poisson. Adoptamos la que nos
parece més sencilla y generalizable. !

Definicién 1.3 (Proceso de Poisson). Un proceso puntual {S,, : n > 0} sobre la semi-recta
positiva es un proceso de Poisson de intensidad X > 0 si satisface las siguientes condiciones

(i) El proceso tiene incrementos independientes: para cada coleccién finita de tiempos 0 =
to < t1 < --+ < tp, los incrementos N (t;—1,t;] = N(t;) — N(ti—1), i = 1,...,n son
independientes.

(ii) Los incrementos individuales N (s,t] = N(t) — N(s) tienen la distribucién Poisson:

P(N(s,1] = n) = e—A(t—s)(A(t;!S))"

, n=0,1,...,0<s<t. (8)
Nota Bene. La condicién (ii) de la Definicién 1.3 se puede descomponer en dos partes.
(a) Los incrementos son temporalmente homogéneos (i.e., la distribucién de los incrementos
depende solamente de la longitud del intervalo de tiempo pero no de su posicién) y (b) la
distribucion de cada incremento individual es Poisson de media proporcional a la cantidad de
tiempo considerado.

Que un proceso puntual sea temporalmente homogéneo y que tenga incrementos independi-
entes significa que si se lo reinicia desde cualquier instante de tiempo ¢, el proceso asi obtenido
es independiente de todo lo que ocurrié previamente (por tener incrementos independientes)
y que tiene la misma distribucién que el proceso original (por ser temporalmente homogéneo).
En otras palabras, el proceso no tiene memoria.

Es de suponer que, bajo esas condiciones, los tiempos de espera entre arribos tienen
que ser variables aleatorias independientes, cada una con distribucion exponencial del mismo
parametro. Esto dltimo es consistente con la condicién sobre la distribucién que tienen los
incrementos individuales (8).

'Elegimos la Definicién 1.3 porque tiene la virtud de que se puede extender a R? sin ninguna dificultad:
un subconjunto aleatorio (numerable) II de R? se llama un proceso de Poisson de intensidad X si, para todo
A € B(R%), las variables aleatorias N(A) = |[II N A| satisfacen (a) N(A) tiene la distribucién Poisson de
pardmetro A|A|, y (b) Si A1, As,..., A, € B(R?) son conjuntos disjuntos, entonces N(A1), N(Az),... N(A,)
son variables aleatorias independientes.



En efecto, de la relacién bésica (6) se deduce que si {S,, : n > 0} es un proceso de Poisson
de intensidad A, entonces las variables S,, tienen distribucién I'(n, \):

n—1 n—1 \ ()\t)k
P(S, > 1) =P(N(t) <n) =Y BN(t)=k) =) e k!
k=0 k=0

1.3. Construccién

En lo que sigue mostraremos una forma de construir un proceso puntual de Poisson {S,, :
n > 0} de intensidad A. Los arribos, S, se construyen utilizando una sucesién de variables
aleatorias a valores positivos {7}, : n > 1}:

n
Sy =0, Spi=>» T, n=1,2.... (9)
=1

Teorema 1.4. Sea {T,, : n > 1} una sucesidn de variables aleatorias independientes, cada
una con distribucion exponencial de intensidad \. El proceso de arribos {S,, : n > 0} definido
en (9) es un proceso puntual de Poisson de intensidad X. (Ver la Definicién 1.3).

Demostracion.

1. Proceso Puntual. Para cada n > 1, P(7;,, > 0) = 1 y por la ley fuerte de los grandes

numeros % Yo T — % casi seguramente. Por lo tanto, {S,, : n > 0} es un proceso puntual.

2. Distribuciones Poisson. Para cadan > 1, S,, = T1 + - - - + T}, tiene distribucién I'(n, \):

n—1 0o
Fs (t) =P(S, <t) = (1 —e My (Akt')k> 1{t >0} = (e_)‘t > (Ak'?k> 1{t > 0}.
k=0 ’ k=n )

Observando que {N(t) = n} = {N(t) < n+ 1} \ {N(t) < n} y usando la relacién bésica,
N(t) <n < S, >t, se deduce que

P(N(t)=n) = P(N(t)<n+1)—P(N() <n)=P(Spt1 >t) —P(S, >1)
n n—1

RN O A VR YD A O _
= e k‘z:k;'_e : T—C T, TL—O,].,.... (10)
0 =0

Por lo tanto, para cada t > 0 fijo, el incremento N () tiene una distribucién Poisson de media
At:
N(t) ~ Poisson(\t).

3. Pérdida de memoria. Fijamos ¢t > 0 y consideramos los arribos posteriores al instante t.
Por (3) tenemos que Sy() <t < Sy()41- El tiempo de espera desde t hasta el primer arribo
posterior a t es Sy(y)41 —¢; el tiempo de espera entre el primer y el segundo arribo posteriores
ates T4 y ast siguiendo. De este modo

T = Sn@y+1 — t, 7y = TN (t)+25 Tsft) =TN()+3 - - (11)



definen los tiempos de espera entre arribos posteriores a t.

Debido a la independencia de las T}, y la propiedad de pérdida de memoria de la distribu-
cién exponencial, parece intuitivamente claro que condicionando al evento {N(t) = n} las
variables aleatorias (11) son independientes y con distribucién exponencial.

En lo que sigue mostraremos que N (t), Tl(t),Tz(t), ... son variables aleatorias independi-
entes y que

T, 1)~ (T, T, ). (12)

Basta mostrar que para todo n > 0 y para toda eleccién de ntimeros positivos t1,..., ¢,
m € N, vale que

PN =n, T > ty,... . T > t,,) = P(N(£) = n)e M ... e Mm. (13)

Para probarlo condicionaremos sobre la variable S,,,

P(N(#)=n, T >t1) = P(S, <t < Snp1,Snp1 —t> 1)
= ]P)(Sn <t Thy1 >t +1t— Sn)

t
= / P(Tn—i-l >t +1— S)fsn (S)dS
0

t
= e)‘tl/ P(Tht1 >t —s)fs,(s)ds
0

= e MP(S, <t,Thy1 >t —S,)
P(N(t) = n)e M.
Para obtener la segunda igualdad hay que observar que {S,41 > t} N {Spt1 —t > t1} =
{Sn+1 > t1 +t} y escribir S, 11 = Sy, + T,+1; la tercera se obtiene condicionando sobre Sy; la
cuarta se obtiene usando la propiedad de pérdida de memoria de la exponencial (P(T}41 >
t1+1t— 8) = ]P)(T,H_l > tl)]P)(Tn_H >t — 8) = e_Atl]P)(T,H_l >t — S))
Por la independencia de las variables T},

N =n,TY >t ..., T > t,)
= P(S, <t<Sn+1,Sn+1—t>t1,Tn+2>t2,Tn+m>t )

(
(
= P(S <t<Sn+1,Sn+1—t>t1) )\tQ-" —Atm
(N(1) = me 1 e,

ac)

|
~

4. Incrementos estacionarios e independientes. Por (6), N(t+s) — N(t) > m, o N(t+
s) > N(t) +m, siy solo si Sy(s)1m < t+5, que es la misma cosa que Tl(t) o T < s Ast

N(t+s) — N(t) =méx{m: T + ... + 7O < 5}, (14)

Comparando (14) y (3) se puede ver que para ¢ fijo las variables aleatorias N(t + s) — N ()
para s > 0 se definen en términos de la sucesién (11) exactamente de la misma manera en
que las N(s) se definen en términos de la sucesién original de tiempos de espera. En otras
palabras,

N(t+s)— N@t) =0(s; 7 1), (15)



donde ¥ es la funcién definida en la Observacién 4. De acuerdo con (12)
{N({t+s)—N(t): s>0} ~{N(s): s>0}. (16)

De (15) y lo visto en 3. se deduce que N (t) y {N(t+s)—N(t) : s > 0} son independientes.
Seann >2y 0 <t <ty<...<ty Como (N(t2) — N(t1),...,N(tn) — N(tn—1)) es una
funcién de {N(t; + s) — N(t1) : s > 0}, tenemos que

N(tl) Yy (N(tQ) - N(tl)v v 7N(tn) - N(tn—l))
son independientes. Esto es,

P(N(tl) = ml,N(tg) — N(tl) = ma,... ,N(tn) — N(tnfl) = mn)
== P(N(tl) == ml)P(N(tQ) — N(tl) = ma,... ,N(tn) — N(tnfl) == mn)

En particular, se obtiene la la independencia de los incrementos para el caso en que n = 2:
P(N(t1) = mi1, N(ta) — N(t1) = ma) = P(N(t1) = m1)P(N(t2) — N(t1) = ma).
Usando (16) se concluye que

(N(t2) = N(t1), N(t3) = N(t2), ..., N(tn) = N(tn-1))
~ (N(tQ — tl),N(tg — tl) — N(tQ — tl), - ,N(tn — tl) — N(tn_l — tl)). (17)

El caso general se obtiene por iteracién del mismo argumento, aplicado al lado derecho de
(17):

:mQ,N(tk—tl) —N(tkfl—tl) :mk,Sg k §n)
mg)P(N(tk — t1> — N(tk,1 — tl) = mk,S < k < n)
mQ)IP’(N(tk) — N(tkfl) = mk,3 < k < n)

I
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= H P(N(tg) — N(tp—1) = my).
k=2

Por lo tanto, si 0 =ty < t; < --- < t,, entonces

n
P(N(te) = N(tp—1) = mi, 1 <k <n) = [[ PV (t — tre1) = mu). (18)
k=1
De (18) y (10) se obtienen las dos condiciones que definen a un proceso de Poisson. O

En lo que sigue mostraremos que vale la reciproca. Esto es, los tiempos de espera entre
arribos de un proceso de Poisson de intensidad A son variables aleatorias independientes cada
una con distribuciéon exponencial de intensidad .

Teorema 1.5. Sea {S,, : n > 0} un proceso puntual de Poisson de intensidad X sobre la semi-
recta positiva. Los tiempos de espera entre arribos Ty, n > 1, definidos en (1), constituyen
una sucesion de vartables aleatorias independientes cada una con distribucion exponencial de
intensidad X.



Demostracién. La densidad conjunta de T = (71,7%...,T,) se obtendrd a partir de la
densidad conjunta de las variables S = (S, 52, ...,S,) usando el método del Jacobiano. Por
definicién,
(Tl,TQ, ey Tn) == g(Sl, 52, e ,Sn),
donde g : Gop — G es la transformacion lineal biyectiva entre los conjuntos abiertos Gy =
{(81,--,8n) ER": 0< 51 <82< <8} yG@={(t1,...,tn) : t1 >0,...,t, > 0} definida
por
9(81,82, -+, 8n) = (81,82 — S1y.+,Sn — Sp—1)-

1

La funcién inversa h = g~ es de la forma

h(t17""tn) = (tlvtl +t27at1++tn)
y sus derivadas parciales

ds; O3t
i:@ZI{jSi}, 1<i,j<n

6tj (9tj
%
ot;

son continuas en (. El jacobiano es
debido a que se trata de una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal. Bajo esas
condiciones tenemos que

J(s,t) = =1

fr(t) = fs(h(t))1{t € G}.

La densidad conjunta de las variables (Si,...,S2) queda univocamente determinada por la
relacion

P(S € A) = /Afs(s)ds, A= (ar,ba] % -+ (@n,ba] € Go.

Supongamos que 0 = by < a1 < by < ag < by < -+ < a, < b, y calculemos la probablhdad
del evento (', {a; < S; < b;}. Para ello observamos que [/, {a; < S; < b;} = N (a;)—
N(bji—1) =0, N(b;) — N(a;) = 1} N{N(an) — N(bp—1) =0, N(b,) — N(ay) > 1} y usamos las
propiedades de independencia y homogeneidad temporal que caracterizan a los incrementos
de un proceso de Poisson de intensidad A:

(ﬂ{al<5 <b}>

_)\ al 1 I)A(bz _ ai)e—)\(bi—ai)) e—)\(an—bn71)(1 _ e—A(bn—an))

b1 bn—l bn
= / Adsq - - / A1 / e nds,,
al an—1
bl n—1
— / / / Ae™ sy - ds,_1dsy, (19)



e (19) se deduce que la densidad conjunta de (Si,...,Sy) es
J(S1,080) (815 -+ -5 8n) = )\”e_’\s"l{() <81 << Sple
Por lo tanto,

f(T1 ..... Tn)(th R tn) = )\ne_kz?il til{tl >0,...,t, > 0}

n

= [[reM1{ti >0} (20)

=1

La identidad (20) significa que los tiempos de espera entre arribos son independientes cada
uno con distribucién exponencial de intensidad . 0

Ejemplo 1.6. Suponga que el flujo de inmigraciéon de personas hacia un territorio es un
proceso de Poisson de tasa A = 1 por dia.

(a) {Cudl es el tiempo esperado hasta que se produce el arribo del décimo inmigrante?

(b) {Cuaél es la probabilidad de que el tiempo de espera entre el décimo y el undécimo arribo
supere los dos dias?

Solucion:
(a) E[S10] = & =10 dias.

(b) P(T1; >2) = =e220.133.

Ejercicios adicionales

1. En un sistema electréonico se producen fallas de acuerdo con un proceso de Poisson de tasa
2.5 por mes. Por motivos de seguridad se ha decidido cambiarlo cuando ocurran 196 fallas.
Hallar la media y la varianza del tiempo de uso del sistema.

2. Sean T una variable aleatoria con distribucién exponencial de media 2 y {N(¢), t > 0} un
proceso de Poisson de tasa 10 (independiente de T"). Hallar Cov (T, N(T)).

3. @ A Sea A(t) = t — Sy el tiempo reverso al evento mads reciente en un proceso de
Poisson y sea B(t) = S N(t)+1 — t el tiempo directo hasta el proximo evento. Mostrar que

(a) A(t) y B(t) son independientes,
(b) B(t) se distribuye como T (exponencial de intensidad \) ,
(c) A(t) se distribuye como min(71,t):

P(A(t) < z)=(1—e?)1{0 <z < t} + 1{z > t}.



4. @ 2 Sea L(t) = A(t) + B(t) = Sn(t)+1 — Sn() la longitud del intervalo de tiempo entre
arribos que contiene a t.

(a) Mostrar que L(t) tiene densidad
di(x) = Nae™1{0 <z < t} + A1 + M)e 1{z > t}.

(b) Mostrar que E[L(t)] converge a 2E[T}] cuando ¢ — oco. Esto parece una paradoja debido
a que L(t) es uno de los T},. Dar una resolucién intuitiva de esta paradoja.

1.4. Distribucion condicional de los tiempos de llegada

Supongamos que sabemos que ocurrié exactamente un arribo de un proceso de Poisson
en el intervalo [0, t]. Queremos determinar la distribucién del tiempo en que el arribo ocurrié.
Como el proceso de Poisson es temporalmente homogéneo y tiene incrementos independientes
es razonable pensar que los intervalos de igual longitud contenidos en el intervalo [0, ¢] deben
tener la misma probabilidad de contener al arribo. En otras palabras, el tiempo en que ocur-
rié el arribo debe estar distribuido uniformemente sobre el intervalo [0,¢]. Esto es facil de
verificar puesto que, para s < t,

P(Ty < s, N(t) =

P(N(t) =1)

P(1 arribo en (0, s], 0 arribos en (s, t])
P(N(t) =1)
P(1 arribo en (0, s])P(0 arribos en (s,t])
P(N(t) = 1)
)\sef/\sef)\(tfs)
Ate— At

P(Ty < s|N(t) =1) = D

s
ot

Este resultado puede generalizarse

Teorema 1.7 (Propiedad condicional). Sea II un proceso de Poisson de intensidad A\ sobre
R*. Condicional al evento N (t) = n, los n arribos ocurridos en el intervalo [0,t] tienen la mis-
ma distribucion conjunta que la de n puntos independientes elegidos al azar sobre el intervalo
[0,t]. En otras palabras, condicional a N(t) = n los puntos en cuestion se distribuyen como
n wvariables aleatorias independientes, cada una con distribucion uniforme sobre el intervalo
0, t].

Demostracién. Sea A, Ag, ..., Ay una particién del intervalo [0, t]. Si ny+ngo+---+ng = n,
entonces
_ [, P(N(A;) = n;)
P(N(A4;) =n;,1<i<Ek|N() = = L
(N(4) =n ! IN(t) =) P(N(t) =n)

[T e (A )™ /!
e~ M (A)™/n!

_ n! 11 LU (21)
N nl‘ng'nk‘ ; t '

10



Por una parte la distribucién condicional de las posiciones de los n arribos queda completa-
mente caracterizada por esta funcién de Ay, ..., Ag.
Por otra parte la distribucién multinomial (21) es la distribucién conjunta de n puntos
independientes elegidos al azar de acuerdo con la distribucién uniforme sobre el intervalo [0, ¢].
En efecto, basta observar que si Uy, ..., U, son variables aleatorias independientes con
distribucién uniforme sobre un conjunto A, y M(B) = ), 1{U; € B}, entonces

' n! k |Bil\"™
PM(B) =mivi=1,....k) = =TT {77 )
! .2:1 T

Se infiere que la distribucién conjunta de los puntos en II N [0,¢] condicional a que hay
exactamente n de ellos, es la misma que la de n puntos independientes elegidos al azar con
la distribucién uniforme sobre el intervalo [0, ¢]. O

Nota Bene. La propiedad condicional permite probar la existencia de procesos de Poisson
mediante simulacién. Sea A > 0y sea A1, Ao, ... una particién de R? en conjuntos borelianos
de medida de Lebesgue finita. Para cada i, simulamos una variable aleatoria N; con distribu-
cién Poisson de pardmetro A|A;|. Luego muestreamos n puntos elegidos independientemente
sobre A;, cada uno con distribucion uniforme sobre A;. La unién sobre i de tales conjuntos de
puntos es un proceso de Poisson de intensidad A. (Para més detalles ver el Chap 7 de Ferrari,
Galves (2001)) O

Ejemplo 1.8 (Insectos en un asado). Todo tipo de insectos aterrizan en la mesa de un asado
a la manera de un proceso de Poisson de tasa 3 por minuto. Si entre las 13:30 y las 13:35
aterrizaron 8 insectos, cudl es la probabilidad de que exactamente 3 de ellos hayan aterrizado
durante el primer minuto?

Solucién: Dado que aterrizaron 8 insectos durante 5 minutos, la distribucién de cada ater-
rizaje se distribuye, independientemente de los deméds, como una variable uniforme sobre el
intervalo [0,5]. En consecuencia, la probabilidad de que cada insecto hubiese aterrizado du-
rante el primer minuto es 1/5. Por lo tanto, la probabilidad de que exactamente 3 insectos
hayan aterrizado durante el primer minuto es

) 1 3 4 5 45
= — | =56— =0.1468...
() () () -5

1.5. Coloracion y adelgazamiento de procesos de Poisson

Teorema 1.9 (Coloracién). Sea IT un proceso de Poisson de intensidad X\ sobre RY. Col-
oreamos los puntos de 11 de la siguiente manera. Cada punto de 11 se pinta de rojo con
probabilidad p o de negro con probabilidad 1 — p. Los puntos se pintan independientemente
unos de otros. Sean Iy y Ila los conjuntos de puntos pintado de rojo y de megro, respec-
tivamente. Entonces 117 y Ilo son procesos de Poisson independientes de intensidades pA y
(1 — p)A, respectivamente.

11



Demostracién. Seat > 0 fijo. Por la propiedad condicional, si N (t) = n, esos puntos tienen
la misma distribucién que n puntos independientes elegidos al azar sobre el intervalo [0, ] de
acuerdo con la distribucién uniforme. Por tanto, podemos considerar n puntos elegidos al azar
de esa manera. Por la independencia de los puntos, sus colores son independientes unos de los
otros. Como la probabilidad de que un punto dado sea pintado de rojo es p y la probabilidad
de sea pintado de negro es 1 — p se deduce que, condicional a N(t) = n, las cantidades N1 (t)
y Na(t) de puntos rojos y negros en [0, tienen, conjuntamente, la distribucién binomial

P(N1(t) = n1, Na(t) = n2|N(t) = n) = ——p"' (1 — p)"*, donde ny +ngy =n.

Por lo tanto, la probabilidad incondicional es

P(Ni(t) = ny, Na(t) = na) = <(m+m)!pm(1 _p)n2> (e_MW>

n1!ns! (n1 + ng)!

(20 (e-“-pW((l —pw)m) |

! 79!

Vale decir, las cantidades N1 (t) y Na(t) de puntos rojos y negros en el intervalo [0, ] son inde-
pendientes y tienen distribuciones Poisson de intensidades pAt y (1 — p)At, respectivamente.

La independencia de las contadoras de puntos en intervalos disjuntas sigue trivialmente
del hecho de que II tiene esa propiedad. 0

Otra prueba. Sean Nj(t)y N(t) la cantidad de arribos de tipo I y de tipo II que ocurren
en [0, t], respectivamente. Es claro que N (t) = Ny(t) + Na(t).

Los arribos de tipo I (II) son un proceso puntual aleatorio debido a que son una subsucesién
(aleatoria) infinita de los arribos del proceso original y heredan su propiedad de independencia
para intervalos disjuntos.

La prueba de que {N1(t), t > 0} y que {Na(t), t > 0} son procesos de Poisson independi-
entes de intensidades pA y (1 — p)\, respectivamente, se completa observando que

P(Ny(t) = n, No(t) = m) = P(Ny(t) = n)P(Na(t) = m).

Condicionando a los valores de N (t) y usando probabilidades totales se obtiene
P(Ni(t) =n, Na(t) =m) = ZIP’(Nl(t) =n, Na(t) =m|N(t) = )P(N(t) = i)
i=0

Puesto que P(N1(t) = n, Na(t) = m|N(t) = i) = 0 cuando i # n + m, la ecuacién anterior
se reduce a

P(Ni(t) =n, No(t) =m) = P(Ni(t) =n, No(t) =m|N(t) =n+m)P(N(t) =n+m)
e (AR

= P(Ni(t) =n, Nao(t) =m|N(t) =n+m)e )

Dado que ocurrieron n+m arribos, la probabilidad de que n sean de tipo I (y m sean de tipo
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IT) es la probabilidad binomial de que ocurran n éxitos en n 4+ m ensayos. Por lo tanto,

_ _ _ n-+m n o m_—At ()\t)n+m
PO = Nalt) =m) = (") g PO
(n+m)! ot - A(1-p)e A" (AD)™
— (] — p)Me P (1-p)t
ntml 7 (1=p)7e e (n+m)!
_ <e)\pt ()‘Pt)n> (e)\(lp)t (A1 _P)t)m>
n! m! '
Lo que completa la demostracion. 0

Ejemplo 1.10 (Insectos en un asado). Todo tipo de insectos aterrizan en la mesa de un
asado a la manera de un proceso de Poisson de tasa 3 por minuto y cada insecto puede ser
una mosca con probabilidad 2/3, independientemente de la naturaleza de los demds insectos.
Si a las 13:30 se sirven los chorizos, cudl es la probabilidad de que la tercer mosca tarde més
de 2 minutos en aterrizar en la mesa?

Solucién: Las moscas aterrizan en la mesa a la manera de un proceso de Poisson de tasa
%3 = 2 por minuto. En consecuencia, los aterrizajes de moscas ocurren cada tiempos exponen-
ciales independientes de intensidad 2. De aqui se deduce que el tiempo que tarda en aterrizar
la tercer mosca, S3 tiene distribucién I'(3,2). Por lo tanto, la probabilidad de que la tercer
mosca tarde mas de 2 minutos en aterrizar en la mesa es

225 (2:2) 4
P(S3>2) =e 2 2 = (14+4+8) =0.2381...
2.
=0

Ejercicios adicionales

5. A un banco llegan clientes de acuerdo con un proceso de Poisson de intensidad 20 por
hora. En forma independiente de los demas, cada cliente realiza un depésito con probabilidad
1/4 o una extraccién con probabilidad 3/4.

(a) Si el banco abre sus puertas a las 10:00, cudl es la probabilidad de que el segundo depésito
se efectué pasadas las 10:307

(b) Cada depdsito (en pesos) se distribuye como una variable U[100,900] y cada extraccién
como una variable U[100, 500]. Si un cliente realiza una operacién bancaria de 200 pesos, cuél
es la probabilidad de que se trate de un depédsito?

1.6. Superposicion de Procesos de Poisson: competencia

El siguiente teorema de superposicion puede verse como complementario del teorema de
coloracion.

Teorema 1.11 (Superposicién). Sean 11y y Ils dos procesos de Poisson independientes de
intensidades \1 y A2, respectivamente, sobre RT. El conjunto II = II; U Tly es un proceso de
Poisson de intensidad \1 + \g. ]
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Demostracién. Sean Ni(t) = [II; N [0,t]| y Na(t) = |[II2 N [0, t]|. Entonces Ny(t) y Na(t)
son variables aleatorias independientes con distribucion Poisson de parametros A\t y Aot.
Se infiere que la suma N(t) = Ni(t) + Na(t) tiene la distribucién de Poisson de pardmetro
At + Aot = (A1 + A2)t. Més atin, si Ay, Ag, . .., son intervalos disjuntos las variables aleatorias
N(A1),N(A3),... son independientes. Falta mostrar que, casi seguramente, N (¢) = |IIN[0, ¢]|
para todo t > 0, que es lo mismo que decir que I1; y P15 no tienen puntos en comun. Este es
un paso técnico (ver el Lema 1.12) y la prueba puede omitirse en una primera lectura.

Lema 1.12. Dos procesos de Poisson Il; = {S} : n >0} y Iy = {S?2 : n > 0} independientes
y de tasas \1 y Ao, respectivamente, no tienen puntos en comun.

Demostracién. Basta probar que P(D(t)) = 0 para todo ¢, donde D(t) es el evento definido
por

D(t) := {existen puntos en comun en el intervalo (0, ]}

Para simplificar la notacién lo demostraremos para D = D(1).
Sean {Ni(t),t > 0} y {Na(t), t > 0} los procesos de conteo de los procesos de Poisson
{St:n >0}y {S%: n>0}. Elevento

1 1+ 1 1 1+1 .
D, = {Nl <2n,2n} + No <2n,2n} > 2 para algin i € [0,2" — 1]}

decrece a D cuando n tiende a infinito, y por lo tanto, por la continuidad de la probabilidad
para sucesiones monotonas de eventos,

P(D) = lim P(D,) =1— lim P(DS).

n—~oo n—oo

on 1 .. ..
1 1+ 1 1 1+ 1
P(DS) — P(ﬂ {m (22 }+N2 (2”,2”]9})
=1

on_1 . .
t 1+1 1 1+1
|| — = — <),

i=1

Pero

Debido a que los procesos son temporalmente homogéneos, para cada i vale que
1 141 1 141 _ _
P<N1 <22} o <22} - 1) = P2 +M (2 <)

Y el problema se reduce a calcular P (N7 (27") + N3 (27™) < 1). La ultima probabilidad puede
expresarse como la suma de los siguientes términos

P(Ni(27") =0, N2 (27") =0) = e M e
P(Ny(277) =0, Ny (277) =1) = e M2 e 227" 0
P(N; (277) =1, Na (27%) = 0) = e M2\ 272",
En consecuencia,
P (N (277) 4+ No (277) < 1) = e WFA227" (14 (A + M9)277). (22)
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Por lo tanto,
P(DS) = e i) (14 (A + A)27)7 (23)
La ultima cantidad tiende a 1 cuando n — oo, y se concluye que P(D) = 0. O

Teorema 1.13 (Competencia). En la situacion del Teorema 1.11, sea T el primer arribo del
proceso N = N1 + No y J el indice del proceso de Poisson responsable por dicho arribo; en
particular T es el primer arribo de Nj. Entonces

by
P(J=4T>t)=P(J =j)P(T >1) = MTJAQ((MHQ)g

En particular, J yT son independientes, P(J = j) = /\1’_17’)\2 y T tiene distribucion exponencial
de intensidad N1 + Ng.

Demostracién. Ver la demostracion del Teorema que caracteriza la distribucién del minimo
de dos exponenciales independientes. O

Ejemplo 1.14 (Insectos en un asado). Moscas y abejas aterrizan en la mesa de un asado a la
manera de dos procesos de Poisson independientes de tasas 2 y 1 por minuto, respectivamente.
Cuadl es la probabilidad de que el primer insecto en aterrizar en la mesa sea una mosca? Rta.
2/3. O

1.7. Procesos de Poisson compuestos

Un proceso estocastico se dice un proceso de Poisson compuesto si puede representarse
como

N(#)
Xt)=> Y
=1

donde {N(t), t > 0} es un proceso de Poisson, y las variables {Y;,7 > 1} son iid e independi-
entes de N.

Lema 1.15. Sea X (t) un proceso de Poisson compuesto. Si {N(t), ¢ > 0} tiene intensidad A
y las variables Y tienen esperanza finita, entonces

E[X (t)] = ME[Y1].
Mads atun, si las variables Y tienen varianza finita, entonces,

V(X (1)) = ME[Y3].

Demostracién. Para calcular la esperanza de X (¢) condicionamos sobre N (t):

E[X(®)] =E[E[X({)|N(®)]

15



Ahora bien,
[N (1)
EIX(1) [Nt =n] = E|S ¥i|N@) n]
i=1
= E zn:Yl|N(t) :n]
Li=1

'n
- E ZYZ
=1

— nE[Yi).

por la independencia de Y; y N(t)

Esto implica que
E[X(#) | N@®)] = N(®)E[Y:]
y por lo tanto,
E[X(1)] = EINQEM]] = EIN@)E[Y1] = ME[Y1].
Aunque podemos obtener E[X (t)?]
varianza condicional

condicionando sobre N(t), usaremos la férmula de la

V(X(#) = E[V(X ()N @®)] + VE[X ()N ()])-

Ahora bien,

N(t)
VIX(®) [N =n] = V (Z Y| N(t) = n)
=1

— v (iYHN(t) - n>
=1

=V (Z Y;) por la independencia de Y; y N(t)
= nV[lZ/?]l

Esto implica que
V(X(@®)[N()) = N()V(Y1)

y por lo tanto,

V(X(t) = E[N@V(Y)]+ V(N@E[}Y])
= VM)E[N(1)] +E[N]*V(N(#))

(V)M + E[V1]2Mt

tE[Y?].

&=

(I
> <
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Ejemplo 1.16. Supongamos que la cantidad de accidentes en una fabrica industrial se rige por
un proceso de Poisson de intensidad 4 por mes y que la cantidad de trabajadores damnificados
en cada accidente son variables aleatorias independientes con distribucién uniforme sobre
{1,2,3}. Supongamos también que la cantidad de trabajadores damnificados en cada accidente
es independiente de la cantidad de accidentes ocurridos. Se quiere hallar la media y la varianza
de la cantidad anual de trabajadores damnificados en dicha fabrica.

Solucién: Sean N(t) la cantidad de accidentes en ¢ meses e Y; el nimero de trabajadores

damnificados en el i-ésimo accidente, i = 1,2,.... El nimero total de trabajadores damnifi-
cados en un ano puede expresarse en la forma X (12) = Zl]i(ll 2Y;.

Utilizando los resultados del Lema 1.15 tenemos que

E[X(12)] = (4 - 12)E[V1] = 48E[V3] = 48 - 2 = 96

V(X (12)) = (4-12)E[Y?] = 48 - %4 =224

Ejercicios adicionales

6. Una particula suspendida en agua es bombardeada por moléculas en movimiento térmico
de acuerdo con un proceso de Poisson de intensidad 10 impactos por segundo. Cuando recibe
un impacto la particula se mueve un milimetro hacia la derecha con probabilidad 3/4 o un
milimetro hacia la izquierda con probabilidad 1/4. Transcurrido un minuto, cudl es la posicién
media de la particula?

7. Un servidor recibe clientes de acuerdo con un proceso de Poisson de intensidad 4 clientes
por hora. El tiempo de trabajo (en minutos) consumido en cada servicio es una variable
aleatoria U[1, 9]. Al cabo de 8 horas, cuél es el tiempo medio de trabajo consumido por todos
los servicios?
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