61.09 Probabilidad y estadistica B

Quevedo Federico
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1. Guia l

1.1. 1)
P(CO) =07
P(OM) =0,6

P(COUOM) = 0,74

a)P(COUOM) = P(CO)+ P(OM)— P(CONOM) = P(CONOM) = 0,7+0,6— 0,74 =

b)P(CO) = P(CONOM) + P(CONOM) = P(CONOM) =0,7— 0,56 = 0,14

c)P(OM) = P(OM NCO)+ P(OMNCO) = P(OMNCO) =0,6— 0,56 = 0,04

O)=1- P(CO)
)= (@ OM) +P(CONOM) = P(CONOM)=1-0,7—0,04 = 0,26
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a)P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0,36

b)

)=P(BNA)+P(BNA)=PBNA

= 0,14
P(ANB)+ P(ANB) = P(ANB) =0,

P(B

P(A)
c)P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC) = 0,56
d)P(ANC)=P(ANCNB)+P(ANCNB)= P(ANCNB) =0,04

P(C)=P(CNB)+P(CNB)= P(CNB)=0,21
P(BNC)=P(BNCNA)+P(BNCNA)=P(BNCNA)=0,17

e)P(ANB)UC)=P(ANB)+ P(C)—P(BNANC)=0,75

1.4. 4)

a) Roja: 5 champagne y 6 vino.
Blanca: 3 Champagne y 4 vino.
P(CRr) = 5+6 = 0,4545
P(Cp) = 3+4 = 0,4285

Es mas probable agarrar champagne en la roja.

b) Roja: 6 champagne y 3 vino.
Blanca: 9 champagne y b vino.
P(CRr) = 6+3 = 0,6667
P(Cp) = = 0,6429

Es mas probable agarrar champagne en la roja.

¢) Roja: 11 champagne y 9 vino.
Blanca: 12 champagne y 9 vino.

P(Cg) = 11+9 = 0,55

P(Cp) = 125 = 0,5714

Es més probable agarrar champagne en la blanca.

1.5. 5)
a) P(A) =pi +ps =045



b) Para que A este incluido en B, B tiene que tener, por lo menos, a los elementos 1 y 5.
Proponemos B = {1,2,5} — P(B) = p; + p2 + ps = 0,65 Cumple la condicién.

c) Para que la interseccion sea 0 se necesita que C no tenga al elemento 1 ni 5. Proponemos
C = {3} — P(C) = p3 = 0,3. Se ve que con los elementos ps y ps no se podria llegar a cumplir
esta condicidn.

d) Para que la interseccion sea 0 se necesita que D no tenga ni el 1 ni el 5. Como P(AU D) =
P(A) + P(D) y P(A) = 0,45 Se necesita que P(D) > 0,15. Se cumple cuando D = {2},
D ={2,3}, D={2,3,4}, D = {3,4}, D = {3}, D = {2,4}

1.6. 6)

En este ejercicio hay que recordar que cuando dos sucesos son independientes: P(A U B) =
P(A)- P(B)

Usaremos como notacion R, para las bolas rojas sacadas de la urna a siendo P, para las blancas
de la urna a, equivalente para la urna b solo cambiando el subindice.

P (Ra) = §
P(Ry) = 2 B

a)P(R, N Ry) = P(R,) - P(Ry) =

o

b)P((R,NRy)U(R,NRy)) = P(R,NRy) + P(R, N Ry) = P(R,) - P(Ry) + P(R,) - P(Ry) = ¢

)P((Ra NV Ry) U (RN Ry)) = P(Ra) - P(Ry) + P(Ra) - P(Ry) = 33

1.7. 7)

Las probabilidades de salir un 6 tirando 4 dados son: P(6endtiros) = (j) (%)4 + (4) (%)3(%) +

3
GG+ OE)E) =057
Es mas probable que salga algun 6, entonces el esposo lavara los platos més seguido.

1.8. 8)

a) 1/6 Ya que seria la probabilidad de que el segundo dado salga igual que el primero. Se puede

calcular buscando los casos que cumplen la condicion, que serian {1,1;2,2;3,3;4,4;5,5;6,6},

la probabilidad de cada uno es (%)2 por lo tanto la probabilidad total seria 6 - (%)2 = %

b) Se cumple con las combinaciones {1,2;1,3;1,4;1,5;1,6;2,3;2,4;2,5;2,6;3,4;3,5;3,6;4,5}
y todas estos mismos casos pero invertidos, es decir 1,2 — 2, 1. La probabilidad de cada caso



es (%)2, al ser los casos 13 la probabilidad total seria 2 - 13 - (é)2 = %

¢) Posibles combinaciones {4, 6;5, 5; 6,4}, esta vez ya estamos contemplando todos los casos, la
probabilidad es 3 - (%)2 =1

12

d) El primer numero puede ser 1,2,3 y el segundo 1,3,5: % . % = 3%

e) Los posibles casos son {1,2;2,3;3,4;4,5;5,6} y estos invertidos. Son 10 casos en total:

10-(§)" =

1.9. 9)

a) Area del triangulo L1 = £

b) Queda el area dentro de un archo de circunferencia. 7 - 12 - }L Lo multiplico por fracl4
ya que es un cuarto de la circunferencia.

- 1,1 (5+3)? : :
c) Es un triangulo de lado 5 + &, por lo tanto su area es -25E—. La interseccion para to-
dos los k es el triangulo de area ﬁ = % ya que se ve que con k — oo se encuentra el area que
es comun para todos los k.

d) La formula es la de un circulo centrado en el cuadrado, el area es 5, con k — oo se
llega a una circunferencia de radio tendiendo a 0, es decir que P(D) = 0.

1.10. 10)
1.11. 11)
1

a) La probabilidad de cada digito es {5 por lo tanto la probabilidad de que los primeros tres

3
digitos sean esos valores es (%) = 0,001.

b) (i>5 — 0,59049

10

c) (1%)00 =0

3
1) (1) = & = 0015625

10
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& =0,0625

3)40- (45) = 1 = 0,000625

b)

0.9 8 _ 3 _
1) % AN T 0,0121
3)0

4103  _ 100 _
4) 1103938 — 247 — 0,409
1.13 13)

30\ "

a) (35) =0,7016

40!
b) &% = 0,0489
1.14. 14)
Para que una partida pase la inspeccion debe darse el caso de que no se agarre ninguna pieza
defectuosa, o a lo sumo una. La probabilidad de no agarrar ningun elemento es: 101%81@ . % .

(100—Fk)!
OBk 9Tk 96k 952k 04k 93k 92k Ok A va que estos valores son muy grandes
90!
Vioo—k,10

para meterlos en la calculadora asi se puede expresar con variaciones o combinatorias.

100—k
. . ’ . 10 )
o como combinatorias que quedan méas lindo W

10
igual en ambas combinatorias este se cancela y queda como una variacion. Para la situacion en

que se agarra una pieza defectuosa es lo mismo solo que hay 10 formas posibles de agarrarla, la
9 . k 100—k 99—k 98—k 97—k 96—k 95—k 94—k 93—k 92—k
probabilidad Se.ca.lcularla como 10- 755 —os o5 ot 95 95 o1 03 o2 o1 No
hace falta multiplicar en distintos ordenes porque la multiplicacion es conmutativa y queda lo
100—k

mismo, con combinatorias esto queda k - ﬁ Acordarse que el 10 aparece porque la parte

10

V100,10

Se ve que como el numero de abajo es

1
de abajo de la combinatoria de arriba es 9 y la de abajo es 10, eso termina dejando 4 = 10
10!

. Entonces la probabilidad total es la suma de ambas probabilidades

11



a) P(8) = 0,818
¢) P(21) = 0,332

1.15. 15)

9

n: cantidad de urnas.
k: cantidad de bolas.

|Q2|: Cantidad de

a) Q= i:({L‘l,ZEQ,

Q] =n

Ccasos.

cx), x € {1,2,...,n}}

Casos posibles: 2017

P(17 en Uy) = 5=

17
P, =10nT, =7) = {2)

P(U, =5NUy =

P( no en las tdltimas 3 ) =

Casos posibles: (

P(17 en Ul) =

P(U; =5NU, =

P( no en las dltimas 3 ) = €3]

c) Q= {(z1, 2, ...

2 = (})

Casos posibles: (

1
(7)
PU =10NU;=T7) = (%

2017

17
3ﬂU3:9): (539)

1717
2017

T =)

17)
3NU;=9) = (316)
(%)

17

v ), xp € {0,1} />, = k}

7)

12



PU =10NUy;=7) = 7
(i7)

17
P( no en las tltimas 3 ) = %
17

—~

1.16. 16)
1.17. 17)
1.18. 18)

a) Solo se cumple si sale 6. La probabilidad vale %

b) Si el primer tiro sale 4 cualquier sea el segundo valor no se va a cumplir, ahi tenemos 6

posibilidades. Si el primero sale 5 solo se cumple con el 6, es decir, 5 posibilidades de que no se

cumpla y una de que si, y lo mismo si sale 6 en la primera. Es decir, tenemos 18 casos totales,
3

3 de los cuales cumplen la condicion: 1%

c¢) No se cumple en ningun caso. La probabilidad es 0.

d) La suma es mayor a 9 en las combinaciones {5,5;6,6;5,6;6,5} y es mayor a 10 en solo
2 de ellas. La probabilidad es %

e) El modulo es uno en las combinaciones {1,2;1,3;1,4;1,5;1,6;2,3;2,4;2,5;2,6;3,4;3,5;3,6;4,5;4,6

5,6}. De estas combinaciones solo se cumple la suma mayor a 10 en {5,6} . La probabilidad es
1
15

1.19. 19)

x|\ _ P@nB) _
a) P(A] ) = P(B)

O|O

14
14— 0,56

(=]

0
28

ot

b) P(Al0) = “5e

— 5 =0,1786

=

¢) P(BNC)=P(BNCNA)+P(BNCNA) = P(BNCNA)=0,06
P(ANB)=P(ANBNC)+P(ANBNC)= P(ANBNC) =0,08
P(A)=P(ANC)+P(ANC)= P(ANC) =0,17
P(C) = (CmA) + P(CNA)= P(CNA)=0,55

P(BNANC
P(Blye) = Potia = 58 = £ = 0,145

13



J— — Z o)
d) PAANBNC|,) = PEgre = 41 = & = 0,607
e) P(A)=P(ANB)+ P(ANB) = P(ANB) =011
P(ANB)=P(ANnBNC)+P(ANBNC)= PANBNC)=0,07
P(A} ) _ P(An((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC))) P(ANBNC)
(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)

0,07 _
0,07+0,08+0,17 0,21875

P((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) ~ P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC) —

fy PLANB) = P(ANBNC)+ P(ANBNC)= P(ANBNC) = 0,10

_ P((ANC)N((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)))
P((A n C> ‘ (AmBm?)u(AmEmC)u(ZmBmC)> - P((ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) -
. P(ANCNB) . 0,04 —1_02
" P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC)) ~ 0,140,044+0,06 ~— 5 —
1.20. 20)

a) Los posibles caminos para llegar al kiosko Q son: LLILTA; ITTL AL LTATL LALLL ATLILT
siendo I:Izquierda y A:abajo, la cantidad de caminos se puede calcular con combinatorias como
(i’) o, lo que es lo mismo (i), de la misma forma se calculan la cantidad de caminos posibles
desde Q hasta P: (g) La cantidad de caminos total es (14). Por cada camino para llegar desde

4
H a Q tenemos (g) desde Q hasta P.

() ()
(%)
b) La cantidad de caminos desde Q hagta; C es (g), y desde H hasta C es (130) asi que la
probabilidad de haber pasado por Q es (1()13%) = 15—2 = 0,4166

a) La probabilidad de pasar por Q es = 0,41958

1.21. 21)

a) La cantidad de formas que puedo recibir 3 cartas de un mismo palo, sin importar su orden,

son (130), y la cantidad de formas que puedo recibir 3 cartas de un mazo son (to). La probabi-
10
lidad es 4 - % = 12 — (,0486

(5

¢) Lo mismo que Rodriguez.

)_247

3.(10) (7
d) P(Ror|, )= H(5)) ()JU — 19— 0,05083

P(Ror N Rir) = P(Ror|, ) - P(Rir) = 152 - 53 = 0,00247
¢) P(Ror|, ) > P(Ror)

14



1.22. 22)

a) Para que la urna contenga 2 verdes y 3 rojas va a haber que sacar una verde y una roja.
1

Tenemos como situacion inicial P(R) = % y P(R) = 5 siendo R la bola verde. Si sacamos la

verde pasamos a tener P(Rg) = 3 v P(Rp) = 3 y si sacamos una roja tendriamos P(Rp) = 3

y P(RR) = %. Entonces la probabilidad total es P(R) - P(Rz) + P(R) - P(RR) = %

b) P(3VerdesZR0jas|R) = w = % =1

1.23. 23)
S
Normal Normal DosCaras
Cara Seca Cara Seca Cara Cara

P N N U N U

Cara Seca Cara Seca Cara Seca Cara Seca Cara Cara Cara Cara
a) Se pueden contar los casos y se ve que si la primer tirada salio cara la probabilidad de que

en la segunda salga cara es g = %
b) La probabilidad de que salga cara en la primera tirada es P(C}) = % = % La probabi-
lidad de que se elija una moneda normal y salga cara es P(NNC}) = 2 - % % = % ya que

1

2

P(N) = 3. Por lo tanto P(N‘Cl) = Pg\(fggl) =

wslrofeo] =

c) La probabilidad de que salga cara en la primera y segunda tirada es P(C1 N Cy) = P(C| o)
P(Cy) = g . % = % Siendo P(Cs |Cl) la probabilidad de que haya salido cara en la segunda tirada
siempre y cuando salio en la primera, se calcula contando la cantidad de caras en la segunda
tirada, sin contar las ramas en donde salio seca de la primer tirada, y luego dividiendo por el

total de casos de la segunda tirada (solo de las ramas de cara de la primer tirada).

P(NN(CiNGy)) = -g.g.%:é
_ P(NN(CinC2)) __ 5 __ 1
P(N‘CUTCQ) - P(Clﬂng)Q - ? -3

d) P(CiNCyNCs) = P(Cg‘CmCz) : P(CQ‘C’I) P(Cy)=10.8.4_ 5
3
P(Nm(ClmOng))zz.%.(%) — 1

_ P(NN(CiNC2nC3)) _ 15 _
P(N‘Cmczmcg) o 5

P(C1NC2NC3)

15



1.24. 24)

P(E1) =04 = P(E0)=1— P(E1) =06
P(RO|,,) =09 = P(R1|,,)=1—P(R0|,) =0,
P(R1|,,) = 0,95 = P(R0|,,) =1— P(R1|,) = 0,05

a) Para que se reciba un 1 puede haberse emitido un 1 y recibido un 1 o emitido un 0 y recibido
un 1. La probabilidad entonces es P(R1) = P(E1) - P(Rl}El) + P(EO) - P(Rl‘Eo) =1—0,44

25
b) Lo calculamos con Bayes: P(E1|R1) = P(Rlllf(ﬁ’ll)jwl) = 2804 — 19 — (,8636

1.25. 25)

P(E0) = 0,01 = P(E1) = 0,99

P(RO| ) =091

P(EO| ) = 0,99

P(RO| ) = PEWPI) o, p(Ro) = 2

P(R0) = P(E0) - P(R0| ) + P(E1) - P(R0|,,) = P(R0|,,) = 5500
P(R1|,,)=1—P(RO0|,,) = P(R0|,,) = 0,999

1.26. 26)
S
R R B
T~ T N
R B B R B B 3Rojas 4 Blancas

a) En la urna a hay 2 bolas rojas y 1 bola blanca, por lo tanto tenemos que P(B;) = %

b) P(By) =2-3-2+1-2=20=0,6349

_ PlRals ) P(BY _ 13
o) P(Bilp,) = ==t — = 5

d) P(R) = P(Ry) + P(Ry|, ) P(By) = &

‘Bl) 21

16



1.27. 27)

a) P(CH) =

P(QP) = 3
P(CHNQP) =5 =

12
24

1.1 _
2 2
b) P(CH) = &

P(QP) =5
P(CHNQP)=2# 5.5

24 24

1.28. 28)

a) P(1,) =0,1
P(25) =0,1
P(1,N2,)=0,01=0,1-0,1

b) P(1,) = 0,1
P(2:) =09
P(1, ﬂ2_2) =0,09=0,1-09

=

17



2. Guia 2

2.1. 1)

r <0
0<zxr<l
1<x<?2
2<x <3
3<zxr<4
4 <z

P(0,25 < x < 0,5) = F(0,5) — F(0,25)

b)
0 x <0
Fr)=¢ 23 0<z<1
1 1<z

P(0,25 < x < 0,5) = F(0,5) — F(0,25)
P(0,25 <z <0,5) = F(0,5) — F(0,25) + P(X = 0,25)

0 <0
F(z)=q 2 0<z<1i
1 % <z
P(0,25 < x < 0,5) = F(0,5) — F(0,25)
P(0,25 <z < 0,5) = F(0,5) — F(0,25) + P(X = 0,25)

2.2. 2)

a) Concentra masa positiva en X = =2y X =2, donde P(X = —2) = P(X = 2)
b) P((2< X <2)=F(2)—-F(-2)=1-—3=2
P(-2< X <2)=F(2)—- F(-2)+ P(X = —2) = 1 Ya que son todos los valores
P(2<X<2)=F(X=1)-FX=-2)+P(X=-2)=12
P(-2<X<2)=FX=1)-FX=-2)=4

c) P(Xe(-2,-1)=P(-2<X<-1)=0
PX|<1)=P(-1<X<D)=FX=1)-F(X=-1)=
P(X €(1,2)) =0

1
3

18



d) P(X < 15X <2) =Lt _ 28

— P(X<2) 2/3
_ P(X<15) _ 2/3 _ 2
PX <15X<2)= P(X<2) — 1 — 3
_ 9\ _P(X=-2 _ 13 _
e) P(X = -2[|X|=2) = P(X=—2UX=2) _ 1/3+1/3 %

2.3. 3)
0 r <0
z 0<z<2
pu— 8 -
Flo)=y 2 o,y
1 4 <z

a) F(a) =0Va <0

b)£=01=2=08= F(08) =0,

z?

5 = 0,1 = x = £1,26 No cumple ya que ese valor de x no corresponde al tramo donde es
valida la funcién.

c¢) § = 0,25 = 2 =2 No cumple ya que esa funcion solo es valida para 0 <z < 2
T _025=>1=42= F(2) =025

5§ = 0,5 =2 =4 No cumple.
Z=05=1=1+2/2= F(2v/2) =05

e) § =1 =2 =28 No cumple.
G=l=r=H4=F4)=1
2.4. 4)
2.5. 5)
0 <0
folz) =19 3(z+1) 0<z<1
1 1<z

0 <0
Fo(z)=q &2 0<2<1
1 1<z

19



)
N
)
BN
)
BN
wl—

¢) Bhx 004 = x = L

s
2.6. 6)
2.7. 7)
2.8. 8)

a)
X = Cant de blancas en 5 extracciones con reposicion.
R, =4{0,1,2,3,4,5}

P(X =0) = P(N, N Ny N ... Ny) = P(N)® = (£)°
P(X=1)=5-P(B)- P(N)*=5-3.(}*
PX=2)= () (2) (1)

P(X=3)=(3) (3)(3)
P(X=4)=()-(3)" 4

P(X =5) = (2)°

i o K
)
w
e~
[\
J

5| 0.0145
b) Y = Cant de blancas en 5 extracciones sin reposicion.
Ry =1{1,2,3}

3\ (4
PY=1)= (1)7(4) = % Siendo el numerador la cantidad de formas posibles de sacar una blanca

5
por la cantidad de formas posibles de sacar las 4 negras y el denominador la cantidad de formas
posibles de sacar 5 bolas de 7.
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v | P(Y=y)
L) 17
2 47
3] 27
2.9. 9)

a) P(N=n)= (i)n_1 -3 Es fécil de ver construyendo un arbol.

b) P(Nimpar) = P(NyN Ny N Ns N .. NN, N.) = 3000 (1207 8 =t

n=1

2.10. 10)
2zl 1 <p<1
Jx(x) = { 0 ’ En otro caso

a) La densidad esta bien definida si fx(z) esta entre 0 y 1.

0 < 202tl < 1 Reemplazo primero con z = —1

0 < =204l < 1

— § <0< 5
Reemplazo ahora con x =1

0<29+1<1
——<0<§

La interseccion de las condiciones es la misma asi que la funcion esta bien definida para:
1 1
5 <0< 5

b) La mediana es el valor de x para el cual la funcion de distribucién acumulo 0,5 de probabi-
lidad. Calculamos la funcion de distribucion:

fxa 203:+1 dr = [9:p22+a:} ial _ H:Ei;rza _ 9%
0 r < —1

Fx(z) = 93’2%—9_71 -1<z<1
1 1<z
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Si te preguntas porque integre con los limites, acordate que la funcién de distribucién es la
acumulacion de probabilidad, esta funcion vale distinto de 0 desde —1 asi que por eso puse ese
limite inferior. Con los ejercicios anteriores no hacia falta ya que la funcién valia distinto de 0
desde 0, y en ese punto la integral tambien resultaba valer 0, por lo que el segundo término de
Barrow se terminaba yendo.

Calculamos lo que pide:

0=—1/2
i 5
222 +3 _1 0,5
-3 +x + 5 = 0
2y = 2,4142
x9 = —0,4142 Esta solucion es la valida ya que se encuentra dentro del rango en que vale la funcién
0=0

x 1 _ _
§—|—§—0,5:>£E—0

6 =1/4

2
z2
tz

+3=05

% +r— }1 =0

x1 = 0,236 Esta es la solucién valida
ro = —4,236

2 2
Oz z %
R
02 + 0 — 0 =0 = ¢ = —LEV1Hds®

) PX<)=FX=1)=-51-1

— 60— [
P(O<X<1)_F(X—1)—F(}§_(f])_1—|—T1 %1
_0—1_ —3642 —0+2

_ P(-1/2<X<0) _ F(X=0)-F(X=-1/2) _ _ _
P(X < 0] =1/2 < X <1/2) = pajiex<in = FX=i/9—FX=—1/2) — i — 1 =
0, 1
— =z + =
113
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2.11. 11)

X ~0(2,10)
0 z <2
fx(z) = 1/8 2<x<10
0 10 <

Calculo las raices del polinomio X2 — 12X + 35

_ eviroarss . X1 =7
X— 2:1 :X2:5

P(X?—12X+35)=P(X <5UX>T)=P(X <5+ PX>T7)=3+3=

Y

2.12. 12)

Al partir la vara vamos a terminar con dos partes que deben sumar el tamano total, lo pode-
mos escribir como X +Y = W, con W ~ U(0, L), se cumple lo que pide el enunciado cuando
2X <Yy, 2Y < X, si graficamos todo llegamos a:

N

~2f

o B+Y

4 "R/2

BREE

A simple vista se ve que el area a calcular es 2

3

2.13. 13)
_foex(20—z) O0<z<20
Jx(x) = { 0 en otro caso
a) fup<x<ir(z) = P(gfé()((a;)l';) = f317C:z((2200_2)dx = 39:%2;” Para 3 < z < 17, 0 en otro caso.
o fx(x) o cx(20—x) _ z(20—x)
b) fz|X<3UX>17($) - P(X<§UX>17) - f03 cm(20—m)dm+f1270 cx(20—z)dx 162 Para v <3Ux > 17’ 0

en otro caso.
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2 0<z<2
fx(x)=4q¢ &2 2<z<5
0 En otro caso

% 2 0<r<2
a) fox<s(z) = L) = Lo = f}g) = fux<zs = = 2<x<3

POl ey e 0 : En otro caso
b) fx|X>3($) = PJZ))(((Q) = f;’ﬁdx = 1012”& Para 3 < x < 5, 0 en otro caso.
2.15. 15)
2.16. 16)
X ={0,1,2,3}

Y ={0,1,2}

—~
— W
—
—
N
—
—~
w w
N—
w

P(X=1Y =0)= () = % = 0,04286
P&X:ZY:O%:®g§):%:ﬂJ%6
fmxzayzoyz®g&>:%:mp@%
<HX:LY:1ﬁ:®%@L:%:Q%ﬂ
me:zY:m:@ﬁyﬁz%:Q%n
fmxzayz1p:®gﬁ>=%:wp%m
,HX:LY:2¢:®%GL:%:QM%
HX:zY:2¢:®%@ﬁ:%:QM%6
}&X:QY:1¢:®£&>:%:wp%m
fmxzayzzp:®g&)=%:wp@%

PX+Y<2)=PX=1Y=0+PX=0Y=1)+PX=1Y=1)+PX=2Y =
0)+PX=0Y=2)=24+L4+24+543_

N

P(X=0)=P(X=0,Y=1+P(X=0Y =2)= =0,07143
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PX=1)=P(X=1Y=0+P(X=1,Y=1)+P(X =1,V =2) = & = 0,4286
P(X=2)=P(X=2Y=0)+P(X=2Y=1)+P(X=2Y=2)=2=0,4286
P(X=3)=P(X=3Y=0+PX=3Y=1)=4=0,07143

Idem para P(Y =y)

b) P(X =0,V =0) = ()" = 8L = 0,01976

P(X =1,Y =0) = gz - () (2)" = 55 = 0,0791

P(X =2,Y =0) = g - ()7 (2)" = 2% = 0,1187

P(X =3Y =0) = g - () (2)" = 35 = 0,0791

P(X =4,Y =0) = 72 (). (3)" = 8L =0,01976

P(X=1Y =1) =iz ()" () () = 35 = 0,158

P(X=2Y =1)=gi7- ()" (3 (2) = 25 = 0158
P(X=3Y=1)=2-- (37 ()" (3)" = 2L = 0,05273

P(X=1Y =2) =iz - ()" () (2)) = Z = 0,105

P(X=2Y =2)=ghs- (3" (3) () = &5 =0,05273

P(X=0Y =1) =gz (D) () ()" = &5 = 005273

P(X=0,Y =2) = gz - () ()" ()" = &5 = 005273

PX4+Y <2)=PX=0Y=0+PX=1LY=0+PX=0Y=1)+PX=1Y=
1)+ P(X=2Y=0)+P(X=0Y=2)=20 =0,4812
Las marginales se calculan como en sub-item anterior.

2.17. 17)
A=A{(z,y) eR*:2°+y* <1,y > 0}
El area del semicirculo es ”712 = Z Por lo tanto fyy(z,y) =2

a)2- (fo\/ﬁ/2 Jo 2dydz + f\1@/2 o o 2dydr) =1/2

b) f,(y) = f&% 2dz = 2,/1 —y? Para 0 < y < 1, 0 en otro caso.

fe(w) = |, L=a? %dy = %\/1 — 22 Para —1 < z <1, 0 en otro caso.

2.18. 18)

kry 0<z<y<l1
en otro caso
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Primero despejamos k:

1:f01f0yka:y-d:vdy:§:>k:8

a) P(X +1>2Y) = P(Y < %) = [1 [*5 8oy dyde = S = 0,4166
)fX f 8xy - dy = 4x — 423 Para 0 < y < 1, 0 en otro caso.
fy(y fo 8xy - dv = 4y> Para 0 < 2 < 1, 0 en otro caso.

2.19. 19)

J: Hora de llegada de Juan
C: hora de llegada de Carlos

J ~ (0, 15)min = f(j) = +=
C' ~ U(5,20)min = f(c) = &=

f(j,c):f(j)-f(c):i-i:225 Para0<j<15yH<e<20

1515
P(encuentro) = 15222;52 =$
2.20. 20)

U(0,1)
(0, 1)
U(0,1)

a) Calculo las raices de Az?> + Bx + (A+ B) =0

El termino de la raiz de la ecuacién de Bascara es: B — 4A(A + B) =
Pedimos que sea mayor a 0 para que sea una raiz real y despejamos.

B—-2A<—/8A= B<A(2-9)
— > = - -
B —24] > V8A {B—2A2\/§A:>BZA(\/§+2)

B? —4A%? — 4AB

La primer ecuacion no aporta nada, dice que B debe ser menor a un numero negativo, ya que
B esta definido de 0 a 1 lo ignoramos. La segunda marca el area que debemos integrar, resulta

ser un triangulo que corta a B = len 1 = A(V8 +2) = A =
g g = 01035
P(B? — 4A(A+ B) > 0) = 0,1035
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b) La ecuacién ahora es: Az? + 2Bz +C =0

El termino de la raiz de la ecuacién de Bascara es: 4B% — 4AC < 0
Pedimos que sea menor a 0 para que no sea una raiz real y despejamos.

B < vVAC
B> —VAC

Aca a los que les gusta graficar para integrar se les complica, si quieren hacerlo para orientarse
van a tener que hacer proyecciones, recomiendo sobre a y ¢ ya que queda bastante comodo en
este caso. Pero en resumen, se ve que B esta encerrado entre las raices —vACy, VAC, pero
como B no puede ser negativo solamente esta encerrado entre el 0 y la raiz del limite superior,
A y C no tienen restricciones, integro:

|B|<AC’:{

P(4B2 —4AC < 0) = [} [ [V*.db - da - de =}

2.21. 20)

T: Tiempo de salida.
V: Tiempo de viaje.

T ~ U(0,20)
V ~ U(20,40)

fl,t) = 75
El tiempo minimo que puede tardar en tomar el tren es 77 = 42, el maximo T, = 56

a) Al hacer el dibujo vemos que queda un triangulo en la esquina superior derecha.

P(T+V >T) =PV <56—-T)=4-45 - 745 = =

b) Para este punto se recomienda ver bien el grafico para entender que areas se estan calculan-
do.

PT+V <Ty—8N42 < T+V <48) = P(T+V <34)+ P42 < T+V < 48) =

142 1 182 122\ __ 47
2 400+( 2)_100

Jun
w
(=2}

N
=
©

¢) P(T+V <56/ > 8NT +V > 42) = PIE02TIV 80 _ g — 17

N
IN

N
=}
S]

_ f(v,t) _ 1
d) fvirssnae<rv<se(v) = PSRV TT = 15

20 1 _ v—22
120 ﬁdt = 36 2<v< 34

fr(v) = (g%%ﬁ:%% 34 < v <36
6—v 1 _ 48—v
8 mdt = 136 36 <wv <42
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3. Guia 3

3.1. 1)
a) E[X]| = xip1 + xope + x3p3 = 1,1

b) E[X] = z1p1 + Tap2 + 23p3

E[X] — x1p1 — xaps = x3p3 = 0 Sabemos tambien que p; + ps +p3 = 1 = p3 = 0,6
Por lo tanto:

r3p3 =0=>23=0

c) E[X|X > —1] = % = §3 = 1,625 Se divide por ps + p3 ya que al quitar un elemento

se necesitan truncar los otros.

d) E[X] = z1p1 + zap2 + T3p3
EX|X > —1] = % Sabemos que P(X > —1) = pa+p3 = 0,8 = zopa+ax3ps = 3-0,8 =24
E[X]=-02+24=22

3.2. 2)
a) E[X]:f012:c':c~d:c:§

b) Al decir que la funcion de densidad es proporcional a a + e quiere decir que fx(z) = /{:m
siendo k la constante de proporcionalidad. Como sabemos que la integral de la funcion de den-
sidad debe ser 1 podemos despejar esa constante.

f0°°k: (1+1x) —1:>k::2

fo arpde =1
¢) fxix>1/2(z) = fllfjjj.)dm =5
1 x
EIX|X >1/2] :f1/2x-%-dx:g

d) B[X] = 7 afx(2)dz + [ 2fx(zx)de
P(X <7)=02= P(X >7) =08
Friwer(a) = 2%
fxixse(x) = pjz))(((i)?)
EX|X <7 = [T_afxxer(z)de = E[X|X < 7] = [T oo:z:P’E ydz De aca obtenemos:

EX|IX<T7-P(X<T)= f_ zfx(z)
EIX|X >7-P(X >7) = ["zfx(z) Y reemplazamos en la inicial:
EFX|=FX|X<T7]- P(X<7)+E[X]X>7] P(X>7)=172
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3.3. 3)

0 r < —1
fx()y=¢ 22 1<z <1
1 1<z

1 z
E[X] — f71x292+1dx — 2_39

3.4. 4)

0 r <0

z 0<z<l
Fy(z) = ) P

% 1<xr<?2

1 2<zx

Z o 0<z<l1
fx(@)=9 3 1<z<2

0 En otro caso
P(le):%

a)E[X]:flx-%-daz+f12x-%~dx+1-%:%+%+%:E

b) fxix<1 = f(J;XQ—g;x = 2z Valido en 0 < x < 1, 0 en otra parte.

EX|X <1]= [ z-2z-de=

Wi

P(X=1 1/3
P(X|X§1 = 1) = PEXSI; = 2_?3 :%

EX|X<1]=[lz-a-de+1-1=3

c) Ixix>1 = fffx—%(fll =1Paral <z < 2,0 en otro caso.

3.5. 5)

a) Para que la varianza sea maxima tenemos que hacer que los puntos mas alejados tengan
maxima probabilidad, con la restriccion p; +py+p3 = 1 llegamos a que p; = p3 =0,5 — ps =0

b) Caso contrario al anterior, buscamos que toda la probabilida este en un solo punto. py =

1—=pi=p3=0
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3.6. 6)
a) L ~ Exp(\) = fx(X)=Xe ™

E[X] = [\ =60
EX]=1=60=X=&

DY

E[X?) = [ 2?0 dr = 7200

E[A] = E[X] = 27 _ 1800

47 47 T

b) A ~ Exp(l—lf))

EIVX] = [y Vit de = Y=
E[L] = E[VX4n] = E[VX]4r = m/15

3.7. 7)
V[X] =9
B[X] =2

V[X] = E[X?) — B[X]? = E[X?] = V[X] + E[X]> = 13

a) V[2(X — 1)] = E[(2X — 2)?] — E[2X — 2> = 4E[X? — 8E[X] + 4 — (2E[X] — 2)? =
AE[X?] — 8E[X] + 4 — 4E[X]? + 8E[X] — 4 = 4E[X?) — 4E[X]? = 4V[X] = 36

E[2X — 2] = 2E[X] -2 =2

b) E2X2 + 1] = 2E[X?] + 1 = 27

¢) E2(X — 1)(X — 3)] = E[2X? — 8X + 6] = 2E[X?] — 8E[X] + 6 — 16

d) E[(X —¢)*] = E[X?|—2cE[X]+¢* = ¢ — c4+13 Es una parabola con minimo en z = 32 = 2

e)V]aX +b] = E[(aX +1)?| — ElaX +b]* = a’?E[ X%+ 2abE[X| +b* — a*E[X]* — 2abE[X]| - V* =
a’E[X?] — a?E[X]* = a*V[X] = 9d?

desvio: 0 = \/V[X] =V9a? =+3a=1=a=+1/3
ElaX +b=aE[X]+b=0=2a+b=+2+b=0=b=42/3

Los a,b validos son : a =1/3,b=—-2/3ya=—1/3,b=2/3
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3.8. 8)

% — r <15
h(x’y):{;(u . r>15

La funcién de probabilidad conjunta es fyy(z,y) = 1/4 Ya que la distribucién es uniforme y
forma un cuadrado de lado 2.

E[Z] = f0175 f13(x2 - ?/)zl; ~dydx + f1275 f13 Ii ~dydr = —%

3.9. 9)
N\ X; 0 1 2 3 | marginal
1 2727 0 | 0 |1/27] 1/9
> 2/9 12/9]2/9] 0 2/3
3 0 [2/9] 0 | 0 279
marginal | 8/27 | 4/9 | 2/9 | 1/27 1

X, = 0,N = 0 Es la probabilidad que no haya ninguna bola en X; y en total una urna
ocupada, es decir, que hayan puesto las 3 bolas en la misma urna, como son dos urnas la pro-
3

babilidad es 2- (1) = 2.
X; =1, N =0 Es la probabilidad de que haya una bola en X; y en total una urna ocupada, es
0 ya que si hay una bola en la urna X; deberia haber al menos otra ocupada con las otras dos,
sucede lo mismo para X; =2, N = 0.

X; =3, N =0 Es la probabilidad de que las tres bolas esten en X; y en total una urna ocupada,

3
es decir, que hayan puesto las 3 bolas en la urna X, la probabilidad es (%) = 2—17

a) E[NJ=1-142.243.2=19
EN?|=1-3+22-243%.2=% 2
VIN] = BIN?] - EIN?? = £ - (2) =2 — 0,321
b) P(X;=1,N=1)#P(X =1)-P(N=1)

0F 44

) B[Xj]=1-5+2-5+3-5 =1

EXF] =125 +2°- 54385 =3

M
J
wlot

31



3.10. 10)

a) COU(Xl,XQ) = E[Xl . XQ] - E[Xl] . E[XQ] =0= E[Xl . XQ] = E[Xl] . E[XQ] Por lo tanto
son independientes.

b) p= cov(X1,X2)

0102

3.11. 11)

La covarianza es positiva mientras mas puntos haya en el primer y tercer cuadrante que en el
segundo y cuarto.

a) La region gris oscura tiene mayor densidad que la gris y se encuentra en los cuadrantes dos
y cuatro, mientras que la blanca esta en las mismas proporciones en todos los cuadrantes, por
lo tanto la covarianza es negativa.

b) Se compensan las densidades ya que hay la misma cantidad en el segundo y tercer cuadrante.
La covarianza es 0.

c¢) Los puntos que estan més cerca del (0,0) suman mas que los que estan mas lejos. La cova-
rianza es negativa.

3.12. 12)
a)E[X] S
fo fo % drdy =

fo Jowy -3 dady =1
COU(X,Y):E[X-Y]—E[X]-E[Y]:1_§.‘§1:%

fof

2.5d
foo dd:

var[X +Y] = E[(X +Y)? - E[X + Y]? = E[X?] +2E[X - Y] + E[Y?] — (E[X]? + 2E[X]E[Y] +
ElY]?) =3

¢) E3X —Y +2| = 3E[X] - E[Y] +2 =8
E[X +Y]=E[X]+ E[Y] =2

ElBX =Y +2)-(X+Y) = [ ?BX =Y +2)(X +Y)- 1. dydz =6

covBX —-Y +2,X+Y)=E[BX-Y+2)- (X+Y)-EBX -Y +2EX+Y]|=12
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3.13. 13)

a) X: Tiempo reaccion A ~ (0, 1)
Y: Tiempo reaccion B ~ (0, 1)

W: Tiempo de reaccion del ganador — W = min{X,Y}
Z: Tiempo de reaccion del perdedor — W = maz{X,Y}

fxy(z,y) =1
a) E[W] = Elmin{X,Y}] = [7_[7 min{X,Y }dady = fol fxl x - dydx + fol JSy - dyde = 3
E|Z] = Elmaz{X,Y}] = [ [7 maz{X,Y }dady = fo fly - dydx + fol Jo © - dyde =2

EW? = Emin{X,Y}] = [72_ [72 min{X,Y }?dzdy = fol f: x? - dydx + fol Jy v? - dyde = ¢
E|Z?] = Elmaz{X, Y} = [T [7 maz{X,Y}*dedy = fol fxl y? - dydx + fol Jo &%+ dydx =

VW] = E[W? — E[W]? = L
VIZ = E[Z - E[Z? = L

_ P(X>05)=3  en elrectangulo inferior
b) PIZ>05)= P(Y >0,5) = % en el rectangulo superior
EW|Z>05]=4.2 14,71

c) E[W - Z] = fo fo zy - dedy = 5
coo(W, Z) = E]WZ] — E[W|E[Z]

3.14. 14)

o2 =V[X]=9

V[X] = E[X? — E[X]? = E[X?] = V[X] + E[X]? = 13

Sy =30 X

V[S,] = E[(X +X2+...+Xn) ] E[X1+X2+...+Xn]2 = E[X?] - E[X|]*+ E[X3] - E[X,]*+

+ E[X?] — E[X,]* =9n

3.15. 15)

Para los resultados de jemina y los alumnos estas guias ya ni figuran, si recien arrancaste y
todavia no hiciste las guias posteriores a esta mejor considera que aca termina la guia 3.

_ _ 1
Tenemos que X; =1 con p = ¢
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W) BX] = 5515 =1

6

~ 1 1 _ 4 . , .
b) Vemos que para que X sea mayor a ;5 + 5 = 1z necesitamos que 4 o mas dados caigan como

as. La probabilidad que tirando 12 dados k de ellos salgan as P(K = k) = (}7) - (3)k - (3)127F

esto se llama distribucion binomial y la vas a ver en guias posteriores. La probabilidad de que
salgan 4 o mas dados como as es 224 P(K =k)=0,1252
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4. Guia 4

4.1. 1)

a) Fy(y) = P(Y <y) = PaX +b < y) = P(X < 22 = [T fy(a)de = Fy(y) = (40 +1)
frly) = %(y—_b +1)?sib—a <y < 2a+b Estos hmltes salen de reemplazar en Y =aX +b

a
con los valores en lo que puede andar X.

b) Fyfy) = PY <y) = P(-X° <y) = P(X < —y3) = f_]y% [x(@)dr = Fy(y) =

— 1 (—yi+1)Para —-8<y<1

c) Fy(y) =P(Y <y) = P(- X2+X+2<y

Calculo raices: 1 = % — @/ — Y, Ty =5 + \/

P(—X2+X+2§y):P(X<5—@/1—yﬂx>§+ 2 —vy)
Integramos la parte donde la parabola tiene valor negativo:

5 fx(a dx+f Ix(z dl‘—FY()—l((?’ \/9 Y +27—(5+4/7—v)?)

fy(Y):lg\/ﬁ((%—\/ 248 -y Paral<y<?

d) Fy(y) = P(Y <y) = P(X? <y) = P(X < £/y)

Para los limites vemos que con —1 < y < 1 tenemos que x esta definida como la funcion que se
tiene de dato, y para y > 1 el limite inferior valdria —1.

Para -1 <y <1:

JY s x(@)de = Fx () = (/7 + 1 + (=5 + 1))
LM):wﬂf+D+Pﬂ+W)

Paral <y <4:

JY Fx(@)de = Fx(x) = (5 +1)%)
fX( ): 1&/@(\/__'—1)

e) Primero usamos el reemplazo para —1 < X < 1

FY(?/) = P(Y < y) — P(X < y j‘y fX d:E _ 7)2

Ahora para 1 < X
Fy(y)=P(Y <y)=P1 <y) = f fx(x)dr =2 =1

27
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4.2. 2)
0~ 0C(—m/2,7/2)

tg(0) =
fo(0) = 7
P(X <z)=P(tg(0) < x) = P(0 < arctg(z)) = fa:rc/té] (=) 1.d = Fx(z)= —“mg(i)ﬂﬂ
Recordemos que (arctg(z)) = =5
fx(@) = 7r(:v21+1)
4.3. 3)
Qb ~ U(_ﬂ-a 7T>
fa(d) = %
a) P(C < ¢) = P(cosp < ¢) = P(¢ < arccos(c)) = [ L. qp = arecosleltn _ ()
fC(C) - _27r\/11—70
b) fooiaf (¢)de = _%
4.4. 4)
=1—e 15 = fala) = —671;%

FA(CL

)
A=L = [ = +VirA

PL<) = PYIRA<]) = PA< £ = [ fala) -da= —e= + 1= F()

fr(l) = —2e 5r o Para [ >0

T60m
4.5. 5)
fx(z) =e* Parax >0
3 0<y<1/4
friy) =4 1/3 1/d<y<l1
0 en otro caso

No tengo idea de como saber que cambio de variables aplicar, por lo tanto, voy a limitarme a
probar que el cambio de variables que es la solucion cumple con lo pedido por el enunciado.
Dicho cambio de variables es este:
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l—e™ 7

O0<z<lind
Y = 1—3e* nd <z
0 en otro caso

P(Y <y)=P(1=<= <y) = P(z < —In(1 — 3y)) Si reemplazamos y con 1/4 obtenemos In(4
3

como limite superior.

Fy(y) = fo_ln(l_gy) fx(x)-de = fo_ln(l_gy) e ®-dr =3y = fy(y) = 3 Cumple con la primer

parte de la funciéon buscada. Vamos a ver si pasa lo mismo con la segunda:

PY <y) = P(1-3e" < y) = Pz < —In(5)) Reemplazamos con y = 1 y obtenemos

In(0) = 1, cumple con el limite inferior de la segunda parte.

Fy(y) = ff?n(ﬂ) e dr = % = fy(y) = 5 Cumple tambien con la segunda parte.
3

4.6. 6)

X = Hora de llegada a la estacion.
Y = Tiempo que tiene que esperar.

Tomando como 0 a las 7 tenemos.
X ~ (10, 30)
fx(x) =5

s [B-z 10<z<15
] 30—z 15 <2 <30

P(Y <y)=P15—z<y)=Ple>15-y) = Fr(y) = [iy 5 dv=5015-15+y) = %
fr(y) =5 Paral0<2<15=0<y<5

P(Y <y) = P30 -2 <y) = Pl =30 —y) = Fy(y) = [y, 55 - dv = £5(30 =30 +y) = &
fr(y) =5 Paral5 <2 <30=>0<y<15

Sumando las funciones segun el intervalo donde son validas llegamos a:

1 1 1
2—0‘1‘%:% 10< 2z <15
L 15 <z <30

frly) = {

20

4.7. 1)

Vi ~ 0(180, 220)
fV1 (vl) = 41_0
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0 190 < vy

Vo =< w0 190 <oy <210

1 210 < vq
P(Vy < wp) = P(U52%0 < ) = Plug < vp - 20 +190) = [0 Ly, = 20vatl90-180
2002410 — [y, (vy) Para 190 < vy < 210 = 190 < 20v, + 190 <210 =0 g vy <1

Para 210 < vy:

P(Va < v5) = P(1 < wg) = [0

180 40

Ldv, = 40—1

4.8. 8)

La funcién que indica los pulsos facturados es:
0 t<1
1 1<t<?2

Y=¢2 2<t<3

k E<t<k+1

PY <y =Pk<Y)= k+1 Ae ™ Mdt = —eM**D 1 Se ve que la funcion de distribucién
va a ser escalonada, para calcular la probabilidad en un punto vamos a hacerlo a través de la
resta de dos escalones.

PIN=k)=Fy(y=k) —Fy(ly=k—-1)= (—e*’\k%— 1) — (_G—A(kfl) +1) = —e M e A=) —
e M(er~1) Con k=1,2,3,..

4.9. 9)
Uy ~ 0O(—1/2,1/2)
Uy ~ U(—1/2,1/2)

Defino Z = Uy 4+ U,, Z puede tomar valores entre -1 y 1.

Tengo entonces en un eje U; y en otro Us, que forman un cuadrado centrado en 0 de lado 1 (la
funcion de densidad vale 1). Para Uy = —1/2y Uy = —1/2 se tiene el Z maés chico, en el otro ex-
tremo del cuadrado el mas grande, se ve que hay dos divisiones para el calculo de la distribucion.

Para -1 < 2 < 0:

P(Z <z2)=PU +U; < 2) = @ Esta area se puede calcular facil ya que es el area del
triangulo rectangulo en la parte inferior izquierda del cuadrado.

fz(Z) :Z+1
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Para 0 <z < 1:

P(Z<z2)=PU+Uy<z)=13— % Ya se acumulo 1/2 de probabilidad con el triangulo

de abajo, el otro triangulo acumula la otra mitad.

fz(z)=1—-2z

0 en otro caso.

4.10. 10)
4.11. 11)

32 O<z<1
fx(@) = { 0 en otro caso

] 1 I<y<2

frlz) = { 0  en otro caso
7=3
P(Z<z)—P(§gz)szgyz)zFZ(z)
f1 Y 32? - dady = 23y3 = ZS(Z;LU = Fy(2) = fz(2) = B Para 0 < 2 < 1/2

La segunda integral es més complicada ya que no se puede ver una forma de poder definir una
integral con dos numeros fijos, lo que se tiene que notar es que el punto donde la recta corta a
y=1lesz= g =z, por lo tanto podemos hacer la siguiente integral:

I fx/z3x2 dyde = 2 —14+2 = fs(2) = —2 + 2 Para 1/2< 2 < 1
4.12. 12)

4.13. 13)

U:{ r  r<y

Yy yz>wx

Fy(u)=PU<u)=PU<unX<Y)+PU<unNnX>Y)=PX <unX<Y)+PY <
uN X >Y) La integral se parte en dos en U = 0,5.

Para 0 < u < 0,5:
Se puede ver que el area crece segun 1 — (1 — u)? a eso le multiplicamos Fyxy(x,y) = 0,8 y

a
obtenemos Fy(u) = 0,8 —0,8(1 —u)? = fy(u) = 1,6(1 — u)
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Para 0,5 <u < 1:

Fy(u) =1-1,6(1—u)? = fy(u) = 3,2(1 —u) La constante de Fy;(u) se calculo para empalmar
el pasode 0 <u<0,5a0b<u<l

0 en otro caso.

4.14. 14)
Xy~ El’p()\l) — FXl(l’l) =1—eM™
Xy ~ Exp(Aa) — Fx, (1) = 1 — e 272

o= z <y
U_{y y>x

a) Fiy(n) = (N < n) = Pmin{X,Y} <n) =1—Pmin{X,Y} >n) =1—P({z >
n} N{y > n}) Como X; y X; son independientes: Fy(n) = 1 — P(x > n)P(y > n) =
1—[1—Fx,(n)][1 — Fx,(n)] = 1 — e hm. e7%en

fn(n) = (A + Ag)e~Mitra)n

b) j = 1 corresponde a cuando estamos por debajo de la recta identidad, es decir, es el area
del rectangulo de abajo multiplicado la probabilidad conjunta, para j = 2 es el rectangulo de
arriba.

P(j=1)= [ [;" Mdg - e MPrem e - duyday = 325

P(j=2)= [° [; MAg - e Mmre 2 L dpyday = >\1)\+2)\2

4.15. 15)

J ~ Exp(5)
P ~ Ezp(10)

a) Para que quede sin atender tiene que llegar en los 5 primeros minutos desde que iniciaron el
juego.

. 51
La probabllhdad es FJ(%) : Fp(%zl) +(1— FJ(%I)) 'Fp(12) +Fy(5)-(1-Fp(55)) = (1—e 1)
(1—e 0m) 4¢Pz (1 —e013) 4 (1 —e 1) e 101 = 0,7135 Como ven hay que tener en
cuenta la probabilidad de que pasen ambos, solo Juan y solo Pedro.

b) Calcular esto equivaldria a la probabilidad P(J < P), es decir, podemos calcularlo integran-
do el area del triangulo donde se cumple J < P.
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fooo f(f? 50e %7 e 1P djdp = %

¢) Seria la probabilidad de que llamen a Juan en los primeros 5 minutos.
P(J < 35) = Fs(35) = 0,34076

4.16. 16)

Xmin = tiempo de duracion del circuito hasta falla.
Xonin = min(Xia, Xoa, X54) Umin(Xip, Xop, X3B)
Xmina = tiempo de duracion del circuito hasta falla en un componenten A.
Xming = tiempo de duracién del circuito hasta falla en un componenten B.

Xa ~ Exzp(1/1000) = fxa(z) = e;cﬁ

Xp ~ Exp(1/1500) — fyp(x) = <20

Como los proveedores se elijen al azar:

P(A) = P(B) =0,

P(Xoin > 1200|A) = P(X14 > 1200|A) - P(Xa4 > 1200|A) - P(X34 > 1200|A) = [1 — P(X14 <
1200 g

1200[A)] - [1 — P(Xa4 < 1200[A)] - [1 — P(X34 < 1200|A)] = e~ 10003 = 0,0273
P(Xomin > 1200|B) = 0,0907

_ P(AN(Xmin>1200)) _ P(Xmin>1200]A) P(A) _
P (A Xpin > 1200) = PRoino1200)  — P(KoinSTI0[A) PP (X > 1200 B)P(B) — 02314

4.17. 17)

X ~U(=1/2,1/2) = fx(x)
Y ~U(-1/2,1/2) = fy(y)
fxy(z,y) =16

4
4

Si hacemos un dibujo de Z para distintos valores es visible que se trata de una circunferencia,
tambien lo podemos ver en la ecuacién de Z, Z = X2 + Y2, de aca podemos notar que Z = r?
siendo r el radio de la circunferencia. Ahora simplemente integramos con coordenadas cilindri-
cas.

7216 - dodr = 16 - 27 255 32m/z = Fy(2)
fa(z) = JF

4.18. 18)
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fxy(z,y) =4

Facilmente podemos dibujar el recinto de integracion y la recta Z = X +Y que es la que vamos
a buscar la funcion de probabilidad, a esto hay que agregarle la restriccion de X — Y < 0.
Dibujamos la funcion identidad y vamos a tener que integrar el area que esta entre esta ultima
funcion y la primera, se ve que queda dividido el dibujo en dos areas, una para 0 < z < 1/2y
otra para 1/2 < z < 1.

Para 0 <z < 1/2:

F.(2) = fog [Z774 - dydx = z* = fz(z) = 2z El limite superior de la integral de X se consi-

Z

guié despejando que esa interseccion entre las rectas es 7 = X +Y X 79X 5 X = 5

fz(z) _ 2z = 452

fzixsy = P(X>Y) — 1/2

Para 1/2 <2z < 1:

fgl fzy_yél cdzdy = (2 — 1)?

z 2(z—1
fz1x>y = P{)Z((>%/) = (1/2) =4(z—1)

0 en otro caso.
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5. Guia 5

5.1. 1)

]2 O<y<wz
fX,Y<x7y)_{ 1 O<zr<l1

a) fX(x) = f()m 2dy = 2x

frix=o075 = % = % = 5 Para 0 <y < 0,75, 0 en otro caso.
Jy|x=04 = % = 2_(2)’4 = g Para 0 < y < 0,4, 0 en otro caso

b) fy(y) = [, ldz=1—y
fx(x) - fy(y) = 2x(1 — y) No es independiente

¢) P(1/4 <Y <1/21X = 0,75) = [/ fyx=om(y)dy =
P(1/4<Y <1/2|X =04) = [)3 frix=0a(y)dy = £ = 0,375

5.2. 2)

1
fy(y) = [, 0.8dx - Locyos + f01’5 L,6dz - 1g5<y<1
fr(y) = % “lo<y<os + % “los<y<1

fx(z) = fol 0,8dy - lo<z<o5 + f0175 1,6dy - 1os<z<1
fx(x) = % lo<az<os + g Los<a<t

%:1 0<zr<1/2Nn0<y<1
fY‘X:x(y):b;i—((if/): GE=3 12<r<1ln0<y<1/2
Gs=35 12<z<inl/z<y<l

Multiplicando marginales se ve que no son independientes.

Yi =X+ Xy
Y, -4
Y3=X1 - Xp
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Al ser X; y X, independientes tenemos que fx, x, (71, 79) = A\2e @1+22)

a) Resuelvo por jacobiano.
(lea }/2) — (Xl + X27 %)
Despejamos X; y X5 en funcion de Y] y Y5 y llegamos a:

Yy Y
(X3, X2) = (V1 = 757 7577)
Y1 Y1
g (yl y2) ( RS y2+1)
dXq dXq 1_ Y;
dyr  dYa | Y2+1 (Y2+1)? _ S <1
Jgfl(yl,%): dXo dXo | T 1 N = det = | y2+12| Yat1)2
dY1 dYs Y2-|—1 (Y2+1)2

2,1

fY17Y2(y17y2) = fX1,X2(g (y17y3))|J 1(y1,y3) ‘ = \e (y;/#p

b)(Y1,Y;) — (X1 + Xo, X7 — X))

Y+ Xo=X1= X = Yl 2Y1
Y, = S/:;+2X2:>X2 2Y5

g (yhy?)) (y1+y3 Y1 y12y3)

dXq dXq 1 1

o aYr dYs o 2 2 o 1] 1

Jor(y1,y3) = |ax, axu| = |1 1| = det=|—3|=3
dy: dvs 2

o=

le,Yg(yhyi’)) = le,X2(g (yl,yg))lJ L(y1,y3) ‘ = )\26_/\%%

2 f/\
fy2 y2 fo " y2+1 rdyy = 1+y2)

f ( ,1) A2e— Y1 yl
Iyiye=1(1) = Ylfiz(gﬁ =~ = N2 My,

frs(ys) = J§~ Ne W5 - dy, =

vy, v (yl,o) A% 7Ay1 . Y
o) = "R = s =AY

Jyiys=

d) P(Y1 > 1Y2 =1) = [ fyaipa=i(y)dys = [~ N2e Ayly1 d?/l (1 +A)et 2 2e !
P(Y1 > 1|Y;=0) = fl fyiva=o (y1)dyy = f Ae™ dy, = e~ —> et
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5.4. 4)
5.5. 5)

Jemina dijo que este problema tenia algo mal y que valia la pena hacerlo.

5.6

¥ 2t 0<t<1
ralt 0 en otro caso

s ] 0,5t 0<t<2
ra(t) = 0 en otro caso

s ] 0,125t 0<t<4
7e(t) = 0 en otro caso

P(A) =0,
P(B) 0,3
P(C)=0,2

a) Esta parte del ejercicio es muy parecida al 4.16.

P(t>05/4)=1—P(t<05[4) =1— “52t dt = g
P(t>05B)=1—P(t<05B)=1— [°0,5-dt =
P(t>05|0)=1—P(t <0,5|C) =1~ ["70,125t - it —

_ P(AN(t>0,5)) _ P(t>0,5|A)P(A) 0,52
P(A|t > 075) — T P(t>05)  P(t>05[A)P(A)+P(t>0,5B)P(B)+P(t>0,5]C)P(C) _ 0,52 510 3}2+0 283
0,4396
Jr,(0,5)P(A) 2.0,5-0,5
b) P(Alt = 05) = fTA(0,5)P(A)+fT;(0,5)P(B)+fTC(0,5)P(C) = 2050510,560,5:0,3+0,125:0,5602
0,8511
5.7. 7)
5.8. 8)
—z(1+y)

| e x>0,y>0

Jxv(,y) = { 0 en otro caso

z) = [[Cwe U dy = e~ para z > 0

—z(14y) —
Frixmaly) = BEER = 2200 — ey

PY <y|X =1x) = Fy|x=(y) = foy xe Wdy =1— e Para x> 0,y > 0, 0 en otro caso.

b) p(z) =EY|X =2 = [ yfyix=e(y)dy =[Sy -ze ™ -dy =1
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d) Fw(w) = P(W < w) = P(
otro caso.

IN

w)=P(1 <X)= f“z)ofx(m)da: =e Y% paraw >0, 0 en

e) P(1/2 < E[Y|X] <3) = P(1/2 < w < 3) = Fy(3) — F(1/2) = e71/3 — =2 = ,5812

5.9. 9)

2 O<y<zx
fX,Y(xvy):{l 0<Z<1

En el ejercicio 5.1 obtuvimos: fx(z) = 2z

a) fy|X:x(y) = f)}j—((;)y) = % = % Para 0 < y < z, 0 en otro caso.

PY <ylX =2)=Fyix=(y)=J) tdy=LPara0 <y <z,0<z<l
b) p(x) = E[Y|X = x] = [Z yfyix=a(y)dy = [} Ldy = % Para 0 <z <1

EY) X =a] = [T Ldy =2

T
2

$x)=VIY|X =2l = EY?|X =a] —E[Y|X =2’ =2 — ()’ = ZPara0 <z < 1

) BlY|X =a] =2 = [Y]X] =%

VIYIX =2] =2 = V[Y|X] = 2

d) F(w) = P(W <w) = P(¥ <w) = P(X < 2w) = [ fx(z)dr = 4w? Para 0 < w < 1/2
P(E[Y|X] < 1/4) = P(W < 1/4) = Fy(1/4) — F(0) = 1

Fy(2) = P(Z < z) :P()l(_; <z)=P(X < £V122) :fo\/EZx-dx: 12z Para 0 < 2 < 1/12
P(VY|X] > 3/64) = P(Z > 3/64) = F5(1/12) — Fz(3/64) = L

5.10. 10)

5.11. 11)

6 bolas rojas.
4 azules.
2 negras.

X: Cantidad de bolas rojas extraidas.
Y: Cantidad de bolas azules extraidas.

46



a)

X\Y[X=z]| 0 1 | 2] 3
0 0 | 1/5 |3/5]1/5
1 1/15 | 8/15 | 2/5| 0
2 1731 2/3] 0 0
3 1 0 | 0] 0

Estos valores se pueden calcular pensando cada situacién en particular y hacer como en la guia
1, por ejemplo: X = 0,Y = 2 Seria la situacion en que sabiendo que no sacamos ninguna
roja cual es la probabilidad de saca una azul, como sabemos que no sacamos ninguna roja
solamente evaluamos las probabilidades entre 6 bolas, de las cuales 4 son azules y 2 negras. La
probabilidad de esta situacion es % . g . % . (;’) , las primeras dos probabilidades corresponden
a sacar la bola azul, la ultima a la negra, y la combinatoria representa las posibles formas que
podemos sacar esas bolas, es decir: azul, azul, negra; azul, negra, azul; negra, azul, azul.

Una forma mas sencilla de hacer esto es acordarnos de la distribucién hipergeometrica y calcu-

lar la probabilidad con una formula con combinatorias:

4 2
Py x=2(y) —%ﬁ)y) conx=0,1,230<y<3—y
3

3—x

b) EY|X =0/=1-{+2-24+3.1=2
EY|X=1=0-£+1-F+2-2=3
EY|X=2=0-5+1-2
EY|X=3=0-1=0

De la misma forma que antes tambien podemos encontrar una formula que represente estas

situaciones: E[Y|X =z| = (3 — x)%

EY?X=01=12-:+22.3432.1 =2
EYV?X=1=0"z+12- 2 +22. 2 =2
EY? X =2]=0%-1412.2=2

E[Y?X =3]=0%-1=0

VIY|X =0] = E[Y?[X =0] - E[Y|X =0 = 2
VIYIX =1] = EY?|X =1] - E[Y|X =1]> = 18
VIY|IX =2]=E[Y}X =2] - E[Y|X =2 =%
VIV|X =3|=E[Y%X =3| - E[Y|X =3]>=0

2

Y como con la esperanza, la formula que generaliza es VY |X = 2] = (9 — 2%) &

8

¢) E[Y|X

—2]=(3-2)t = E[YV|X] = (3-X)
VIY|X = z]

4
G
9—2?) 2= V[Y|X]=(9- X2
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fx(x) = f_ll z—lldy = % Para -1 <z <1

x, 1/4
frix=() = B = 15 = 3

Y[X =z] = ffooo nylX:a:(y) dy = f,ll %dy =0

b) Para calcular el area primero tenemos que calcular el largo de sus lados, tirando un pita-
goras donde los catetos son los ejes hasta v/2 queda que la hipotenusa es el lado del cuadrado
202 =H> v« H=+2-2=2

fXY(l',y) = %

V2t V2—zx
f V2—z id L vacacoy _'_f 1dy Locacvay = %(x"i‘ \/5) L acacoy T %(\/5_37) :
1{0<x<\f}

1
fYX=x(?J)=ﬁ}Y—((x’)y):{ 2(x+\/§) —V2<2<0
) (\f) (\)[<x<\/_
[Y|X:x]:ffooony|xx y) - d f\/%rmeIf\f) +f dy .

5.14. 14)
Las tres salidas son equiprobables: P(S;) = P(Sy) = P(S;) = =

E[T|S] = 4 + E[T]
E[T|Sy) = 7+ E[T]
E[T|S;] = 3

E[T] = E[T|S)]- P(S1)+ E[T|Ss] - P(S2) + E[T|Ss] - P(Ss) = (4+ E[T])s +(T+ E[T])3 +3
E[T] =14

Wl
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5.15. 15)

X ~ (0, 7)
fx(z) =+

cov(sen(X),Y) = E[sen(X) - Y] — E[sen(X)] - E[Y] Por definicién.
Despejamos cada parte:

Elsen(X)-Y] = E[g{[jﬁgg) Y|X]] = E[sen(X) - B[Y|X]]

E[Y|X]=X

E[sen(X) - X]

ElY] = E[E[Y]X]] E[X]
EX]= [l xzde =3
Pl ). ¥ | = I} sen(z)etdz =1
Elsen(X)] = [; sen(z)zdz = 2

Nos queda:
cov(sen(X),Y) = E[sen(X) - X] — E[sen(X)] - E[X] =1—-2-2 =0

5.16. 16)

X: Cantidad de pares en 100 tiros.
Y: Cantidad de impares en 100 tiros.

X ~ Bi(1/2,100)
Y =100 — X Esto es facil de ver pensando que si hubo, por ejemplo, 30 resultados pares va a
tener que haber 70 impares, y asi.

Para la distribuciéon binomial se define E[X ] n-p=100-3 =50
Y también V[X]=n-p-(1-p)=100-1-1 25]
E[Y] = E[100 — X] = E[100] — E[X] = 100 — 50 = 50

E]Y|X] =100 — X Por la misma razon antes mensionada esto se puede ver sin calcular nada.

QO(I’) _ cov(X, Y)[());'] E[X]) + E[Y]
Recordemos que ¢(z) = E[Y|X]
cov(X,Y)(X—E[X

BIY| X] = < Spe==20 + B[]
ElY|X]—-E[Y] _ cov(X)Y)

X-EX] V[X]
50—X __ cov(X)Y)
X_50 V[X]

—VI[X] =cov(X,Y) =—-25

5.17. 17)
X ~ Exp(X)
EX]=1
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E[Y|X] = X

VIYV|X] =X

Para distribuciones exponenciales sabemos que:
PIX] - 4

VIX] = 5%

EX]=5=1=x=1

VIX]=1

Pitagoras por definicién:
VY] =E[V[Y|X]]|+ VIE[Y|X]] = E[X]|+ V[X] =2

5.18. 18)

Aca solo hace falta acordarse que para la distribucion de Poisson E[X]| = u. Al decirnos que
la media por segundo es 10 quiere decir que recibe 10 impactos por segundo, para calcular la
posicién final lo hacemos como 10 - % —10- % = 5 en este caso estamos suponiendo positiva la
derecha, por lo tanto los movimientos a la derecha son positivos y los que son a la izquierda
son negativos.

5.19. 19)

X: Cantidad de ases en el primer tiro.
Y: Cantidad de ases en el segundo tiro.
Z: Cantidad de ases en el tercer tiro.

X ~ Binom(3,5)
E[X]=5-1= %

EY]=E[EY]|=E[(6-X) - {=2-2X=2%
Z ~ Binom(3,5 Y — X))
E[Z)=EE[Z]=E[}-(6-Y -X)|=%-G-EY]-EX))=1-6-2-2) =12

5.20. 20)

N: cantidad de bolsas necesarias.
X: Peso total en la balanza.
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Si N=1— X es el peso de X;
SiN=2— X esel pesode X; + X,

Lo vemos como una mezcla se variables alteatorias.

P(N=1)=P(X;>5) =
P(N =2)=P(X; <5) =

[SVITNOL g

E[X:|X; <5] =4 ya que equivaldria a ~ U(3,5)
E[X5|X; < 5] =4,5 ya que puede ser cualquier valor entre 3 y 6.

E[X|N =1] = E[X\|X; > 5| =55
E[X|N =2] = E[X; + Xo|X; < 5] = E[X1|X; <5]+ E[Xo|X; <5]=4+45=85

EX]=E[X|N=1]-P(N=1)+E[X|N=2]-P(N=2)=55-14+85.2=15

1 15
3 2

5.21. 21)

5.22. 22)

X ~0(0,2)
Y ~ 0(0, X?)

a) Area = [’ foxz 1-dyde = § = fxv(z,y) = 3

fx(@) =[5 2-dy="

E[Y|X:x]:fxzx%dyzg:E[Y|X]zgpara0<x<2

8
ElY] = [y 22— /pdy =&
E[X] = f02 %d - %
BIX?) = [} ¥ dy = 12
EIX-Y] = [2[7 3. dyde =2
VIX]= E[X?] - EXP=2_(3)"=3

cov(X,Y) = E[X - Y] — E[X]|E[Y] =2

§= SRR Bl = o -

o1



6. Guia 6

6.1. 1)

X: Tiros acertados.

2) = P(X :'2) + .}D(X =3)+..+P(X =10) =, P(X = z) = 0,6242

b) P(X =1) = 0,4019

¢) P(X =2) = 0,2009

P(X=x)
0.1342
0.3019
0.3019
0.1761
0.0661
0.0165

0.00275

| U = | W N —| O ™M

Se ve que para valores mayores a 2 la probabilidad empieza a disminuir. Los casos de mayor
probabilidad son 1 y 2, que son equiprobables.

b) P(X =x) = (10) . (%)a: . (%)10—1

T
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P(X=x)
0.1074
0.2684
0.3019
0.2013
0.0881
0.0264
0.0055

| U = | W[ DN —| O X

El caso de mayor probabilidad es 2.

6.4. 4)

b 6<z<8
fx(@)y=¢ &2 8<x<10
0 en otro caso

La probabilidad de que una arandela tenga menos de 6,5mm de diametro es f66’5 Trdr = 55

P(X =x) = (100) (L)e . (8L)L00—e

T 32 32

P(X>1) =3 P(X =) =0,8233

6.5. 5)

X ~ Poi(2) Por cada 200 individuos hay 2 zurdos.
P(X =z)=2%e?

ZO P(X = x) = 0,1429 Para numeros mayores a 20 el valor de la probabilidad ya es despre-
ciable.

6.6. 6)
La probabilidad de que aparezca un 7 en X cantidad de nimeros es P(X =) =1 — (

)x

Sle

1—
9
(—o

= 21,85

Tr =

Como pide que sea “por lo menos” esa probabilidad, redondemos para arriba, 22 digitos.

33



6.7. 7)
X ~ 15(20, 30)

a) La probabilidad de encontrar una bolsa de méas de 29kg es f;;o 1—10d:v = %
La probabilidad pedida es (1 — 15)% - &= = 0,05314
b) La probabilidad de encontrar una bolsa de menos de 22,5kg es f2202

La probabilidad pedida es > o2 (1 — 1)*- 1 =0,2373

B o1 _ 1
w0dr = 3

6.8. 8)

N: # chocolates hasta conseguir la coleccién.

Ni: # chocolate hasta el primer personaje.

Ny: # chocolate hasta el segundo personaje. ~ Geo(4/5)
Nj3: # chocolate hasta el tercer personaje. ~ Geo(3/5)
N,: # chocolate hasta el cuarto personaje. ~ Geo(2/5)
Njs: # chocolate hasta el quinto personaje. ~ Geo(1/5)

N:N1+N2+—|—N5

VIN] = VIN] +VIN] + .+ VING] = ife + e + e + s = 25,17

6.9. 9)

T: Tiempo en que la lampara va a estar encendida ~ Exp(1)

K: # cantidad de tiradas del dado.

Para calcular la cantidad de tiradas del dado evaluamos la posibilidad de que la lampara este
prendida un multiplo de 15 segundos, es decir, si tiramos 3 veces quiere decir que la lampara
estuvo prendida méas de 45 segundos y menos de 60.

P(K =k)=P(15(K —1) < T < 15K) = Fp(15(K — 1)) — Fr(15K) = e~ 5om0*~15) — ¢~ gm0k =
e’aelﬁ(k’w)(l — 6’567%)55)

Aproximando para k = 1 tenemos que K ~ Geo(1 — e 00 = 0,004158)

E[N] = E[E[N|K]] = EAK] = LE[K] = 1. —1_ = 40,08

6 — 6 6 ~ 0,004158
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6.10. 10)

Tengo todas las posibles combinaciones de 2 ases y 4 no-ases en los primeros 6 tiros, pero en el

ultimo tiene que salir un as, esta probabilidad la calculo como (3) - (3)*-(2)* =0,03349

6.11. 11)
=l 1<t<3
_ 2 1>
fT(t)_{ 0 en otro caso
P(1<t<2 )= [Ptlat =1
P2 < = [} Stat =3

La probabilidad que tiene lucas de ganar un partidoes P(1 <t <2)-34+P(2<t<3)-3 =&

Resolvemos como en el ejercicio anterior, la probabilidad buscada es (g) (%)% (1—+5)? = 0,1273

6.12. 12)
6.13. 13)

Este problema es igual al tipico de la urna con bolas de distintos colores, la distribucion hiper-
geometrica es la siguiente:

P(X =z) = (i)(%l;zr)

32775

a) P(X =0) = = 0,00278

b) P(X =2) = 1% — o157

b) I P(X =2) = L = 0,5042

1311

6.14. 14)

Probabilidad de sacar 1 bola blanca y una negra de una urna con k bolas blancas:

P(K=0)=0
P(K=1)=1=0,333
P — 1o _ 04762
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Mas probable en k =40 k=5

6.15. 15)

K: Cantidad de piezas defectuosas en cada caja.
1/6 k=0

a) P(K)=4¢ 4/6 k=1
1/6 k=2

b) Calculo la posibilidad de sacar X piezas defectuosas en una caja con K piezas defectuosas

() (55
como P(X =z|K =k) == (102)*”5
2
La probabilidad de no sacar ninguna pieza defectuosa es:
PX=0=PX=0K=0-PK=0+PX=0K=1)-PIK=1)+P(X =0/K =

2) P(K=2)=1-142.4,23 1 _ou

Calculo las demas probabilidades de la misma manera:
PX=1)=PX=1K=0)-PK=0+PX=1K=1)-PIK=1)+PX =1K =
6

2). P(K=2)=0.-141.4 416, 1_ 2%

P(X =2)=P(X =2|K =0)- P(K

=0)+P(X=2/K=1)-P(K=1)+P(X =2|K =
2).P(K=2)=0-:+4+0.44L.1_ L

¢) Son rechazadas si encuentran al menos una pieza defectuosa, por lo tanto, el porcentaje de
cajas rechazadas va a ser P(X =1) + P(X =2) = 2L + ;- = 22 = 10,1963 — 19,63 %

6.16. 16)

6.17. 17)

P(abolladura) = 0,1
P(rotura) = 0,2

) POY = ) = () - (Plabolladura) - Plrofura)* - (1 — P(abolladura) - Plrofura))** =
(%) - (0,08)* - (0,92)%~
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S® L P(X =) =0,1298

b) P(X = z) = (%) - (P(abolladura) - P(rotura))® - (1 — P(abolladura) - P(rotura))®=* =

¢) P(X = 2) = (}) - (P(abolladura) - P(rotura))® - (1 — P(abolladura) - P(rotura))®=* =
(8) +(0,02)" - (0,98)%~"
S P(X = 2) = 0,9807

d) P(abolladura) - P(rotura) + P(abolladura) - P(rotura) + P(abolladura) - P(rotura) = 0,28
P(X =z)=(5)-(0,28)"-(0,72)* "
e P(X =) = 0,2969

e) P(X = 12) = (i) - (P(abolladura) - P(rotura))® - (1 — P(abolladura) - P(rotura))®® =

() (0,72 _> (0,28)%*
S P(X = 2) = 0,99996

f) 282 . (P(abolladura)® + P(rotura)® + (P(abolladura) - P(rotura))* + (P(abolladura) -

P(rotura))?) = 0,00035

6.18. 18)

Si sabemos que ya elegimos dos articulos de la maquina A nos queda ver la probabilidad que
eligiendo otros 8 articulos, 2 sean de la maquina B. Para eso evaluamos la probabilidad de todas
las posibles combinacidnes que tengan a 2 articulos de la maquina B y luego lo sumamos. Prime-
ro tenemos que calcular las nuevas probabilidades ya que estamos acotando de A,B,C,D a B,C,D

P(B) + P(C) + P(D) = 0,7
P(B)=02— g% =%
P(C)=01— 2 =1
P(D):o,4—>%=§
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C | D | P(C=c, D=d)
06| 0079578
15| 0119367
2[4 0.074604
313 | 0.024868
4 2] 0.004663
51| 0.000466
60| 0.000019

Sumo todos los valores para obtener la probabilidad pedida 0,079578 + 0,119367 + 0,074604 +
0,024868 + 0,004663 + 0,000466 + 0,000019 = 0,30357

6.19. 19)

6.20. 20)

N: Cantidad de tiros hasta el 1¢" as ~ Geom(1/6)
M: Cantidad de 4 obtenidos

M|N =n ~ Bi(n—1,1/5) es n — 1 ya que en la ultima tirada sabemos que no salio 4 (salio
as), y la probabilidad es 1/5 ya que es la probabilidad de salir 4 sabiendo que no salio as.

E[M|N:1]:”T_1:>E[M|N]:%

E[M) = E[E[M|N]) = B[¥5] = 2= — 621 — g

5 ;
E[N?] = V[N] + E*[N] = g + 36 = 66

_I_

cov(N, M) = E[N - M] — E[N] - E[M] = E[E[NM|N]] — 6 = E[N - E[M|N]] — 6 = E[N -

(5] = 6 = HA -6 =6

6.21. 21)

X: Cantidad de luces amarillas hasta detenerse.
Y: Cantidad de semaforos hasta el primer rojo ~ Geom(0,45)

P(R) = 0,45
P(V)=0,5
P(A) = 0,05

X|Y =y ~ Bi(y — 1,) La probabilidad que aparece es la probabilidad que salga amarillo

' 11
sabiendo que no salio rojo ( ﬁ = —8’22 )
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mm:mmmszwﬁz%?—ﬁ=mﬁ—ﬁ=%

VIX|Y =y = 82050 & pix|y] = X1 10

11 11

VIX|Y] = E[X?]Y] - E[X|Y]? = E[X?|Y] = Y480

VY] = E[Y?] — E[Y]? = E[Y?] = 4,601

V[X] = E[X? — E[X]? = E[E[X?|Y]] - E[X]? = E[%] ~E[X]? = B2 | 8EY] _ 9 _
E[X]% = 0,099

6.22. 22)

C: cantidad de caras que salieron en la fase I. T: cantidad de tiros realizados en la fase II.

I
+
+
o

N
Q

I

E[T] = E[E[T|C)] = E[T|C = 0]- P(C' = 0) + E[T|C = 1] - P(C
5] -

Para cada T'|C' en particular:

T|C =0 = Pascal(p=0,5,r =4)— > E[T|C =0] =4/0,5 =8
T|C =1= Pascal(p=0,5,7r=3)— > E[T|C =1] =3/0,5=6
T|C =2 = Pascal(p=0,5,r=2)— > E[T|C =2] =2/05=14
T|C =3 = Pascal(p —05,7‘:1) > E[T|C =3]=1/0,5=2

T|IC=4=4—> E[T|C =4] =14
T|C =5=5—> E[T|C =5 =5

E[T] =8-1/3246-5/32+4-10/32+2-10/32+4-5/32 +5-1/32 = 3,84375
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7. Guia 7

7.1. 1)

X ~ Pois(2)
P(X =) = <2

z!

a) P(X >3)=1-3"_ P(X =x) =0,1429

b

P(X=x)
0.1353
0.2707
0.2707
0.1804
0.0902
0.0361
0.0120

ol i wl N~ o X

Se ve que los mayores valores se alcanzanen x =1y x = 2

¢) Uno tenderia a pensar que la cantidad de buques atendidos es 2, ya que la esperanza de esta
distribucién vale eso, pero hay que recordar que no se pueden atender mas de 3 botes, por lo
tanto lo que vamos a hacer es calcular la esperanza de manera habitual pero para toda cantidad
de barcos mayor a 3 vamos a considerar que son 3, ya que el resto se derivarian a otro puerto.
Entonces hacemos el siguiente calculo para responder lo pedido 0 - 0,1353 + 1 - 0,2707 + 2 -
0,2707 + 3 - (1 —0,1353 — 0,2707 — 0,2707) = 1,782 Como dije, la probabilidad del tercer barco
es toda la restante que no este en 0, 1 o 2.

¢) Si sumamos las probabilidades de la tabla de arriba tenemos que para 0 a 3 buques (la situa-

cion actual) hay una probabilidad de 0,1353 4 0,2707 + 0,2707 + 0,1804 = 0,8571, si incluimos
un barco méas tendriamos 0,9473 y eso cumple con lo pedido.

7.2. 2)
I ~ Pois(60)

a) Bi(2/3,60)

b) M ~ Bi(2/3,50)
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P(I =50NM =35) = Py(50) - P(M = 35) = €260 . (50) . (2)35. (1 — 2)50-35 = () 0025

50! 35

¢) Ya que la distribucién de poisson tiene la propiedad que sumando dos distribuciones con f
y o la distribucién resultante tiene us = py + po. Para este caso tenemos que de 60 insectos
60 - % = 40 son moscas y 20 no-moscas, por lo tanto la distribucién para las moscas es Pois(40)

7.3. 3)
Tej ~ Pois(2)
Ten ~ Pois(4)

a) Prej(0) - Prea(0) = <52 - <52 = 0,00248

b) Prej(1) - Prea(0) + Prej(0) - Preg(1) = £528 - €08 4 e220 et — 01487

C) PTej(l) : PTen(()) = % : # - 0,00496

Prej(0) - Prea(1) = <52 - €245 = 0,009915

0,00496 1

Calculamos la probabilidad del primero truncando. 3,90406.0,009015 — 3

7.4. 4)
U~ U(3,8)
R|U = u ~ Pois(u)

fulu) = (f5 1-du)™ =1
P(R|U = u)(r) = <%

r!

Y recordemos que P(R)(r) = [~ P(R|U = u) - fu(u)du

El ejercicio pide P(R> 1|U =u) =1— P(R=0|U = u)

u

S o)1= P(R=0,U =u))du =L [71 - gy = 0,99011

7.5. 5)

BIX]=1=1000= A= L
X ~ Exp(ﬁ)

200

a) P(X >200) =1 — P(X <200) =1 — (1 —etn) = ¢

Sl
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_ 1400
T000

b) P(X > 1400/ X > 1200) = EE=100)

€ = ¢ 5
(X>1200) 67%

¢) Muestra que la distribucion exponencial no tiene memoria.

7.6. 6)

77, 7)

ET)=5=5=>\A=1%

X ~ Pois(4)

T ~ E;Ep(%)

E[W] = E[W|X =0]- P(X = 0|X < 3)+ EW|X =1]- P(X = 1|X < 3) + E[W|X =
—_ _ E-6_4

2].P(X:21X<3):O~W+5-ﬁ+mw:7,6923

PW<wX=0)-PX=0X<3)+PW<wX=1)-PX=1X<3)+PW<wX =
2)-P(X=2[X<3)=P(T1 <w)-++ Pl +Ta <w)-8

0 w <0
Fw(w)—P(Wﬁw)_{ P(Ty <w)- 5+ P+ T, <w)-82 w>0

7.8. 8)

X ~ Exp(3) = fx(X) =3e™3®
R|X =z ~ Pois(x)

T T

a) P(R|X = z)(r) = <=2

r!

[ P(R=0|X =x) - fX(x)dx = [ 3e7. el gy = 3

0 0!

7.9. 9)

Aca hay un asunto con la notacion, nostros normalmente usabamos X; en vez de N (i), pero es
lo mismo.

X = N(T) : Cantidad de exitos en t.
X, ~ Po(8
1

)
X, ~ Po(16)
X3 ~ P0(24)
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a) P(N(1) =2) = P(X; = 2) = =8 = 0,0107

20

b) En este punto pide que la resta entre el punto 2 y 1 sea igual a 3, como la distribucién de
Poisson no tiene memoria es lo mismo pedir que el punto 1 sea igual a 3.

P(N(2) = N(1)=3) = P(Xy — X; = 3) = P(X; = 3) = <& = 0,0286

3t

¢) P(X; =2NX; =3NX,=5)=< 5. 8 <20 — 3,107

d) Para hacer calculos de este tipo usamos la distribucién Gamma, que recibe como parametros
A que es el mismo que el que usamos para Poisson y n que es la cantidad de veces que queremos
que ocurra el evento en ese periodo de tiempo.

T ~ Ga(4,8)

ET)=3=1

e) N(1) = 2 Quiere decir que ocurrieron 2 eventos en el primer minuto, por lo tanto la esperanza
que queremos calcular es ahora la esperanza de que ocurran los dos eventos restantes sumado
el minuto que ya ocurrio, calculamos como:

J ~ Ga(2,8)
E[TIN(1) =2] =1+ BE[J]=1+2=3

7.10. 10)

a)X ~ Pois(15) 15 clientes en media hora

P(X = 15) = <157 = 0,1024

b) Usamos la distribucién Gamma como en el item d del inciso anterior.

Sy ~ Ga(2,30)

La funcién de probabilidad de la distribucién Gamma esta definida como f(z|\,n) = (n)‘: Ll)! tnle A
Si buscamos la probabilidad de que la segunda llegada ocurra en mas de 5 minutos hacemos la
siguiente integral:

[ 8 ¢e=30dt = 0,2873

12

7.11. 11)
X ~ Pois(12)
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a) X; ~ Ga(1,12)

Esta integral se puede calcular haciendo el complemento y asi no te queda una integral con
limite en infinito.

[ 12612t = 1 — (72 126 12dt = 0,3679
12

b) Exactamente igual al item anterior, como la distribucién de Poisson no tiene memoria es lo
mismo que empiece 19:30 o 19:31.

7.12. 12)
N ~ Pois(10)

e=10/3(10/3)2 ¢=20/3(20/3)0
2! !

a) P(X0—20 - 2|X60 = 2)) — P(X072£(:)?Q)£22(;760:0) —

e—107102
2!

9

e=10/3(10/3)1 ¢=20/3(20/3)1 | «—10/3(103)2 ¢—20/3 (90 /5)0
1! ) 1! + 2! . 0!

b) P(Xo_20=1NX20_60=1)+P(Xo_20=2NX20_60=0) _ _

P(X60=2) e~ 1010 — 9

Esta bueno aclarar que se pueden separar las probabilidades asi ya que es una unién de procesos
mutuamente excluyentes.

7.13. 13)

Podemos considerar a las paginas como tiempo y pensar que la distribucion de errores es
E ~ Pois(1) 1 error por pagina para saber el tiempo (en este caso pagina) hasta los primeros
tres errores lo expresamos con la siguiente distribucién 7" ~ Ga(3, 1)

La probabilidad buscada es:
1= 52 (f) e gy = 0,1036

0 (z—1)!
7.14. 14)

7.15. 15)

Fallas en el alambre ~ PPo(\ = %)
Segun el teorema del adelgazamiento (o de coloracién) tenemos que: fallas detectadas ~ PPo(Ap =
A-P(0) =5-09=5%)

T ~ Exp(Ap) siendo T la longitud hasta la primer falla.
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L: longitud de los rollos.
I T T <25
1 25 T>25

E[T|T > 25| = 25 + E[T] = 25 + 2% = 41 Podemos hacer esto para esta distribucién ya que
no tiene memoria.

E[T) = E[T|T < 25|P(T < 25) + E[T|T > 25|P(T > 25) = E[T|T < 25|P(T < 25) =
E[T) — E[T|T > 25]P(T > 25) = 0 — 45 ¢79/10 = ¢ 32

E[L] = E[L|T < 25|P(T < 25) + E[L|T > 25|P(T > 25) = 6,32 + 25¢~%/10 = 16,48

Se vio que reemplaze F[L|T < 25] con E[T|T < 25] y eso es valido porque hay que recordar
que para T' < 25 tenemos que T' = L

7.16. 16)
7.17. 17)

Familias que migran ~ PPo(\ = 4) familias por semana.

N; = n°de integrantes de la familia i

N, | P

2 101
3102
4103
5 |05

5
T: Cantidad de personas que migran en 15 semanas.

T= ZzX:I Ni
TIX =x=3,N

X ~ Pois(60) familias
E[T|X =z] = E[} iy Ni| = 3., E[Ni] = 2E[Ni] =
ET|X]=p(x) =4z

E[T] = E[E[T|X]] = El4z] = 4E[X] = 240
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7.18. 18)
Arribo de vehiculos ~ PPo(\ = 40) Vehiculos / min

a) X: Cantidad de autos en 30 minutos X ~ Po(10-0,7 - 30)

P(X <2)=P(X =0)+P(X = 1)+P(X =2) = e 10O e =200 4 e 2210 — ] 421087 ~ 0

b) X4 ~ Pois(0,7-10) Autos
X ~ Pois(0,1-10) Motos
Xe ~ Pois(0,2 - 10) Camiones

P(Xa=TNXy=1NXc=2)=P(Xs=TP(Xy = 1)P(Xp=2) =" .2 =
0,0148

¢) Q: Carga del vehiculo.
EIQ] = EQIAIP(A) + E[QIM]P(M) + EQIC]P(C) = 552

X: tiempo de vehiculo

00 z=1

Q=< 120 z=2

1300 =3
Q | P(x)
400 | 0.7
120 | 0.1
1300 | 0.2

d) Arrivo de vehiculos ~ PPo(A = 600) Vehiculos/hora
T : Carga total en 1 hora.

Y, ~ Pois(0,7 - 600)
Yar ~ Pois(0,1 - 600)
Yo ~ Pois(0,2 - 600)

T = 400, + 120Y); + 1300Yc
E[T] = 400E[Y.] 4+ 120E[Ya] + 1300E[Y¢] = 400 - 420 + 120 - 60 + 1300 - 120 = 331200
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8. Guia 8

Se agradecen las colaboraciones de Tomas Boccardo.

8.1. 1)

Aca solamente buscamos las probabilidades en la tabla y reemplazamos.

a) P(—0,43 < X < 1,32) = P(1,32) — P(—0,43) = 0,9066 — 0,3336 = 0,573
P(1,28 < X < 1,64) = P(1,64) — P(1,28) = 0,9495 — 0,8997 = 0,0498
P(|X| < 1,64) = P(—1,64 < X < 1,64) = P(1,64) — P(—1,64) = 0,9495 — 0,0505 = 0,899

b) P(X <a)=0,1=a=—1,28

P(X>b)=1-P(X <b)=02=b=0,84

P(|X|<¢)=P(—c< X <c¢)=P(c)—P(—c) =P(c) — (1 = P(c)) =2P(c) =1 =0,95 = ¢ =
1,96

8.2. 2)

El problema no tiene un objetivo claro, capas pretenden que hablemos sobre la relacion entre
la media y la varianza, recordar que o = /V[X] es la desviacién e indica cuanto varia desde
la media.

8.3. 3)
8.4. 4)

Proveedor A, media 15 y varianza 9. Distribuciéon normal.
Proveedor B, media 23 y desvio 3. Distribucién normal.

Los errores que se pueden cometer son dos: agarrar una arandela y clasificarla como A cuando
es de B, y agarrar una arandela y clasificarla como B y que sea A.

. . e 1 _l(z;,ll‘z )2 oo 1 _1lz=15y2
g%gigllaablhdad de clasificar mal una arandela A es: f19 o dr = f19 Norrts 2(557)

g%glr;llaabilidad de clasificar mal una arandela B es: szo 21% e 2T dy = fjio E.ge_%(%%)gdx =
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8.5. 5)

X ~ N(lOO,O'Q) Estandarizamos 7~ N(O, 1) s x_aloo

Pide que el 90 % sea mayor a 80 asi que buscamos la probabilidad (1 —0,9) = 0,1 en la tabla
de normales, P(—1,28) = 0,1. Reemplazamos:

80—0100 =-128=0=15,625 = 0% = VIX] =244

8.6. 6)

P: Peso de los novillos.

P~ N(p,0)

P(—1,48) ~ 0,07 = £ = —148
P(1,28) ~ 0,9 = 292 =128

Despejamos de ambas ecuaciones y obtenemos p = 458,26 y 0 = 32,8

a) Al pedir el peso superado por el 15 % de los novillos tenemos que buscar un peso que no lo
superen el 85 %.

P(1,04) ~ 0,85

2—458,26 _
e = L0 =2 =49237
b) Buscamos un rango de pesos donde aseguremos que el 95% de los novillos esten en esos
valores.

P(—1,96) = 0,025 = 229820 — _1 96 = 1 = 394

32,8
P(1,96) = 0,975 = 22820 = 1 96 = z = 522,5
c¢) La probabilidad la calculamos como: f0400 me_%(zfii%ydx = 0,03784

Calculo la probabilidad de que haya alguno con una distribucién binomial:
X ~ Bi(0,03784, 25)

La probabilidad pedida es 1 — P(X = 0) = 1 — (¥') - (0,03784)" - (1 — 0,03784)% = 0,61877
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8.7. )

Vale aclarar que este ejercicio no tiene un resultado oficial, esta es la solucién que proponemos.
X ~U@B4)= fx(x)=1

Fr() = [72 frix=(y) - fx(z)dz

1/5—x

fy(5) = [y Aze727%dr = 0,1359

8.8. 8)
8.9. 9)
8.10. 10)

X: Peso neto.
Y: Peso envase.

X ~ N(49,8;1,2) Cx = 0,06
Y ~ N(8,2;0,6) Cy = 0,00859%

C: Costo total
C' =0,06X + 0,008

E[C] = E[0,06X + 0,008Y] = 0,06 E[X] + 0,008E[Y] = 3,05
V|[C] = V[0,06X + 0,008Y] = 0,062V [X] + 0,008*V[Y] = 0,00521 = o = 0,07216 Ya que X e
Y son independientes.

C ~ N(3,05;0,072)

P(C < 3) = P(z < %g53) = P(z < =0,69) = 0,2451

b) P(C > 1,02CxX) = P(C — 1,02Cx X > 0) Cambiamos variables:
W =C-1,02CxX = 0,06X + 0,008 — 1,02 - 0,06X = 0,008 — 0,0012X

E[W] = 0,00584
VW] = V[0,008Y — 0,0012X] = 0,0082V[Y] + (—0,0012)2V[X] = 0,000025 = ¢ = 0,005

W ~ N(0,00584, 0,005)

—1_ (0 1 (TR g —
PW>0)=1-PW<0)=1-[" ——L_e dz = 0,878
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8.11. 11)

Para resolver este ejercicio debemos recordar la propiedad de la distribucién normal que dice:

X1, Xs, ..., Xy son v.a. independientes, X; ~ N(u;,02) = a1 X1 + asXo + ... + @, X,y ~ N(p =
aipiy + oo+ Appin; 02 = alo? + ...+ a2o?).

A ~ Pois(1/2) articulos/ hora
M ~ N(240,70)
Para un lapso de 6 horas = X ~ Pois(1/2-6 = 3)

P(X =2) = <% =0,22404
P(X =3) = =52 = 0,22404
P(X =4) = <% =0,16803

Para las distintas cantidades de articulos vendidos tenemos las siguientes distribuciones para
el monto adquirido:

71(93;480)2
My ~ N(480,99) = P(M; > 680) = [~ &>

680 V2199
1(z=72012

dz = 0,02168

M ~ N(720,121,2) = P(M, > 680) = [o “—o=—da = 0,62927

_1,xz—960,2
My ~ N(960,140) = P(M; > 680) = [ <20 = 0,97725

P(M > 680|A = 2UA = 3UA = 4) = PRE=CORAZREPORFR A8 HOGOPEZD — 0,5032

8.12. 12)
8.13. 13)
a)A = 2?21 a;

99 | a;—60-100
Za= ==/

P(A > 6500) = P(3;2; a; — 60 - 100 > 6500 — 60 - 100) = P(Z,4 > ©00010) — p(7 >
1,43444) = 0,0757

b) P(B > 1,3C) = P(B—122,2-60 > 1,3C —122,2-60) = P(B—122,2-60 > 1,3-(C—94-60)) =
P(B—120~60—2,2-60 > 1,3~(C—94~60)) _ P(Bfl20-60 2,260 > 1,3 . -0794-60)

/6030 V/60-15-2 V/60-30 V6030 ©~ 2 /6015

Ahora recordemos lo que plantea el teorema central del limite:
Ty = >8061-12060 _ B—120-60

v/60-30 T V/60-30
T = >00e1-94-60 _ C—94.60

V60-15 T V6015
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Reemplazamos:

P(Zp — 2256 > % - Zc) = P(i5 - Z — Zc > 15 - ) = P(F5 - Zp — Zo > 0,873904)

[\

Defino la variable: Zyp = 5 - Zp — Z¢

E[Zap) = Eli5 - Zp — Zo| = 15 - E|Zs] — E[Zc] = 0
VIZas) = VI - Zs — Zc] = (5)2V(Zs) + (=1)2V[Zc] = 3,36686 = 0.1 — 1,8349

Por lo tanto ahora sabemos que Z 5 ~ N(0;1,8349)

,l( T )2
e 2(18329

f0,873904 aeel8319 0,31694

Solo nos queda calcular P(Zap > 0,873904) =

8.14. 14)

8.15. 15)

P(dar en el blanco) = 1/2
m = 12 disparos
K: # aciertos ~ Bi(n = 12,p = 1/2)

a) Se puede calcular de forma exacta como P(k = 6) = (162) (3)°-(3)% =0,22559

Para la forma aproximada usamos el teorema central del limite.
_1 z2

T 0,23033

_19.1 fz(z)=*
6-12.1
Plk=6)~ e 1o(mT)

Tambien se puede calcular como:

_ ~ 640,5—6 o 6—0,5—6 —
P(K_G)_CI><—121 ) @(m) 0,2272

2 2
b) Se puede calcular de forma exacta sabiendo que: P(X = z) = () - (3)" - (
Yate () ()7 ()7 = 0,6128

Para la forma aproximada sabemos que P(K = k) ~ N

)12 T

N[

l

La probabilidad pedida es entonces:
z—6 )2

212 3_% ( V 12/4
=6 /12/45\/2%
Tambien se puede hacer de la otra forma, solamente buscando en la tabla.

Vi P(K = k) ~ @ H28) — p(ii0)
imos que P( ) N V1211

= 0,6151
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Por lo tanto:

2 P(K =k) = @(M) — @(w> — 0,99925 — 0,38642 — 0,61283

1.1 1.1
V1253 V1235
¢) Ya calculamos la forma exacta en cada punto.

Para a) el error es |0,22559 — 0,23033 = 0,00474
Para b) el error es |0,6128 — 0,61283 = 0,00003

8.16. 16)

8.17. 17)

¢ = Xi — R; ~ U(—0,5,0,5)
53 Zz 16

Recordemos que % ~ N(0,1)

1
12

Los resultados que aparecen son para:

P(ISs] < 1) = P2 < 22) = P(12] < 2) = 2(2) -

o(—

2) =0,97725 — 0,02275 = 0,9545

Pero en verdad se esta pidiendo justo lo opuesto, que la suma difiera en mas de 1, no en menos.

Hacemos complemento y listo.
P(]S5] > 1) =1— P(|S3] < 1) =0,0455

8.18. 18)

8.19. 19)
X ~ Pois(2,5) fallas/mes
Y ~ Pois(0,25) fallas/0.1mes

672
Ser2 =) o Vi

672

672y, —672.0,25
Definamos: Z = IO

P(Sgr2 > 196) = P(Sgra —672-0,25 > 196 —672-0,25) =
VI2) — 1 - p(¥E2) =1 —0,98462 = 0,01538

8.20. 20)
C~U(3,5) = fole) = 5

72

B(

Se72—672-0,25

196—-672-0,25

/672-0,25

>

/672-0,25

) =

P(Z >



Hacemos un cambio de variables para el peso. Q = C?

1/3 1/3_
Folg) = P(Q < q) = P(C* < q) = P(C < (9)'*) = [V Ldg = L= = fo(q) = 52 para
27T < q <125

EQ] = [, shmdq = 68

— Jar
ElQY = [,7° G;TQqu = 5424

VI[Q] = E[X? — E[X] =800
La suma de los pesos seria:

100
SlOO = Zi:() Qz

) 109 0, —100-68
Definamos: Z = T

P(q + 100 > 9600) = P(q > 9500) = P(q — 100 - 68 > 9500 — 100 - 68) = P(Z > B0-10068) _
P(Z>95459) =1 — ®(9,5459) =1 —1=0

8.21. 21)

R ~ N (500, 120)
D ~ N(0,1;0,03)

Defino una variable para el costo total: C' = 0,8R + (0,8 4+ 3,6)D = 0,8R + 4,4D

E[C] = 0,8E[R] + 4,AE[D] = 400,44
V[C] = 0,82V[R] + 4,42V[D] = 9216 = ¢ = 96

P(C>a)>09= P(C<a)<0,1l
P(—1,28) ~ 0,1

220044 — 198 = x = 277,56 Esta es la ganancia por dia, para obtener la de 90 dias simple-

mente multiplicamos.

Ganancia en 90 dias. 277,56 - 90 = 24980

8.22. 22)

8.23. 23)

V, ~U(L,3)
Var ~ U(2,4)
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Definimos: X =>"" | V;

V|[:L = VL con P(IZ L) :O,6
V‘]:M:VM con P([:M) :O,4

E[V] = E[V|;—]P(I = L) + E[V|;—y]P(I = M) =2-0,6 +3-0,4 = 2,4

Var[V] = Var[V];—]P(I = L) + Var[V];—u]P(I = M) + (E[V|;—L] — E[V])*P(I = L) +
(E[V|i=m] = BIV)?P(I=M)=06-14+04-1 4 (2-24)2- 06+ (3—24)%-04=0,5733 =
o =0,7572

P(Y7, Vi > 4000) = P(Eistpnt > 000l — p(z > 990mn2d) > 0,9

Sabemos que P(Z > —1,28) = 0,9

Por lo tanto despejamos n de la siguiente expresion:

4000-n-24 _
NGO 1,28

0 < 2,4n — 0,096911/n — 4000 = n > 1683
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9. Guia 9

9.1. 1)

f | nant 0<z<l1
Xlo=n=19 0 En otro caso

A priori: Py(n) = %Vn € [1, 6] ya que es uniforme.

5 5 n—1 5 _
.. > (Fulo=n (X)) Po(n > (nXH)-Py(n 5.(0,69-0,21-0,89-0,79-0,46)" 1. P,
A posteriori: Pp(n|X) = Uiy Uatoun (XD o) Iy (X0 D) Polr) . _n?0 0,69-0,21.0,89-0,79 0)46 n—legl) :
_ ZVn Hi:l(fz\@:n(Xi))'PQ(n) Zvn Hi:l(nXi )PQ(n) ZVnn ( ,09°U,21°U,69°U, (I-U, ) : Q(n)
n5.0,04686""1-Py(n) __ n®-0,04686""1.Py(n) __ m°-0,04686™-L  ;,5.004686™ ne [1 6]
Sy, 15:0,046867 1. Py(n) — 0,5259 " 0,5259-0,04686 ~—  0,1478 ’

La parte del denominador de la formula anterior hace que la suma de todas las probabilidades
de 1, se puede verificar.

P(6 =n)
0.3171
0.4754
0.1692
0.0334
0.0048
0.0006

O U | W N —| B

E[f] =1-0,3171+2-0,4754 + 3 - 0,1692 + 4 - 0,0334 + 5 - 0,0048 + 6 - 0,0006 = 1,937

La moda (el punto donde hay mayor probabilidad) es en n = 2.

9.2. 2)

X: Longitud.
Xl|p=m~ N(u,2)
P(p=10) = 0,25
P(u=14) = 0,75

a) A posteriori:

— fz\ =m(X1)'P(/"‘:m)
Pu(ml|z) = sz;x‘H:m(X1)~P(u=m)

Sim = 10:

. fz\u:lO(Xl)P(/"’:lD) _ 0725 —
Pu(l()’l’) T Yvm falu=m (X1)-P(u=m) 37%(w>2~0,25+e7%(12’12_14)20,75 =0,2317

_1(121-10,2
e 2 2
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1,12,1-14.2
677(#>

_ Jap=1a(Xn)-Plp=14) 0,75 _
PM(14|I) - Som fzw:m(Xl)-P(H:m) - e_%(12’12_10)2~0,25+e_%(12’12_14)2.0,75 = 0,7683

b) P(X > 13) = P(X > 13|u = 10) - P(1 = 10|z) + P(X > 13| = 14) - P(pu = 14|z)
P(X > 13) = 0,06681 - 0,2317 + 0,6915 - 0,7683 = 0,5468

9.3. 3)

X: cantidad bolas blancas extraidas.
X|B = b~ Hipergeometrica(2,6,b) b es la cantidad de bolas blancas.

Recordar que para la distribucién hipergeometrica:
piry = (G2

(%)
Pg(b) = Vb € [0, 6]

G

. Py p—y(X1)- P(B=b)
a) A posteriori: Pp(b|X) = Zw,g;:b(le)-P(Bﬂ)

Con X =1: o en
(1)'(2_—1>,1 bl (6-b)!

Py ()P(B=b) ) 6 | TGN EEDRES DN 1 blo—t) B
Pp(b[1) = Yove Pe|p=p(1)P(B=b) ~ > g, Pop=(1)-P(B=b) = >y Pyp=0(1)-P(B=bd) = >y, Prip=p(1)-P(B=b)
b(6—b
CDvh € [0, 6]

b

o o x| w0 = oo
e
B
[N}
0
>

EB]=0-0+1-0,1429 + 20,2286 + 3 - 0,2571 +4 - 0,2286 + 5 - 0,1429 + 61 - 0 = 3,0003 ~ 3

9.4. 4)

Firo = %(w—@) <w<O0+2
wIe=1 En otro caso
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A priori
—_—

0 ~ U(0,10) fo(n) = £Vn € [0, 10]

0
Injo(5)-fo(n) _ %(5—n)~
L(5-n)- 0 Fnio(®)-fon)-dn — ['0-godnt 5 3 (5-m)-5
20700 — 5 — 2yn € 3, 5]

16 2

e
‘ S

A posteriori: fp(n|X) =

dn+f710 0-%dn -

o

9.5. 5)
f _far* O0<z<b

Xlo=a = ¢ En otro caso
a) Sabemos que tiene que integrar a 1 asi que podemos despejar b a partir de ahi:
fob ax’ =1

3
a- % =l=a= b%
b) A~ U(0,2) 2220 1, (a) = 1¥n € [0,2]
A _ I Uxpo=n(Xa))-fala) [T (aX?)3 _ a®(0,22+40,8243%) -3 _

ApfSte”O“‘ FonlX) = o oy fa@da — T Unomn ) Ta@ s~ o T Ui (R0 @) 0

i a32~é21

TS

Para el intervalo donde esta formula es valida hay que prestar especial atencién, el b maximo
necesario para que valga la formula de densidad fx|9—, debe ser al menos 3, ya que para el
tercer dato tenemos que 0 < 3 < b. Despejando de la relacién obtenida en a) conseguimos que

a= 3% = %, si usamos un a > % obtenemos un b < 3.
a3.121 a3.121 3 1
25 — 25 _ 1
O1/9 %'da — 1,844z10—% — 26247a Va S [0, 9]

E[X] = [ a-26247a® - da = 0,089

Moda en a = .

©

9.6. 6)

X: cantidad de tiros hasta la primera cara.
X|P = p ~ Binom(2,p)

Recordar que para distribucion binomial:
Px(nlp,n) = (7)p"(1 —p)"~"

P(cara|M;) = 0,6
P(cara|M;) = 0,4
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. Px|p_p(X1)-P(P=
A posteriori: Px(plX) = s X5 s

Para P = 0,6:

_ Px|p—oe(X1)-P(P=06) (5):0.6°(1-0,6)27°-0,5 B
Px(0,6]z) = 2vp Poip=(X1)-P(P=p) "~ (2):0,60(1-0,6)2-0-0,5+()-0,4°(1-0,4)2-0-05 0,3077
Para P = 0,4:

Px(04]z) = (ro0aC0 00 — o0 007 203 = 0,6923

2w Pep=(X1)-P(P=p) "~ (2):0,60(1-0,6)279-0,5+(5)-0,49(1-0,4)279-0,5

Y: Cantidad de tiros hasta la primer cara.
Y|P = p ~ Geom(p)

E[X] = E[Y|P = 0,6]- Px(0,6|z) + E[Y |P = 0,4] - Px(0,6|z) = & -0,3077 + ;& -0,6923 = 2,244

9.7. 7)
P ~U(0,1) 225 r.(p) = 1¥p € (0, 1)

X|P = p ~ Binom(p,6)

. . _ Pxp—p(X1)-P(P=p)
A posteriori: Px(p|z) = P 1o () P(P—p)
Con el dato: )5 \
_ Py p=p(2)-P(P=p) _ o) P (A-p)*1  15.p2(1—p)t
Px(pl2) = Jo Pxip=p(X1)-P(P=p)dp — [y (3)p*(1-p)*-1.dp 01429 ¥ € (0,1)

E[P] = ['p. B2U-p _ (375

0 0,1429

Ahora para hacer esa estimacion hacemos una binomial con la probabilidad obtenida por bayes:
Y ~ Binom(4,0,375)

P(Y =1) = (10,375 - (1 — 0,375) = 0,366
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10. Guia 10

En la nota 9 de Grynberg hay varios ejercicios de este tipo resueltos.

10.1. 1)

Recordar:

EG [X] = EG[?% 2?:1 Xz] - % ?:1 EG [Xz] = :U’(e
Vo(X) = Vo(5; Xoimy Xi) = 15 2oisy Ve(X) = 10%(0)

Ey [él] = 0 (es insesgado)
Vo(fh) = Vo(1 iy Xi) = 3 200y Vo(Xi) = 5 4 =

ECM(6,) =V (6;) + B*6,) =1

~

0, = X14+2X5+3X3+4Xy
2= 10

E[fs] = 0242:0248.024102 — ), (es insesgado)

H\ . 12.1422.1432.14421 _ 3
V(QZ) - 102 — 10

ECM(0;) = V(0,) + B*(6:) = 2

é _ X53+Xo+X3
3= 3

E[fy] = #20:5530s — g, (es insesgado)
V(ég) — 12142214321 _ 3 _ 1

32 9 3

ECM (05) =V (f5) + B(fs) =
ECM(6y) < ECM(6,) < ECM (0s)
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El mejor estimador es 0;.

10.2. 2)

Recordemos que si X ~ Ber(6):
EX]|=1¢6

V(X)=06(1-0)

=X

~

E[0,] = E[X] = 0 (es insesgado)
V(61) = V(X) =0(1-90)

ECM(6,) = V(6,) + B2(6,) = 6(1 — 0)
0y =1/2

Elfy] = E[1/2] = 1/2 (es sesgado)

A

V(b2) = V(1/2) =0

ECM(0y) = V(0) + B2(6;) = (Elfy) — 05)% = (1/2 — 0)2 = 1/4 — 0y + 02 = 0,(0, — 1) + 1/4

10.3. 3)

Que el p no los confunda, esto es exactamente igual que cuando estaba el 6.

Recordemos que una suma de experiencias de Bernoulli resulta en una distribuciéon Binomial,
para esta distribucién tenemos que:

E[X|=np

V[X] =np(1—p)

Elp) = E[L(X+Y)] = %(M + %) = 2 = p (es insesgado)

2\m n m n

Elpy) = E[XHX] = EIXIEEY] _ mpinp _ o) (o3 insesgado)

m+n m+n m+n p

V() = 1 (V(X) i V(Y)) _ i(mpfi;p) + np(i;p)) _ p(lfp)(% + %) — p(=p)  min

22\ m2 n? 22 4 4 mn

5.) — 1/ (XY — VXO+VY) _ p(—p)(mtn) _ p(1=p)
V(pQ) - V(min) - (m+n)2 T - (n1;+n)2 - pm—HZZ

Para ver cual es el preferible comparamos los errores cuadraticos medios:
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ECM(p1) = V(p1) + B*(pr) = V(py) = 2L . metn

4 mn

ECM(ps) = V() + B2(po) = V(o) = 2z

m+n

Vamos a suponer que ECM (p,) > ECM (ps):

ECM (p1) > ECM (ps)

p=p)  min - p(=p)

4 mn — m+n
m+4n 1
dmn — m+n

(m+n)? > 4mn

m? + 2mn 4+ n? > 4dmn
m? 4+ 2mn 4+ n? — 4mn > 0
m? —2mn+n? >0
(m—mn)?>0

Es evidente que esta ultima inecuacion se cumple para todo m y n, por lo tanto p, tiene menos
error que pi.

10.4. 4)
X ~U(0,60)
a) Fx(X, = 2) = P(X, < 2) = P(maz(X1, Xo,..., X,) < 7) "% P(X, < 2)- P(Xs <
) P <) = ([ 5-dt)" = (5)
d z z" nz" 1
fr(o) =B — () = men
0 gnan—t _ 9 na™ _ mentl  _ ng

EXw] = [y #5—dr = [} de = g5 = 4

_ 0 22pgnt _ 0 pantl _ mgnt2_ np?
E[X(zx)] = Jo “g—dv = [) *E—dr = n(nt2)  nt2

— _ no? nd \2 _ nf?m+1)2-n202(n+2) _ 0?(n+2n2+n—(n34+2n2
V(XZ) - E[X2] o E[X]Q — nt2 (n_—l—l) - (n+2)(n+1)2 - (n+2)(n+1)2 2 -

0“n

(n+2)(n+1)?
b) B(X(m)) = E[X(m)] —0 = 24 —
10.5. 5)
a) X = —Z?inl Xi
Por teorema central del limite definimos S = Z%)ij” = Z%Xi ~ N(0,1)
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P(X <025) = P(25% < 0,25) = P25 < 03525 — p(g5 < 1,25) = 0,80435

b) Recordar la definicién de chi cuadrado % ~x:

P(S? < 0,577) = P(S2(:2_1) < 0’572(2”_1)) conn=25y0=1
P(5%24 < 13,848) y tenemos que 5?24 ~ x3,

P(5%24 < 13,848) = 1 — P(§224 > 13.848) = 1 — 0,05 = 0,95

c¢) h(z) es la probabilidad de que = < 0,44, ya que X tiene distribucion N(0, 1) esta probabi-
lidad es 0,67. Vemos que p es una suma de eventos que son procesos de Bernoulli, a partir de
esto podemos saber su esperanza y varianza para aplicar TCL.

7 = 21221)@*0’67 ~ N(O,l)
4/ 25-0,67(1—0,67)

P(0576 < p < 0,764) = P(0,576 < LS5V, < 0,764) = P(25—30-0T _ o 7
2 ! 25-0,67(1—0,67)

25 2T 067y — p(—] < Z < 1) = P(1) — P(—1) = 0,84134 — 0,15866 = 0,68268
25-0,67(1—0,67)
10.6. 6)

Esta resuelto en la nota 9 de Grynberg (Estimadores puntuales).

10.7. 7)

X: Cantidad rojas en 5.
X ~ Bi(5,p)

Recordemos que para la distribucion binomial:

fr(z) = (C)p"(1—p)>=

Xobs =3

(5)(2/5)%(1 = 2/5)°* = 0,2304
(5)(4/5)7(1 —4/5)°7 = 0,2048

Puv =p1 =2/5

10.8. 8)

X: cant de defectuosas en 10
X ~ Hipergeometrica(n = 10; N = 100; M)
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MY (100—M
Pu(z) = (k=)
Por el método de maxima verosimilitud buscamos que M|Py (X = 2) sea max.
Lo hacemos despejando desde Py (X = 2) > Py (X = 2)

Sabemos que los valores de M que cumplen esa inecuacién tienen una probabilidad mayor que
su valor anterior, por lo tanto el ultimo M que la cumpla tendra el valor mayor.

De todas formas a simple vista se puede ver que M = 20 ya que si hay 2 defectuosas en 10, se
esperara que en 100 haya 20 defectuosas.

10.9. 9)
10.10. 10)

a) Igual que la primera parte del punto 10.6. Esta resuelto en la pagina 18 de la nota 9 de
Grynberg (Estimadores puntuales).

10.11. 11)

Muy parecido al ejercicio 10.8 pero mas facil.

X: cantidad bolas rojas extraidas.
X : Hipergeometrica(2,r + 5,7)

P(a) = WL

2
Por el método de méxima verosimilitud buscamos que r|P.(X = 2) sea max.

Como 0 < r < 6 solo son 6 casos, asi que calculo la probabilidad para cada uno y busco la
maxima:

Pyx —2) = &)

P(X =2)= ) = 0

Py(X =2) = ((32255;) — 0,04762
Py(X =2) = %f)) =0,10714
Py(X =2) = %14_553)) = 0,16667
Ps(X =2) = (253)) =0,22222
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G)16) _
() = 0,27273

La mayor probabilidad es que halla 6 bolas rojas, la probabilidad pedida entonces es:

Ps(X =2)

— 6

(5) !

=

10.12. 12)

X: duracion del tanque en minutos.
X ~ N(u,2) estimo p con X:

Calculamos la media como el promedio de todos los valores muestrales

3 _ 37,447451,101+34,2584-38,4014-33,288+45,971+47,3484-36,2414-41,585 __ 40.627
= 5 = ,

<

estandarizo

P(X > 45) P(Z > 82081y = (Z > 2,1865) = 1 — (Z < 2,1865) = 0,01439

b) La probabilidad de que una muestra sea mayor a 0,45 puede ser 1 o 0 dependiendo si se
cumple o no tal condicién. Promediamos todas las probabilidades y llegamos al valor pedido:

P(X1>45)+P(X3>45)+...+P(Xo>45
P(X > 45) = (X1>45)+P( 2> )t +P(X9>45) 0+1+0+0+g+1+1+0+0 :%

10.13. 13)
X: diametro de objetos.

X ~ N(100,0)

a) Si en 10 objetos se encontraron 2 defectuosos tenemos que la probabilidad de encontrar un

defectuoso va a ser de p = %

Como la distribucién es normal buscamos P(Z < z) = 0,2 — z = —0,83 ya que la probabilidad
de que sea defectuoso es la probabilidad de que el diametro sea menor a 99cm

De la estandarizacién tenemos 229 — (083 — 6, = 1,2
oMV ’ )

P(Z <z)=07—z=053

99—100
OA'MV
existe.

= 0,53 — oyv = —1,89 La desviacion no puede ser negativa por lo tanto este caso no
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10.14. 14)

X: duracion de la maquina en dias.
X ~ Exp(\)

Media: X = 359+317+2379+53+554£B536+414+122+345+739 — 581,8 dias

Como es una distribucién exponencial sabemos que X = % — A= ﬁ

De aca despejamos la varianza como: V(X) = 55 = 581,8% = 338491,24dias>

Y para la mediana calculamos el X para el cual acumulo el 0,5 de probabilidad:
F(X)=1—¢e 18 =05 — = = 403,27

10.15. 15)

X: duracién en horas de la bateria.
X ~ Ezp(N)

Ahora consideramos:

Y=0s1X<2

Y=1s1iX>2

Puv =15 20y Vi =07

P2<X)=1-P(X <2)= e =0,7 = \A=0,1783

La probabilidad pedida es P(X > 2,5) =1 — P(X < 25) = ¢ 2501783 = () 64
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11. Guia 11

11.1. 1)

Hacemos un cambio de variables para llegar a un problema conocido. Y = %
fry) =2y1{0 <y <1}

Planteamos P(Y <Y} _,) =1—«

fOYIQQy dy=Y2: _ =1—-a—=Y ,=V1—-a

Volvemos a las variables originales:

Y§Y1_a—>%§\/1—oz—>

<46

ﬁa
Q

11.2. 2)
Resuelto en la pagina 7 del apunte 10 de Grynberg.

a) El estimador de maxima verosimilitud para 6 es X,y = max(Xy,...,X;) y tiene densidad:

fla) =25

Como depende de § no es un pivote asi que proponemos un cambio de variables para que si lo
X (o . .
sea: () = Su funcion de densidad es:

folq) = nq” 11{0 < ¢ < 1} No depende de 6 por lo tanto Q = = es pivote.

b) Para un intervalo de confianza de nivel 8 tenemos:
Pl1-p<QX,0)<1l)=1-«
P(l B<X(n) <1)—1—Oé
P <

(

Ly=1-a

P(X(n <0<

Para obtener el intervalo de confianza solo nos queda despejar ¢;_g:
v =" fola)dg = g, = A"

Reemplazando obtengo que el intervalo de confianza es:
X X
(n) (n)

X(n [f=1—«
I1C(X) = | Xy 52| = [Xew, 72507] [ X 35

¢) [ fo(q)dg = 0,95
k(X1 + X5))" = 0,95

E— 0,95%/™
T X1+Xe
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11.3. 3)

_ 52
Sabemos que X = 3 S X~ N, %)

X
Entonces W% ~ N(0,1)
Queremos un intervalo de confianza de 0,95, los valores z son:
P(—1,96) = 0,0250 — Zj 925 = —1,96
P(1,96) = 0,9750 — Zy 975 = 1,96

P(Zy025 < f/?/% < Zyg15) = 0,95

P(X + Z 025 - \/Lg <pu< X+ Zoors - \/Lg) = 0,95

B 9
X = %Zi:l Xz — 8,016+8,488+7,395+9,011+7,232+7,841+8,651+6,917+8,490 _ 8,03789 yo = 1 es dato del

enunciado.
P(7,3845 < 11 < 8,6912) = 0,95 = IC' = |7,3845; 8,6912

b) Para que el error sea de 0,01 tenemos que pedir que:
201025 . \/Lﬁ < 0,01 = n > 38416

11.4. 4)
Busco un pivote para p con o desconocido, llamo U al pivote.
B X X
_z g/Vn —A-p 1 _ A-p i i i _
T ~ty_1 = \/<n71>s2 — = 5//n 55 — S/vn ~ t,_1 Esto sirve como pivote si ¢ descono
" B =)

cido.
Calculo la sumatoria primero sumando todas las filas y luego esos resultados:

Y¢ita1 = 850 + 740 + 900 + 1070 + 930 + 850 + 950 + 980 + 980 + 880 = 9130
Yrila2 = 1000 + 980 + 930 + 650 + 760 + 810 + 1000 + 1000 + 960 + 960 = 9050
Ysitaz = 960 + 940 + 960 + 940 + 880 + 800 + 850 + 880 + 900 + 840 = 8950
Ysitaa = 830 + 790 + 810 + 880 + 880 + 830 + 800 + 790 + 760 + 800 = 8170
Yitas = 880 + 880 + 880 + 860 + 720 + 720 + 620 + 860 + 970 + 950 = 8340
Y¢itae = 880 + 910 + 850 + 870 + 840 + 840 + 850 + 840 + 840 + 840 = 8560
Yiitar = 890 + 810 + 810 + 820 + 800 + 770 + 760 + 740 + 750 + 760 = 7910
Yiitas = 910 + 920 + 890 + 860 + 880 + 720 + 840 + 850 + 850 + 780 = 8500
Ysita9 = 890 + 840 + 780 + 810 + 760 + 810 + 790 + 810 + 820 + 850 = 8160
Y¢ita10 = 870 4+ 870 + 810 + 740 + 810 + 940 + 950 + 800 + 810 + 870 = 8470
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Y = 9130 + 9050 + 8950 + 8170 + 8340 + 8560 + 7910 + 8500 + 8160 + 8470 = 85240
X = 5 = 852,40

Wiita1 = 850% 4 740% 4 900% + 1070% 4 930% + 850% + 950 + 9807 4 980* + 880* = 8410100
Wiita2 = 10002 + 9802 + 930% + 650% 4 7602 + 8102 + 10002 + 1000% 4 960% + 9602 = 8324700
W titas = 9607 + 9402 + 960% + 9407 + 8802 + 800% + 850 + 880% + 900% + 8407 = 8037300
Witas = 830% 4 790% + 8102 + 8802 + 880 + 830% + 800% + 7902 + 760% + 800% = 6688500
Wrilas = 880% 4 8807 + 8807 + 860° + 720* + 720% 4 620% 4 860 + 970 + 950> = 7067000
Wrilas = 880% 4 9107 + 8507 + 8707 + 840% + 840% 4 8507 + 8407 + 840? + 840* = 7332400
Witar = 890% 4 810% 4 8102 + 8207 + 800 + 770% 4 760* + 740? + 750% + 760% = 6274900
Witas = 910% 4 920% 4 8902 + 8607 + 8807 + 720% 4 840% + 8502 + 850 + 780% = 7258000
Wrilay = 890% 4 8407 + 7807 + 810° + 760* + 810% 4 790% 4 810 + 820° + 850 = 6671000
Wiitaro = 870% 4 870% + 810% + 740 + 810% 4 940* + 950* + 800 + 810 4 870% = 7212700

W = 8410100 + 8324700 + 8037300 + 6688500 + 7067000 + 7332400 + 6274900 + 7258000 +
6671000 + 7212700 = 73276600

Tenemos n = 100 asi que buscamos en la tabla de distribucién de t de student en la fila de 99
grados de libertad las probabilidades para acumular 0, 95:

P(—1,984) = 0,025

P(1,984) = 0,975

P(—1,984 < XM <1,984) = 0,95
P(X —1,984- 2o < p< X +1,984- 2-) = 0,95

n —2 —92
§ = /i DX - X2 = DL -2 X X+ X)) = 7 (S X2 - 2n X X =
\/E(Zizl X2 —nX ) = \/@ - (73276600 — 100 - 852,42) = 79,01

)

P(836,72 < 1 < 868,08) = 0,95 = IC = [836,72; 868,08]

La verdadera velocidad de la luz es 299792km/h, no esta en ese intervalo.

b) Si quiero ¢ uso como pivote m ~ X4

Busco en la tabla de distribucion de chi cuadrado en la fila de 99 grados de libertad:
P(129,5613) = 0,025
P(74,2219) = 0,975

P(74,2219 < (=05 < 129 5613) =0,95
(n—1)S2 (n—1)S2\
129,5613 < < 74, 2219 =0 95

69 07 <o <91,25) = 0,95 = IC = [69,07; 91,25]
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11.5. 5)
a) Xpy1— X, ~ N(0,0%(1+ 2))

b) Para distribucion normal:
P(—1,645) = 0,05

P(1,645) = 0,95

Z1s = Zogs = 1,645

P(—Zy95 < "HHXj < Zpgs) = 0,9

(X — Zogs - o4J1+ 2 < X1 < X+ Zogs - 04/1+2) =09
P(4—1,645-1/1+ § < Xg <4+ 1,645-11/1+ {) = 0,9

“U

]

P(4—1,645-1,/14+ 1 < Xg<4+1,645-1,/1+ %) =09
Para o conocido calculamos como:
P(2,2 < X4 <5,8)

c¢) Para o desconocido usamos:

Xn+1 —Y'n ~ X'n,+1 _Y’ﬂ
TSRAN)  Tetn B
\V 1t+5 o4/ + _ Xp41—Xn Nt 1
- S - 1 n—
(n—1)s2 BN
\/02/<n—1> 7 Vit

Para t de student con 4 grados de libertad:
P(2,132) — 0,05 = Zﬂ — Z0’95 — 2,015
2

P( Zog5_S\6/j—i<Zog5)—09
P(X—ZO’95S\/1+5§X6§7+ZO795S 1—‘—%):0,9
P(1,66 < X4 < 6,34) = 0,9

11.6. 6)

La distribucién de la muestra es Bernoulli, recordemos que para X ~ Ber(p) :
E[X]=p

VIX]=p(1-p)

X=32=01

Como la cantidad de casos es grande (300) se puede aproximar por teorema central del limite
como:
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S~ N(np,np(1 — p)) que es equivalente a X ~ N(p, 1n p))

: L Xp
Se puede usar como pivote: \/ﬂ N(0,1)

De la tabla de distribucién normal:
P(—1,645) = 0,05 = Z()795 = 1,645

(
( —2'7P+P2—Z§,g5 30)2079

2 R
(p2(1 + 2052y — p(2X + 09“’)+X2<0)—0,9
(p* - 1,009 — p - 0,2090 + 0,01 < 0) = 0,9
(

P
P
P(0,075 < p < 0,132) = 0,9

En vez de hacer la cuadratica tambien se pueden aproximar las p de abajo con su estimador
como p ~ X (aveces hacer esto da un mejor resultado, casi que es la resolucion preferible).

b) Zoo = 1,28

11.7. 7)

Muy parecido al 11.3.

Zo,975 = 1,96

P(—=Z975 < < Zogrs) = 0,95

i

P(IX = bl < Zogrs - /22) = 0,95

Como p(1 — p) < 1 podemos reemplazar con esto y se sigue cumpliendo la inecuacion:
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P<|Y —p| < Zoors - \/%) =0,95

Recordemos que p = X y lo que esta pidiendo el ejercicio es que el error del estimador sea
menor a 0,01, es decir [p — p| que es justamente lo que tenemos en la inecuacion de arriba.
Entonces pedimos que:

20,975 * \/% < 0,01

n > (551)? = n > 38416

11.8. 8)

Para distribuciones exponenciales se usa como pivote 2A> " | X; ~ X3,

a) En la tabla de distribucién de chi cuadrado con 20 grados de libertad:
P(31,4104) = 0,05
P(10,8508) = 0,95

P(10,8508 < 2A 3" | X; < 31,4104) = 0,9
P(IO’Si?B <A< 31,4}(())4> —09
222‘:1 2275:1
P(2,7127 < A < 7,8526) = 0,9 = IC = [2,7172; 7,8520]

b) En la tabla de distribucién de chi cuadrado con 200 grados de libertad:
P(233,9942) = 0,05
P(168,2785) = 0,95

P(168,2785 < 2A "7 | X, < 233,9942) = 0,9

168,2785 233,9942
P ] <A< : =09
(2222% X, = 7 =2y Xi) ’

P(3,3656 < A < 4,4799) = 0,9 = IC = [3,3656; 4,4799)]

11.9. 9)

2321 X; = 2632+ 1742 4 667 + 1184 + 3896 + 809 + 1412 + 1789 4 2396 + 3358 4+ 9901 + 1925 +
2981 + 1843 + 8315 + 1299 = 46149

Tenemos 16 valores, por lo tanto buscamos en la tabla de distribuciones de chi cuadrado con
32 grados de libertad:
P(20,0719) = 0,95

PR < 0) =095

P(2,1752107* < \) = 0,95 = LI = 2,175210~*
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11.10. 10)

Para la distribucién de poisson se usa como pivote % ~ N(0,1)

Se puede usar Slutsky para aproximar y llegar a este pivote equivalente Zn:l—X:M ~ N(0,1)
nX

a) X: Cantidad de emisiones en 10 segundos.
X ~ Pois(10X)
X ~ N(10A,v10X)

Z?:l Xi — ?:1 Xi
10n

A= _
R tn
A~ N, /M)

Busco en la tabla de distribucion normal:
P(1,96) = 0,975

b) T: Tiempo hasta la primer emision.
T~ Exp(A) n=4

ST = 10

Busco en la tabla de distribucion chi cuadrado con 8 grados de libertad:
P(17,5345) = 0,025
P(2,1797) = 0,975

P(2,1797 < 2A Y, T, < 17,5345) = 0,95

2,1797 17,5345 \ _
P(22?21Ti <A< QZleTi) = 0,95

P(0,108985 < A\ < 0,876725) = 0,95
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12. Guia 12

12.1. 1)

El error de tipo I es rechazar Hy cuando es verdadera y el error de tipo II es aceptar Hy cuando
es falsa.

Para el error de tipo I calculamos la probabilidad de sacar 3 bolas rojas sabiendo que Hj es
verdad, es decir, que hay 3 rojas y 4 negras:

P(rechazar Ho|Hyes V) =2.2.1 =1

Para el error de tipo II calculamos la probabilidad de sacar 0, 1 o 2 bolas rojas sabiendo que
Hy es falsa, es decir, que hay 4 rojas y 3 negras:

Placeptar HolHo es F) = () - 3-3-3+ (1) - 7-3-3+0) 3-8 3= 5

12.2. 2)
Similar al ejemplo 1.1 de la nota 11 de Grynberg.

Solo hay un valor observado — n =1
a) Error de tipo I: §(0) = P( Rechazar Hy|f = 3) = P(X(») < 1)

Sabemos que Q(X,0) = X(,)/0 es un pivote para § y que su distribucion tiene densidad de
probabilidades fg(q) = ng"'1{0 < ¢ < 1}. Por lo tanto:

X(n
P(X(n)<1)=P( é)

< by =m0 ngn-tdg = min(1, §yr 2= & 1=

Error de tipo II: P( Aceptar Hol) = 2) = P(X@) > 1) = P(—~ > %) = fll ng" tdg =
0

1 — (l)n n:l} 1— 1 0=2 1

0 0 2
b) Error de tipo I: B(A) = P( Rechazar Hoye —3) = P(1 < Xpy <2) = P(3 < 200 < 2) —
min(l, ) n n 0=3
f% tdg = min(1,2)" — (5)" "= min(1, H-(G)— 3
Error de tipo II: P( Aceptar Holf = 2) = P(X(n) < 1UX(n) >2) = P(X(n) < 1) + (X( >
X(n Xn 3 n— n— n n n n=1 =
2) = P(= < L4 P(Zn > 2) = [0 g 1dq+f§nq ldg = (3)"+1" = ()" = 1-1 5 ]

¢) a(8) = mazB(f) = max P( Rechazar Ho|0 = 3) = max P(X(,) < k|0 = 3) = min(1, %)
a=05=5"205=E5k=15

93



La region critica es x < 1,5

12.3. 3)
a) B(0) = P( Rechazar Ho|0 € [3,4])

)

P(Xmy ¢ 2,9:4]) = P(X(n) <2,9)+ P( X >4) =

Xn n min(1, n n— RAYY) n n
P(=H < 279)+P( n) ) o @ 1dq~|—f ng"tdq = min(1, 279) +(1 —(%) Macoy
1 0<60<29
B(0) =14 (22 29<60<4

R
(B +1m— (3 >4

Para la funcion de potencia le sacamos el intervalo 3 < # < 4 ya que la funcion de potencia se
define como las probabilidades de decision erronea y en ese intervalo Hy es verdadera.

1 0<60<29

29 20<6<3
pot(f) = E)e) 3<_9<4

Er+1n— (5 0>4

b) El nivel de significacion ( « ) se define como:
a(d) = max B(0)V0 € O

Es decir, el nivel de significacion del test es la maxima probabilidad de rechazar la hipotesis Hy
cuando es verdadera.

7971

e
—
(2]
N~—
I
—
=f82
~—
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Recordar que para distribuciones exponenciales:

_ 1
H=X
Pt<T)=F({t)=1—-¢e*

La regla de decisién dice cuando se va a rechazar H, podemos elegir un valor k£ y decir que
cuando X sea menor o mayor a ese valor la hipotesis se rechaza, sin embargo, no tiene sentido
buscar un valor k para el que cuando X sea menor la hipotesis se rechaza ya que H)u < 1,
siempre que X sea menor a un valor no es coherente decir que no se puede cumplir que p < 1,
por esto se elige un valor k para el que X debe ser mayor. Si X es mayor a un k lo suficiente-
mente grande podemos asegurar que la hipotesis H es falsa, es decir, que se cumple p > 1.

==

B(0) = P( Rechazar Hlp < 1) =P(X >k)=1—(1—e %) =¢

La funcion  es méxima para u = 1 (este valor se debe buscar entre los cuales la hipdtesis H
se cumple ).

§) =e*
k

e
—_

0,1 =e"
k = —In(0,1) = 2,303

La regla de decision queda definida como:

0(x) = 1{z>2,303)

303

P( Aceptar H|u =1,1) =1 — P( Rechazar H|u=1,1) = eI =1 0,1232 = 0,8768

12.5. 5)

Ho)p <5
Hy)p>5

a = 0,05

Recordar que para distribucion de Poisson:
= At
Pk, 1) = Q™

k

B(0) = P( Rechazar Holu < 5) = P(X > k) =1— Y8 W

T —
k ke—5

0‘(5) =1- Zz‘:O ik! .

0,05 =1, %

k=9
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X = 3+71—2+4 — 4

Segun la regla de decision §(X) = 1{X > 9} tenemos que 4 < 9 asi que no rechazamos la
hipdtesis.

12.6. 6)

a) Falso. El nivel de significacién es la maxima probabilidad de rechazar la hipé6tesis nula cuan-
do es verdadera.

b) Verdadero.

c) Falso. El nivel de significacién es la maxima probabilidad de rechazar la hip6tesis fundamen-
tal cuando es verdadera, si esta disminuye hay mas probabilidades de aceptarla, no rechazarla,
que es lo que expresa la funcion de potencia.

d) Falso. Puede no haber evidencia significativa suficiente.
e) Verdadero.

f) Falso.

g) Falso. La region critica se calcula en funcion de un nivel de significacién y la distribucion de
la muestra, no depende de sus valores.

h) Verdadero.

12.7. 7)

Ho)p < pio
Hy)p > po

Para distribuciones normales con varianza conocida tenemos como pivote para p :

QX, p) = Y= N(0, 1)

a) En la tabla de distribucién normal:

P(1,65) = 0,95

B(p) = P( Rechazar H|p < pg) = P(E=2) > 1,65) = P(X > pg + 1,65-2)
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Recordemos que X ~ N(u,o?/n)
Estandarizando: X/—\f ~ N(0,1)

>< |

— - ¥_ po+1,65-7—=—pu X—p
P(X > po + 1,655%) = P(ZA > Og/\/ﬁf ) = P(5rk > 166+ D58) = P(5
—1,65 —

it

oI vm)

50) — 1 X >+ 1655
0 X <+ 1655

b) B() = (-~ 165 — Lot)

( Extraido de las paginas 14 y 15 del apunte 11 de Grynberg )

(a) B(p) es simétrica con respecto a po: B(po +m) = B(po —m) para tomo m > 0.
(b) B(u) es creciente sobre la semi-recta (jg, 00).
(c) B
(

12.8. 8)

Ho),u == 8, 21 = Mo

Hy)p # 8,21

Usamos como pivote: j(/?/% ~ N(0,1)

En la tabla de distribucién normal: P(1,96) = 0,975

5(X) = 1{22el > 1,96}

P( Aceptar Hylp = 8,21) = 0,95

P( Rechazar Ho|lp = 8,21) = 0,05

P( Rechazar Hy|pu = 8,18) = P( Rechazar Hoy|p = 8,24) = 0,95
P( Aceptar Hy|p = 8,18) = P( Aceptar Hy|p = 8,24) = 0,05
P('EM‘ < 1,96|p = 8,24) = 0,05

P(g\f + 8 < 1,96|u = 8,24) = 0,05

P(Z < 1,96 — L7058 i = 8,24) = 0,05

P(Z < z)=005=z=—1645
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1,9 /\f —1,645

1,96 — S5 oa = —1,645 = n=577~6

12.9. 9)

Ho)p > 790 = g
Hy)p <790

n =100

Al no conocer la desviacion usamos como pivote el mismo que en el ejercicio 11.4:
Xk L1

S/vn

X_
0(X) = Y502 <k}
P( Rechazar Ho|p > 790) = 0,05
P(5758 < klp > 790) = 0,05
P(Sf + &7l < k| > T790) = 0,05
P(X < 721 > 790) = 0,05

La probabilidad de rechazar la hipotesis se maximiza con p = 790.

P(Z < z)=005= z=—1,660

s%g 790—1 ,660
k= 79,01/4/100 —1,660 = k = —1,660

Evaluamos la hipotesis segin la regla de desicion:
X—

Him 1

T00L/VI00 —1,660

7,898 < —1,660 Abs!

La hipotesis no se puede rechazar.

12.10. 10)

Se ponen al reves las hipdtesis ya que nomas podemos llegar a la conclusion de que Hj se
rechaza o no se rechaza. Si se rechaza H, entoneces se acepta Hi, que es lo que queriamos
probar, en cambio si no se rechaza Hy no sabemos nada.
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Usamos como pivote el mismo que el ejercicio anterior:
X—p
S/v/n ~ln 1

3(X) = 1{Z22 < k}

P( Rechazar Holp > 5,5) = 0,05
P(575 < klp>5,5) = 0,05
P57 + 752 < klu > 5,5) = 0,05
P(grfs <k — &5 u > 55) = 0,05

La probabilidad de rechazar la hipotesis se maximiza con p = 5,5.

P(Z < 2)=0,05= z=—1701

k— & = —1,701
k— 5755/—\/5;15 =-1,701 = k= —1,701

Calculando como en el ejercicio 11.4 obtenemos lo siguiente:
X = 5,4479
S =0,22094

Evaluamos la hipotesis segin la regla de desicion:
X—po _
TN 1,701

5,4479—5,5 .
0,22094/+/29 < —L701

~1,2699 < —1,701 Abs!

La hipotesis no se puede rechazar.

12.11. 11)

12.12. 12)

Ho)p =10
Hi)p # 10

Por teorema central del limite uso como pivote:
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SrE~N(0,1)

En la tabla de distribucién normal: P(1,645) = 0,95

5(X) = 1{'X ol 1,645}

a) 'X/;B' > 1,645

[10,1—10]
0.3/7/100 > 1,645

3,333 > 1,645

Se rechaza la hipotesis.

b) P(Eel > 1645) = P(Z

o/V/n =
1645_1005 10) P(X

o/vn

0,3//100 orm > 0 ,02166) = 0,5080

c) P(Z>2)=08=2=-0,84
1645—1é£;—0,84
1,645 — = 03/7n =—0,84

_ (1,64540,84)0,3\2 _ -
n = (w)2 = 222,31 ~ 223

12.13. 13)

a)
Ho)p > 1000 = po
Hi)p < 1000

Usamos como pivote:

X—p
S7vn ~ tnmt

En la tabla de t de student con 74 grados de libertad:

P(Z < z)=0,05= z = —1,6657

§(X) =1{Z2 <« 16657}

STV
X—

59/2\[1000 _1 6657
200 < —1,6657
—6,93 < —1,6657

La hipétesis H se rechaza.

100

4 B 5 ] 645) =

P

X

(e

/

—p

B

_ k=
> 1,645 — Loko

) = P

|
=

[

/
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b)

Ho)O' Z 14

Hl)O' < 14

(n— 1)% ~Xo

En la tabla de chi cuadrado con 74 grados de libertad:
X$4;0,95 ~ 53

5(X)=1{(n—1)35 <53}

(n—1)25 <53
2
(75— 1)19% <53

37,75 < 53

La hipotesis Hy se rechaza.

12.14. 14)
Ho)p < 0,8 = po
Hl)p > 078

Como no dice nada sobre el nivel de significacién usamos o = 0,05 por ser el valor mas comun.

Se trata de una distribucion de Bernoulli, usaremos como pivote:
YXop) o N(0,1)
p(1-p) ’
Para que no quede una cuadratica molesta aproximamos las p de abajo con X como dijimos en
el punto 11.6.

En la tabla de distribucién normal:
P(Z>z)=0,05= z=—1,645

_ 1 1 V/n(X—po) _
(X)) = l{m > —1,645}

VX 5 1,645

X(1-X)
YIOOOL-008) o 1 45
0,1(1-0,1)
2,108 > —1,645

La hipotesis H se rechaza, es decir, p > 0,8.

101



12.15. 15)
12.16. 16)

Muy similar al ejercicio 14 de esta misma guia.

Hy)p > 0,5 =po
Hl)p <0,5

Como no dice nada sobre el nivel de significacion usamos o = 0,05 por ser el valor méds comun.

Se trata de una distribucion de Bernoulli, usaremos como pivote:
p(1-p) ’

En la tabla de distribucién normal:

P(Z <2)=0,05= z=—1,645

a)

§(X) = 1{ L) < 1 645}
V(X — Po) < —1,645

X(1-X)

V1000(0,54—0,5) _
\/0,54(1-0,54) <—1,645

2,538 < —1,645 Abs!

La hipotesis no se puede rechazar.

12.17. 17)

Hy)A < 0,00019 = A
H:)A > 0,00019

a = 0,05
ST1% = 46149

230X ~ N3,

Busco en la tabla de distribuciéon chi cuadrado con 32 grados de libertad:
P(Z < z)=0,056 =z = 20,0719

5(X) = 1{N2 312" X; < 20,0719}
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A2 3510 X, < 20,0719
0,00019 - 2 - 46149 < 20,0719
17,5366 < 20,0719

Se rechaza la hipotesis Hy

12.18. 18)

12.19. 19)

Longitud lote a: X, ~ N(pq,0?)
Longitud lote b: X; ~ N(up, 0?)
Cantidad de datos lota a: n = 12
Cantidad de datos lota b: m =7

X _ 134+146+105+119+124+161+107+83+113+129+97+123 120,0833
7 70+118+101+85+107+132+94 =101

7

= 13424+146°+105% 41192+ 1242 +1612+107*+832+ 1132 +1292+ 97>+ 1232 = 178041
Zz:l be = 70% 4+ 118% + 1012 + 85% + 107% + 132% + 942 = 73959

Sa = \/ﬁ Z?:l(Xia - Xb) - \/n 1(Zz 1’ X — 72) - \/12 1(178041 —12-120,0833%) =
21,3222

Sy =\ S (X — X0 = /5 (S0, X5 — mX,) = /75 (73959 — 7+ 1012) = 20,6236

g \/ (n—DSTHm-DSE _ \/ (2213274 (V206256 — 91,0783

m+n—2 124-7-2
Ho)ptg — piy =0
Hl),ua — Mo 7é 0

Pivote que voy a usar:
Xa—Xp—(a—pp) 4

= /—1/n+1/m n+m—2

{‘ s 1/n+1/m
C = t0’99717 =2 567

X.—X,
‘—g Je| > 2,567
‘ 120,0833—101 ‘ > 2,567
21,07834/1/12+1/7
1,90362 > 2,567 Abs!.
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No se rechaza la hipotesis.
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