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La libertad de los pueblos no consiste en palabras,

ni debe existir en los papeles solamente. (...)

Si deseamos que los pueblos sean libres,

observemos religiosamente el sagrado dogma de la igualdad.
(Mariano Moreno)
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1. Introduccion

1.1. Nociones y presupuestos basicos

Definicién 1.1 (Muestra aleatoria). Sea (€2,.A,P) un espacio de probabilidad y X : @ — R
una variable aleatoria. Una muestra aleatoria de volumen n de la variable aleatoria X es una

sucesion X1, ..., X, de variables aleatorias independientes cada una con la misma distribucién
de X.

Modelos paramétricos. En todo lo que sigue vamos a suponer que

1. La funcién de distribucién de la variable aleatoria X es desconocida parcialmente: se
sabe que F(z) = P(X < x) pertenece a una familia, F, de distribuciones conocidas que
dependen de un pardmetro 6 desconocido: F = {Fp : § € ©}.

2. El conjunto paramétrico, ©, es no vacio y estd contenido en R
3. Las distribuciones de la familia F son distinguibles: Fyp, # Fy, cuando 61 # 6.

4. Las distribuciones de la familia F tienen “densidad”. Si se trata de una familia de
distribuciones continuas esto significa que para cada 6 € 0, existe una funcién densidad
de probabilidades (f.d.p.) f(z|f) tal que %Fg({ﬂ) = f(z|f). Si se trata de una familia
de distribuciones discretas esto significa que para cada 6 € O, existe una funcién de
probabilidad (f.p.) f(z|0) tal que Fy(x) — Fyp(x—) = f(x|6).

5. Es posible conseguir muestras aleatorias de la variable X del volumen que se desee.



Nota Bene. De los presupuestos basicos adoptados resulta que los modelos paramétricos
adoptan la forma

F={f(z]0):0 €06},
donde 0 es un parametro desconocido que puede tomar valores en un espacio paramétrico
O C R4
1.2. Algunas familias paramétricas

Repasamos algunas de las familias de distribuciones que se utilizan cominmente en el
andlisis de datos en problemas practicos.

1. Familia Normal, N(y,02). Decimos que X tiene distribucién normal de pardmetros
pweRy o? >0 cuando la f.d.p. de X estd dada por

2
exp (—M>, —00 < x < 00.

f(x’/M 02) = 202

1
oV2m
Vale que E[X] = py V(X) = o2

2. Familia Gamma, I'(v,\). Decimos que X tiene distribucién gamma de pardmetros
v >0y A>0 cuando la f.d.p. de X estd dada por
fzly,\) = Lx"71637>‘:”1<{bfv >0}
Y 11(]/) — )
donde I'(v) := [ 2 te “dz. Vale que E[X] = v/Ay V(X) = v/A%
Casos particulares de las familias Gamma son las familias exponenciales Exzp(\) = I'(1, \)
y las familias chi cuadrado 2 = I'(v/2,1/2).

3. Familia Beta, 3(v1,12). Decimos que X tiene distribucién beta de parametros vy > 0
y vo > 0 cuando la f.d.p. de X esta dada por

L +v2) g -1
= —— =¥ 1—2)27"1 1}
f(z|v1,v9) F(Vl)F(V2)$ (1—2x) {0<z<1}
Vale que
121 Vi
E(X]| = V(X) = .
[ ] V1 + 19 Y ( ) (1/1 —+ V2)2(I/1 + 9 + 1)

Notar que cuando los parametros v; y v2 son nimeros naturales se tiene que

vty —2
1/1—1 '

F(Vl + 1/2) o (Vl + vy — 1)'
P(Vl)F(VQ) N (V1 — 1)!(V2 — 1)

!:(VI+UQ_1)<

La distribucién (v, 12) se puede obtener como la distribucién del cociente X1/(X; + X2)
donde X7 ~I'(v1,1) y Xo ~ I'(1n,1).
Notar que 5(1,1) = U(0, 1).



4. Familia Binomial, Binomial(n,p). Decimos que X tiene distribucién Binomial de
parametros n € Ny 0 < p < 1 cuando su f.p. esta dada por

fetnp = () a-pr e=0din
Vale que E[X] =np y V(X) = np(1 —p).

5. Familia Pascal, Pascal(n,p). Decimos que X tiene distribucién Pascal de pardmetros
n € Ny 0 < p<1cuando su f.p. estd dada por

f(x|n,p) = <2:1>1)n(1—p)x”, r=nn+1,....
Vale que E[X] =n/py V(X) = n(1 - p)/p*

6. Familia Poisson, Poisson()\). Decimos que X tiene distribucién Poisson de pardmetro
A > 0 cuando su f.p. esta dada por

f(x|)\):ef)‘)\— r=0,1,....

x!’

Vale que E[X]| =Xy V(X) = A.

2. Estimadores

El punto de partida de la investigacién estadistica estd constituido por una muestra
aleatoria, X = (Xi,...,X,), de la distribucién desconocida F' perteneciente a una familia
paramétrica de distribuciones F = {Fp : § € ©}!. Como las distribuciones de la familia F
son distinguibles lo que se quiere saber es cudl es el parametro 6 € © que corresponde a la
distribucion F. En otras palabras, se quiere hallar 8 € © tal que F' = Fp.

Formalmente, “cualquier” funcién, 0 = é(X), de la muestra aleatoria X que no depende
de parametros desconocidos se denomina una estadistica.

Ejemplo 2.1. Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de la variable aleatoria X con
funcién de distribucion Fy. Ejemplos de estadisticas son

(1) X
(i) Xy = max(Xy,..., Xp),
) X = %Z?:l Xi,

(iv) 6% = 5 2 (Xi = X)*.

=min(Xy,...,X,),

(ii

!Notacién. Si F es una familia de distribuciones Fy con “densidades” f(z|6), 8 € ©, escribimos
X e A= [ falos v Elr(X)] = [ r@)flb)de
A

El subindice 6 indica que la probabilidad o la esperanza es con respecto a f(x|0). Similarmente, escribimos Vy
para la varianza.



En (i) y (ii), min(-) y max(-) denotan, respectivamente, el minimo y el méximo muestrales
observados. Por otro lado, X y 62 denotan, respectivamente, la media y la varianza muestrales.
L]

Cualquier estadistica que asuma valores en el conjunto paramétrico © de la familia de
distribuciones F se denomina un estimador puntual para 6. El adjetivo puntual esta puesto
para distinguirla de las estimaciones por intervalo que veremos mas adelante.

En muchas situaciones lo que interesa es estimar una funcién g(6). Por ejemplo, cuando
se considera una muestra aleatoria X de una variable X ~ AN(u,02) donde p y o son
desconocidos entonces 6 = (11, 0%) y el conjunto de pardmetroses © = {(;,0%): p€R y o2 >
0}. Si el objetivo es estimar solamente (i, entonces g(0) = p.

Definiciéon 2.2. Cualquier estadistica que solamente asuma valores en el conjunto de los
posibles valores de g(f) es un estimador para g(6).

Uno de los grandes problemas de la estadistica es construir estimadores razonables para
el parametro desconocido 6 o para una funcién g(#). Existen diversos métodos para elegir
entre todos los estimadores posibles de #. Cada eleccion particular del estimador depende de
ciertas propiedades que se consideran “deseables” para la estimacién.

2.1. Error cuadratico medio, sesgo y varianza

Uno de los procedimientos méas usados para evaluar el desempeno de un estimador es
considerar su error cuadratico medio. Esta nocion permite precisar el sentido que se le otorga
a los enunciados del tipo “el estimador puntual @ = 0(X) estd prozimo de 0”.

Definicién 2.3 (Error cuadrético medio). El error cuadrdtico medio (ECM) de un estimador
0 para el parametro 6 se define por

ECM(d) = Eq [(é - 9)2} . (1)

El ECM se puede descomponer de la siguiente manera?

Ey [(0—6)°] = Va(6) + B}(6), ©)

donde By(0) := Ey[f] — 0 es el llamado sesgo del estimador. El primer término de la descom-

A~

posicién (2) describe la “variabilidad” del estimador, y el segundo el “error sistematico”: Eg[6]
describe alrededor de qué valor fluctia 6 y Vg(#) mide cudnto fluctia.

2La descomposicién (2) se obtiene escribiendo § — 6 en la forma (6 — Eg[6]) + (Eg[0] — 6). Desarrollando
. . . . . . A 2
cuadrados obtenemos (0 — 0)% = (6 — Eq[0])? + 2(0 — Eq[0])(Eq[0] — ) + (Eg [0] — 0) . El resultado se obtiene
-0

]
observando que la esperanza Eg de los términos cruzados (6 — Eg[0])(Eg[0] — 0) es igual a 0:
Eq [(é - 9)2] = E {(é —Eo[0])? + 2(6 — Eo[A]) (Es[0] — 0) + (Eg 4] — 0)2]

Eo [(6— Eol0)?] +0+ (Eold] - 9)2 — V, () + B2(6).



Definicién 2.4 (Estimadores insesgados). Diremos que un estimador 0 es insesgado para el
parametro 6 si

para todo 0 € O, o sea Bg(é) = 0. Si lim,, o0 Bg[é] = 0 para todo 0 € O, diremos que el

A~

estimador 6 es asintdticamente insesgado para 0.

Nota Bene. En el caso en que 0 es un estimador insesgado para 0, tenemos que
ECM(6) = Vy(6),

o sea, el error cuadratico medio de 6 se reduce a su varianza.

Nota Bene. Una consecuencia destacable de la descomposicién (2) para grandes muestras
(n >> 1) es la siguiente: si a medida que se aumenta el volumen de la muestra, el sesgo y la
varianza del estimador @ tienden a cero, entonces, el estimador 0 converge en media cuadratica
al verdadero valor del parametro 6.

Ejemplo 2.5 (Estimacién de media). Sea F = {Fjy : # € ©} una familia de distribuciones.
Para cada 6 € © designemos mediante (0) y 0%() la media y la varianza correspondientes a

la distribucién Fjy, respectivamente. Sea X = (X1,..., X,;) una muestra aleatoria de alguna
distribucién perteneciente a F. Denotemos mediante X el promedio de la muestra:
1 n
X=- z; X;.
1=

En lo que sigue vamos a suponer que para cada 6 € O, u() € Ry 0%(f) < co. Si la muestra
aleatoria proviene de la distribucién Fy, tenemos que

Eop [X] = Eg [;Z)Q] = %ZEG[XJ = u().
=1 =1

Por lo tanto X es un estimador insesgado para p(6) y su error cuadritico medio al estimar
w(0) es

ECM(X) =V (X) <ZX> QZVG a%(6).

O]

Ejemplo 2.6 (Estimacién de varianza). Sea F = {Fy : § € O} una familia de distribuciones.
Para cada 6 € © designemos mediante 1(6) y 02() la media y la varianza correspondientes
a la distribucién Fjy, respectivamente, a las que supondremos finitas. Sea Xi,..., X, una
muestra aleatoria de alguna distribucién perteneciente a F. Sean X y 62 la media y la
varianza muestrales definidas en el Ejemplo 2.1:

1< 1 _
= nle y %= ﬁZ(Xi—X)Q.
1=



Para analizar el sesgo de la varianza muestral conviene descomponerla de la siguiente manera:

. 1 =
5% = - D (X —u(0))” = (X = w(9))?, (3)
i=1
cualquiera sea 6 € ©. 3 Si la muestra aleatoria, X1,..., X,, proviene de la distribucién Fy, al

tomar esperanzas en ambos lados de (3) se obtiene

Bol6?) = DBy [(Xi— pl0))] ~ B [(X — u(0))?
=1
= %ZVQ(XJ — Vp(X). (4)
=1

Segtin el Ejemplo 2.5 X es un estimador insesgado para la media () y su varianza vale
Vo(X) = L52(0), en consecuencia,

Bolo?] = — D" Vo(Xi) — Vo(X) = o*(6) — o*(0) = "
=1

a*(0). ()

Esto demuestra que 62 no es un estimador insesgado para la varianza o?(). La identidad

Eg[62%] = ”7_102(9) significa que si tomamos repetidas muestras de tamano n y se promedian
las varianzas muestrales resultantes, el promedio no se aproximara a la verdadera varianza,
sino que de modo sistematico el valor serd més pequeno debido al factor (n—1)/n. Este factor
adquiere importancia en las muestras pequenas. Si n — oo, el factor (n —1)/n — 1 lo que
demuestra que 62 es un estimador asintéticamente insesgado para la varianza o2 (6).

Para eliminar el sesgo en 2, basta multiplicar 62 por ~5. De (5) sigue que

2. N .o 1 %2
s._n_la_n_liz:;(xz X) (6)

es un estimador insesgado para la varianza. O

2.2. Comparacion de estimadores

El error cuadratico medio puede usarse para comparar estimadores. Diremos que 6 es
mejor que o si

ECM(6;) < ECM(6,), (7)

para todo 6, con desigualdad estricta para al menos un valor de 8. En tal caso, el estimador 6,
se dice inadmisible. Si existe un estimador 6* tal que para todo estimador 6 de 6 con 0 # 0*

ECM(6*) < ECM(0), (8)

3La descomposicién (3) se obtiene haciendo lo siguiente. Para cada i escribimos (X; — X) en la forma
(Xi — p(0)) — (X — u(h)). Desarrollando cuadrados obtenemos (X; — X)? = (X; — u(0))* + (X — u(9))?* —
2(X; — u(0)(X — pu(9)). El resultado se obtiene observando que el promedio de los términos cruzados (X; —
w(@))(X — w(0)) es igual a (X — u(0))?. (Hacer la cuenta y verificarlo!)



para todo #, con desigualdad estricta para al menos un valor de 8, entonces 6* se dice optimo.

Cuando la comparacién se restringe a los estimadores son insesgados, el estimador éptimo,
é*, se dice el estimador insesgado de varianza uniformemente minima. Esta denominacién
resulta de observar que estimadores insesgados la relacién (8) adopta la forma

Vp(0*) < Vy(6),
para todo #, con desigualdad estricta para al menos un valor de 6.

Ejemplo 2.7. Sean X, X5, X3 una muestra aleatoria de una variable aleatoria X tal que
Eg[X] =60y Vyp(X) = 1. Consideremos los estimadores

_ X1+X2+X3 ~ 1 1 1
X == = 0==-X -X - X3.
3 5 1-1-4 2+4 3

Segtin el Ejemplo 2.5 Eg[X] =60 y Vy(X) = £. Tenemos también que

A 1 1 1 1 1 1
Eql0] = 5Eo[X1] + EolXo] + JEo[X3] = 50+ 0+ 0 =10

A 1 1 1 1 1 1 6

Como X y 6 son insesgados, resulta que X es mejor que 0, pues Vy(X) < Vg(é) para todo 6.
|

Ejemplo 2.8. Sea Xji,...,X,, una muestra aleatoria de una variable aleatoria X ~ U(0,0).
Vamos a considerar ¢) = 2X y 6 = X,y como estimadores para 6 y estudiaremos su com-
portamiento. Como Ey[X] = 0/2 y Vo(X) = 62/12, tenemos que

. _ A 62
Bold] =Eol2X] =6y Vo(b) =1 (9)
Por lo tanto, 6 es un estimador insesgado para 6. En consecuencia,
. « 6?2
ECM(6;) = Vy(bh) = 3 (10)

-1

Por otro lado, la funcién densidad de X, estd dada por fy(z) = ner—1{0 < z < 0}, de
donde se deduce que

n nH?

BolXe] = —7 v Vo) = (n+1)2(n+2)°

(11)

Por lo tanto, 6 es un estimador asintéticamente insesgado para 6. Combinando las identidades
(11) en (2), obtenemos

R ) A 0> n ?
ECM(dy) = B3(05) = —— -
CM(62) Vo(62) + Bj(0-2) (n+ 1)%(n + 2) T (n +1 0 9)

n6? 02 262
m+12n+2)  (n+12 e Dmt2)

Es fdcil, pero tedioso, ver que ECM(éQ) < ECM(él) para todo ¢ y todo n. Por lo tanto, X,
es mejor que 2X para todo 0 y todo n.

(12)

0



2.3. Comnsistencia

Lo minimo que se le puede exigir a un estimador puntual, é(Xl,...,Xn), es que, en
algun sentido, se aproxime al verdadero valor del parametro cuando el volumen de la muestra
aumenta. En otras palabras, si § € O es tal que I' = Fy y X1, Xo,... es una sucesién

de variables aleatorias independientes cada una con distribucion F, en algin sentido, debe
ocurrir que

A~

G(Xl,...,Xn) — 9,

cuando n — o0.
Por ejemplo, es deseable que el estimador 6 tenga la siguiente propiedad, llamada consis-
tencia débil: para cada € > 0 debe cumplir que

lim Py(|0(X1,...,Xn) — 0] > €)= 0. (13)

n—oo

Mas exigente, es pedirle que tenga la siguiente propiedad, llamada consistencia fuerte:

P, ( lim 0(X1,...,Xn) = 9) ~ 1. (14)

n—0o0

Normalidad asintética. También se le puede pedir una propiedad similar a la del teorema
central limite, llamada normalidad asintdtica: existe o = o(f) > 0 tal que

Hm Pg (\/ﬁ(é(le 0_ 7Xn) - 9) < CE) _ /:C Le_tz/Zdt (15)

n— oo > \2m

Nota Bene. Los problemas de consistencia y normalidad asintética estan relacionados con
las leyes de los grandes niimeros y el teorema central de limite. El siguiente ejemplo muestra
dicha relacién para el caso en que se quiere estimar la media de una distribucion.

Ejemplo 2.9 (Estimacién de media). Sea X = (X7,...,X,,) una muestra aleatoria de una
variable aleatoria cuya distribucién pertenece a una familia F = {Fp : 6 € ©}. Sean u(0) y
02(#) la media y la varianza correspondientes a la distribucién Fy, respectivamente. Aplicando
la desigualdad de Chebychev a X se obtiene que para cada ¢ > 0

By (X - ui0)] > < 260 - 2 (20}

€2 n €2

cuando n — o0.

Hasta aqui, lo tinico que hicimos es volver a demostrar la ley débil de los grandes niimeros.
Lo que queremos subrayar es que en el contexrto de la estimacion de pardmetros, la ley débil de
los grandes nimeros significa que el promedio de la muestra, X, es un estimador débilmente
consistente para la la media de la distribucion, p(6).

La consistencia fuerte del promedio, como estimador para la media es equivalente a la
Ley fuerte de los grandes nimeros que afirma que: Si X1, Xo, ... es una sucesion de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas y si existe E[X;] = u, entonces

P(lim)?:u>:1.

n—oo

La normalidad asintética es equivalente al teorema central del limite. O



Nota Bene. De todas las propiedades de convergencia la consistencia débil es la mas simple,
en el sentido de que puede establecerse con unas pocas herramientas técnicas. Para verificar
la consistencia débil del promedio para estimar la media solamente usamos la desigualdad
de Chebychev y las propiedades de la media y la varianza. El razonamiento utilizado en el
Ejemplo 2.9 se puede extender un poco mas alla.

Teorema 2.10. Sea 6 un estimador de 6 basado en una muestra aleatoria de volumen n. Si 0
es asintéticamente insesgado y su varianza tiende a cero, entonces 6 es débilmente consistente.

Demostracién. El resultado se obtiene usando la desigualdad de Chebychev y la identidad
(2):

1
€2

Pg(‘é—9’>€) <1

< B [(6-0)%] = 5 (Vo() + B3(9)) — 0.

3. Meétodo de maxima verosimilitud

El método de maxima verosimilitud es un “método universal” para construir estimadores
puntuales. Su base intuitiva es la siguiente: si al realizar un experimento aleatorio se observa
un resultado, este debe tener alta probabilidad de ocurrir.

Para hacer mds precisa esa base intuitiva consideremos una muestra aleatoria, X =
(X1,...,X,), de una variable aleatoria discreta X con funcién de probabilidad f(z|0), 0
O, donde O es el espacio paramétrico. La probabilidad de observar los resultados X; =
T1,...,Xy = x, se calcula del siguiente modo:

m

n

Po(X1 =21,..., Xn = 5) = | [Po(Xi = 2i) = [ [ f(2il0). (16)
i=1 =1

Si los resultados observables deben tener una alta probabilidad de ocurrir y observamos que
X1 =x1,...,X,, = x,, entonces lo razonable seria elegir entre todos los parametros posibles,
0 € O, aquél (o aquellos) que maximicen (16). En consecuencia, se podria estimar 6 como el
valor (o los valores) de 6 que hace méxima la probabilidad [[;—, f(x;|0).

3.1. Estimador de méxima verosimilitud (emv)

Definicién 3.1 (EMV). Sea X una variable aleatoria cuya distribucién pertenece a la familia
paramétrica F = {Fp : 0 € ©}. Un estimador de mdzima verosimilitud de 6, basado en los
valores x = (x1,...,%,) de una muestra aleatoria X = (Xjy,..., X,,), es un valor émv € © que
maximiza la funcién de verosimilitud

n

L(0]x) := [ [ f(x:l6), (17)

=1

donde, dependiendo de la naturaleza de las distribuciones de la familia F, f(x|0) es la funcién
de probabilidad o la funcién densidad de probabilidades de X.

10



Sobre la notacién. Para destacar que el valor del estimador de maxima verosimilitud

depende de los valores observados, x = (z1,...,x,), en lugar de 0, escribiremos 9mv(x):
émv = émv(x) = arg r(gleé(;( L(Q’X) (18)

Ejemplo 3.2. Supongamos que tenemos una moneda que puede ser equilibrada o totalmente
cargada para que salga cara. Lanzamos la moneda n veces y registramos la sucesion de caras
y cecas. Con esa informacién queremos estimar qué clase de moneda tenemos.

Cada lanzamiento de la moneda se modela con una variable aleatoria X con distribucion
Bernoulli(#), donde @ es la probabilidad de que la moneda salga cara. El espacio paramétrico
es el conjunto © = {1/2,1}.

El estimador de méxima verosimilitud para 6, basado en los valores x = (z1,...,x,) de
una muestra aleatoria X = (X1,..., X,,) de la variable X, es el valor de 0,,,(x) € © = {1/2,1}
que maximiza la funcién de verosimilitud L(f|x). Para encontrarlo comparamos los valores
de la funcién de verosimilitud L(1/2]x) y L(1|x):

n

L(1/2) = [[ f@il1/2) = /27, Litjx) =1 {in - n} |
=1

i=1

En consecuencia, el estimador de maxima verosimilitud para 6, basado en los valores x =
(z1,...,2zy,) de una muestra aleatoria X = (Xq,..., X,) es

émv(x) = %1 {Zn:xl < n} +1 {Zn:x, = n} .
i=1 i=1

Por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud para € basado en una muestra aleatoria
X =(X1,...,X,) es

émU(X) = ;1{§:Xl <n} +1 {zn:Xz :n} .

Por ejemplo, si en 10 lanzamientos de la moneda se observaron 10 caras, el estimador de
méaxima verosimilitud para 0 es 6,,, = 1; en cambio si se observaron 8 caras y 2 cecas, el
estimador de maxima verosimilitud es 0,,, = 1/2. O

Ejemplo 3.3. @Sea X una variable aleatoria con funcién densidad dada por
1
f(z]0) = 5(1 +0z)1{x € [-1,1]}, 0e[-1,1].

Supongamos que queremos hallar el estimador de maxima verosimilitud para 6 basado en la
realizacién de una muestra aleatoria tamano 1, X7. Si se observa el valor z1, la funcién de
verosimilitud adopta la forma

L(0lzy) = %(1 +01)

El grafico de L(f|x1) es un segmento de recta de pendiente z1. Como se trata de una recta el
méximo se alcanza en alguno de los extremos del intervalo © = [—1, 1]:

1. si 1 < 0, el maximo se alcanza en § = —1,
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2. si 1 = 0, el maximo se alcanza en cualquiera de los valores del intervalo ©,
3. siz1 > 0, el maximo se alcanza en 6 = 1.

Abusando de la notacién tenemos que

A~

va(arl) = —1{(131 < 0} + @1{1‘1 = 0} + 1{1’1 > 0}.

Por lo tanto,

Omu(X1) = —1{X; < 0} + O1{X; = 0} + 1{X; > 0}.

Ejemplo 3.4. %Sea X una variable aleatoria con funcién densidad dada por
1
f(z]0) = 5(1 +0z)1{x € [-1,1]}, 0 e[-1,1].

Supongamos que una muestra aleatoria de tamano 2 arrojé los valores 1/2 y 1/4 y con esa
informacién queremos hallar el estimador de maxima verosimilitud para . La funcion de
verosimilitud adopta la forma

L(6]1/2,1/4) = i <1 + 92) <1 + OD ;

y su grafico es un segmento de parabola “céncava’ cuyas raices son —4 y —2. Por lo tanto,
O (1/2,1/4) = 1.

Supongamos ahora que una muestra aleatoria de tamano 2 arrojé los valores 1/2y —1/4y
con esa informacién queremos hallar el estimador de maxima verosimilitud para #. La funcién
de verosimilitud adopta la forma

L(6]1/2,-1/3) = % (1 + 95) (1 - 9;) ;

y su grafico es un segmento de pardbola “convexa” cuyas raices son —2 y 3. Por lo tanto,
Oms(1/2,—1/3) = 0.5. O
3.2. C(Calculo del emv para familias regulares

Sea F = {Fyp: 0 € ©} una familia paramétrica de distribuciones y sea {f(z|f) : 0 € ©}
la familia de funciones de densidad (o de probabilidad) asociada. Diremos que la familia F
es reqular si satisface las siguientes condiciones:

1. El conjunto paramétrico © C R? es abierto.

2. El soporte de las funciones f(z|f) no depende del parametro. Esto es, existe un conjunto
S tal que sopf(+]0) :={z € R: f(x]|d) > 0} =S para todo 6 € ©.

3. Para cada = € S, la funcién f(z|f) tiene derivadas parciales respecto de todas las
componentes 0;, j = 1,...,d.
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Supongamos ahora que X = (Xi,...,X,) es una muestra aleatoria de tamano n de una
variable aleatoria X con funcién de densidad (o de probabilidad) f(z]f), # € O, perteneciente
a una familia regular de distribuciones. Debido a que la familia es regular cada uno de los
valores observados pertenece al soporte comun de las funciones f(x|6): x = (z1,...,z,) € S™.
Por lo tanto, cualesquiera sean los valores observados, x = (x1, ..., ), vale que

n

L(0]x) = [ ] f(x:l6) > 0.

i=1

Esto habilita a tomar logaritmos y utilizar la propiedad “el logaritmo del producto es igual
a la suma de los logaritmos”. En consecuencia, para cada x = (z1,...,x,) € S”, la funcién
log L(0]x) estd bien definida y vale que

n

log L(0x) = log [ [ f(z:l0) = _log f(xil6). (19)
=1

i=1

Como el logaritmo natural log(-) es una funcién monétona creciente, maximizar la funcién
de verosimilitud L(f|x) serd equivalente a maximizar log L(f|x). La ventaja de maximizar el
logaritmo de la funcién de verosimilitud es que, bajo las condiciones de regularidad enunciadas
previamente, los productos se convierten en sumas, aligerando considerablemente el trabajo
de computo del EMV ya que el EMV debe verificar el sistema de ecuaciones

dlog L(0|x)

-0 i=1,....d. 20
a0, Jj=1..., (20)

En vista de (19) el sistema de ecuaciones (20) se transforma en

n

dlog f(x;|0) .
E —_— L = =1.....,d. 1

Por este camino llegamos al siguiente resultado que provee la herramienta adecuada para el
célculo del EMV.

Lema 3.5. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad (o de probabilidad) f(z|6),
6 € © C RY, perteneciente a una familia regular de distribuciones. El estimador de méxima

verosimilitud de @, basado en los valores x = (x1,...,z,) de una muestra aleatoria X =
(X1,...,X,), es solucién del siguiente sistema de ecuaciones:
n
> wi0lm) =0 j=1,....d, (22)
i=1
donde, para cada x € S, la funciones de 0, ¢;(0|z), j = 1,...,d, se definen por
0log f(x|0)
by(0l) = 08I T0) (23)
06;

Nota Bene. Por supuesto que las condiciones (22) son necesarias pero no suficientes para
que # sea un maximo. Para asegurarse que 6 es un maximo deberan verificarse las condi-
ciones de segundo orden. Ademas debe verificarse que no se trata de un maximo relativo sino
absoluto.
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Nota Bene. Si la funcién de densidad (o de probabilidad) f(z|f) de la variable aleatoria
X pertenece a una familia regular uniparamétrica de distribuciones, i.e., cuando el espacio
paramétrico © es un subconjunto de la recta real R, el sistema de ecuaciones (22) se reduce
a una sola ecuacion, denominada la ecuacion de verosimilitud,

n

> e(8lzi) =0, (24)

i=1
donde, para cada = € S, la funcién de 6, ¥ (0|x), se define por

w(0l) = 2ET0) (25)
Ejemplo 3.6 (Distribuciones de Bernoulli). Es facil ver que la familia de distribuciones
Bernoulli(#), 6 € (0,1), es una familia uniparamétrica regular con funciones de probabilidad
de la forma f(z|0) = (1 —0)!7%6%, x = 0,1. En consecuencia, para encontrar el estimador de
maxima verosimilitud para € basado en una muestra aleatoria X = (X,...,X,,) podemos
usar el resultado del Lema 3.5.

_ Olog f(z|0)
0

En primer lugar hallamos la expresion de la funcién ¢ (0]r) = == . Observando que

log f(x|6) = log(1 — 6)°0% = (1 — z)log(1 — 0) + zlog b,

y derivando respecto de 6 obtenemos

Rt
1-0" 0"

P(Oz) =

Por lo tanto, la ecuacién de verosimilitud (24) adopta la forma

1 Z” 1 Z"
i=1 i=1

Un poco de dlgebra muestra que para cada pareja a # b vale que:

1 1 b

Sigue de (27), poniendo a = > | (z; —1) =>"" 2, —ny b= >", z;, que la solucién de la
ecuacién (26) es

1 n
0= n;xz

Con un poco mas de trabajo, se puede verificar que dicha solucién maximiza el logaritmo de
la verosimilitud.

En resumen, si x = (z1,...,x,) son los valores observados de una muestra aleatoria
X = (Xy,...,Xp), el estimador de méxima verosimilitud para 6 es el promedio (o media)
muestral



Por lo tanto, el estimador de mdzima verosimilitud para 6, basado en una muestra aleatoria

X = (Xy,...,X,) de una variable con distribucion Bernoulli(6), es el promedio muestral
. 1 <
O (X) = — ; X;. (28)
UJ

Nota Bene. El estimador de mdxima verosimilitud para 6, basado en una muestra aleatoria
X = (Xy,...,X,), de una variable aleatoria con distribucién Bernoulli(f),

1 &
X:n;Xﬂ

es una variable aleatoria. Subrayamos este hecho para que no se pierda de vista que los
estimadores puntuales son funciones de la muestra aleatoria X = (X1,..., X,,) y por lo tanto
son variables aleatorias. En el Ejemplo 3.6, el parametro 0 es la media de la distribucién que
produce la muestra y el estimador de maxima verosimilitud para 6 es el promedio muestral.
Por lo tanto, f,mp s un estimador insesgado, consistente y asintoticamente normal.

Nota Bene. Si la muestra aleatoria arrojé los valores 1,1, ..., 1, es facil ver que O, = 1,
en cambio si arrojé 0,0, ...,0 resulta que émv = 0. Estos resultados también coinciden con
el promedio de los valores observados. Por lo tanto, el resultado obtenido en (28) se puede
extender al caso en que © = [0, 1].

Ejemplo 3.7 (Distribuciones de Bernoulli). Bajo el supuesto de que los valores de la secuencia
0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0. (29)

fueron arrojados por una muestra aleatoria de tamano 20 de una variable aleatoria X ~
Bernoulli(f), el estimador de méxima verosimilitud arrojara como resultado la siguiente esti-
macién para el parametro 0:
. 11
0mv(0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0) = 50 = 0.55
Con esta estimacién podriamos decir que la ley que produce esos valores es la distribucion de
Bernoulli (0.55). Por lo tanto, si queremos “reproducir” el generador de nuimeros aleatorios
que produjo esos resultados, debemos simular niimeros aleatorios con distribucién de Bernoulli
de parametro 0.55. O

Ejemplo 3.8 (Distribuciones normales con varianza conocida). Sea X = (X,..., X)) una
muestra aleatoria de una variable aleatoria X ~ N(6,0?), con varianza 02 > 0 conocida y
media 6 € R. La familia de distribuciones normales N (0, c?), § € R, es una familia regular
uniparamétrica con densidades de la forma

1 _(z—0)?

(& 202
o2

f(]0) =
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Usando el resultado del Lema 3.5 se puede ver que el estimador de mdzima verosimilitud para
0 es

. 1< _
O (X) = — > Xi=X.
=1

En efecto, como

_ Olog f(x|0) x—0

P(ola) = =BT T

la ecuacién de verosimilitud (24) equivale a

n

> (zi—0)=0.

i=1
El resultado se obtiene despejando 6. O

Ejemplo 3.9 (Distribuciones normales). La familia de distribuciones normales
{N(u,0%) : peR, o >0}

es una familia regular con pardmetro bidimensional § = (u,0%) € © = R x (0,00). Para
encontrar el estimador de maxima verosimilitud del pardmetro (u,0?) basado en una muestra
aleatoria X = (Xi,...,X,,) usaremos los resultados del Lema 3.5. La densidad de cada
variable X es

202

Flelmo®) = 2% (07) o (-0

con lo cual

1 1 x — p)?
log f(x|p, 0%) = log(2m) "2 — 5 log 0% — (202#).
En consecuencia,
dlog f(x|p,0%) x—p
ou o2
y
dlog f(zlp,0®) 1 (z—p)?
do? T 202 2(02)2

Luego el sistema de ecuaciones (22) se transforma en el sistema

1 n
) <Zmi—nu> = 0,

=1

1 <& )

= =D DUl B
=1
que tiene como solucién

1 n

wo= E Ly z,
i=1

1 < .

o2 = " (aci—x)g
=1



Se puede comprobar que en ese punto de coordenadas (u, 0?) se alcanza el méaximo absoluto
de la funcién log L(u, 0?|x).

Resumiendo, cuando la muestra aleatoria X = (Xi,...,X,) arroja los valores x =
(x1,...,2,), el estimador de méxima verosimilitud para (u,c?) es el punto del conjun-
to paramétrico R x (0, 00) ) cuyas coordenadas son el promedio y la varianza muestrales:
fomo(%) = 250 @y = 7y (%) = L Y0 (20— )2

Por lo tanto, el estimador de mdrima verosimilitud para (u,c?), basado en una muestra
aleatoria X = (X1,...,X,) de variables normales, N (u,c?), es el punto en R x (0,00) de

coordenadas aleatorias
) - 1 .
fimo (X) = X, 02 m(X) = — Z(X,» - X)% (30)
O

3.2.1. Familias exponenciales

Muchos modelos estadisticos pueden considerarse como casos particulares de una familia
mas general de distribuciones.

Definicién 3.10 (Familias exponenciales). Decimos que la distribucién de una variable
aleatoria X pertenece a una familia exponencial unidimensional de distribuciones, si podemos
escribir su funcion de probabilidad o su funcién densidad como

f(xw) _ ea(G)T(x)-&-b(G)—f—S(x)’ z €S, (31)

donde, a y b son funciones de 8; Ty S son funciones de x y S no depende de 6.

Nota Bene. Si las funciones a y b son derivables y el espacio paramétrico © es abierto,
las densidades (31) constituyen una familia regular uniparamétrica y en consecuencia, para
encontrar el estimador de maxima verosimilitud de #, basado en una muestra aleatoria X =
(X1,...,X5), se puede usar el resultado del Lema 3.5.

Debido a que el logaritmo de la densidad (31) es

log f(x|0) = a(0)T(z) + b(f) + S(x)
tenemos que

_ 0log f(x|0) _

50 a' (0)T(x) + b'(0)

P(0]z)
y en consecuencia, la ecuacién de verosimilitud (24) adopta la forma
n
a'(0) ) T(x;) +nb(0) = 0.
i=1
Por lo tanto, el estimador de méxima verosimilitud para 6 satisface la ecuacion

—b’(@) B l n N
ad) n ;T( i): (32)
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Ejemplo 3.11 (Distribuciones exponenciales). Sea X una variable aleatoria con distribucién
Exponencial(A), A > 0. Podemos escribir

f(l'|)\) — )\e—kax — 6—)\$+log>\
Por lo tanto, la distribucion de X pertenece a una familia exponencial unidimensional con

a(A) ==X\, b(\) =log\, T'(x) =z, S(x) =0y S = (0,00). La ecuacién de verosimilitud (32)
adopta la forma

1 1< B
i=1

cuya solucién es A = 1/z. Se puede verificar que el valor de A asi obtenido maximiza el
logaritmo de la verosimilitud.

Si la muestra aleatoria X = (X7y,...,X,,) arrojo los valores x = (x1,...,x,), el estimador
de méaxima verosimilitud para A es

Amo(x) = (7).

Por lo tanto, el estimador de mdzrima verosimilitud para A, basado en una muestra aleatoria
X = (X1,...,X,) de variables con distribucién Exponencial(\), es

" 1
Sma(X) = (;ZXZ) .
=1
]

Ejemplo 3.12 (Distribuciones normales con media conocida). Sea X una variable aleatoria
con distribucién normal NV (u, 02), donde la media y es conocida y la varianza o > 0. Podemos

escribir
1 _@-w? L (2= L o 02 —los /2
flalo?) = ¢ A = (e n-jlogo~log Van
2o

Por lo tanto, la distribucién de X pertenece a una familia exponencial unidimensional con
a(o?) = —2;2, b(o?) = —%10g o2, T(x) = (x — p)?, S(x) = —log V27 y S = R. La ecuacién
de verosimilitud (32) adopta la forma

1/20? 1« )
e ) (34)
1/2(0?) n
cuya solucién es o2 = %Zznzl(xl — )%, Se puede verificar que el valor de ¢ asi obtenido
maximiza el logaritmo de la verosimilitud.

Si la muestra aleatoria X = (X1,..., X,,) arrojo los valores x = (z1,...,x,), el estimador

de méxima verosimilitud para o2 es

Zn(X) = = (i = p)’.
i=1

Por lo tanto, el estimador de mdzima verosimilitud para o2, basado en una muestra aleatoria
X = (X1,...,X,) de variables con distribucién N (u,o?), es

o (X) = % X — .

18



3.2.2. Malas noticias!

“Fsta calle es mds angosta de lo que pensds”.
(Proverbio Zen)

Ejemplo 3.13 (Fiabilidad). Sea T1, ..., T, una muestra aleatoria del tiempo de duracién sin
fallas de una maquina cuya funcién intensidad de fallas es A(t) = Bt°~11{t > 0}, donde el
parametro de “desgaste” 3 > 0 es desconocido. La densidad de cada tiempo T es

£(¢18) = pt" e " 1{t > 0} (35)

Observando que

log f(t|8) =log B+ (8 — 1) logt — ¢’

y derivando respecto de 3 se obtiene

dlog f(x|B) _ 1
=T — = 4 logt — tP logt.
op g
Por lo tanto, la ecuacién de verosimilitud (24) adopta la forma
n n n
*—&-Zlogti—Ztiﬁlogti:O (36)
B i=1 i=1
La mala noticia es que la ecuacién (36) no tiene una solucién analitica explicita. O

El ejemplo anterior muestra que en algunos casos la ecuacién de verosimilitud no presenta
solucién analitica explicita. En tales casos, los estimadores de maxima verosimilitud pueden
obtenerse mediante métodos numéricos.

Método de Newton-Raphson. El método de Newton-Raphson es un procedimiento it-
erativo para obtener una raiz de una ecuacién

9(0) =0, (37)

donde ¢(-) es una funcién suave. La idea es la siguiente: supongamos que  es una raiz de la
ecuacién (37). Desarrollando ¢(-) en serie de Taylor en torno de un punto 6y, obtenemos que

9(0) = g(6o) + (6 — 60)g' (6o).

En consecuencia, si 6y estd cerca de una raiz 6 de la ecuacién (37), deberfa ocurrir lo siguiente

9(6o)
0~ 0y — . 38
0 J0) (38)
De la ecuacién (38) obtenemos el procedimiento iterativo
0.
;11 — 0; — 204) (39)

g'(6;)
que se inicia con un valor ) y produce un nuevo valor #; a partir de (39) y asi siguiendo,

hasta que el proceso se estabilice, o sea, hasta que |6;41 — ;| < € para un € > 0 “pequeno” y
prefijado.
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Ejemplo 3.14 (Continuacién del Ejemplo 3.13). Para resolver la ecuacién (36) usaremos el
procedimiento de Newton-Raphson aplicado a la funcién

n n

n

g(B) = B + g logt; — g t’f log t;.
i=1 i=1

Como

el procedimiento iterativo (39) adopta la forma

5+ i logti — 30, tf logt;
R 7 (log t;)?

Bj+1 = Bj + (40)

Generando una muestra aleatoria de tamano n = 20 de una variable aleatoria T con
densidad dada por (35) con 3 = 2 e inicializando el procedimiento iterativo (40) con 3y = T
obtuvimos que Bmv = 2.3674.

Generando una muestra aleatoria de tamanio n = 10000 de una variable aleatoria 1" con
densidad dada por (35) con 3 = 2 e inicializando el procedimiento iterativo (40) con 3y = T
obtuvimos que Bmv = 1.9969. 0

3.3. Ca&lculo del emv para familias no regulares

Venia rdpido, muy rdpido y se le solté un patin ...

Ahora mostraremos algunos ejemplos correspondientes a familias no regulares. En estos
casos hay que analizar dénde se realiza el maximo “a mano”.

Ejemplo 3.15 (Distribuciones de Bernoulli con pardmetros discretos). Supongamos que los
valores observados en la secuencia (29) que aparece en el Ejemplo 3.7 fueron arrojados por una
muestra aleatoria de tamano n = 20 de una variable aleatoria X con distribucién Bernoulli(p),
donde p = 0.45 o p = 0.65. La familia de distribuciones no es regular debido a que el espacio
paramétrico {0.45,0.65} no es abierto. En esta situacién no puede utilizarse la metodologia
del Lema 3.5 pues conduce a resultados totalmente disparatados. Lo tinico que se puede hacer
es comparar los valores L(0.45|x), L(0.65|x) y quedarse con el valor de p € {0.45,0.65} que
haga maxima la probabilidad de observar el resultado x:

L(0.45x) = (0.45)"(0.55)% = (7.0567...)107"
L(0.65]x) = (0.65)'1(0.35)% = (6.8969...)107".

Por lo tanto, el estimador de méxima verosimilitud, basado en las observaciones (29), serd

Pmo(0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0) = 0.45.
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Ejemplo 3.16 (Distribucién uniforme). La familia {U(0,6) : 6 > 0} de distribuciones uni-
formes no es una familia regular debido a que el soporte de la densidad de la distribucién
U(0,0) es [0, 0] (y depende claramente del valor del pardmetro ). En esta situacién tampoco
puede utilizarse la metodologia del Lema 3.5. En este caso ©® = (0,00) y las funciones de
densidad son de la forma

F(x]6) = %1{0 <z <o)

La funcion de verosimilitud es

LAx) = Hgl{ngi <0} = t97[[1{0951- < 0}
i=1 i=1

1 [
= —1< max x; <0 ,.
on " |i=1,..n
Si # < méx; x;, entonces L(f|x) = 0. Si § > méx; z;, entonces L(f|x) = 6", una funcién
decreciente en . En consecuencia, su méaximo se alcanza en

f = max ZTi.
i=1,...,n

Por lo tanto, el estimador de mdzima verosimilitud para 0, basado en una muestra aleatoria
X = (Xy,...,X,) de una variable aleatoria X ~ U(0,0), es el mdzimo de la muestra

émU(X) =X = Zirllaxn X;.

L]
Ejemplo 3.17 (Distribucién uniforme). La familia {U(0 — 1/2,0 + 1/2) : 0 € R} de dis-
tribuciones uniformes no es una familia regular debido a que el soporte de la densidad de
la distribucién U(0 — 1/2,0 + 1/2) es [0 — 1/2,0 + 1/2] (y depende claramente del valor del
pardmetro 6). En este caso © = R y las funciones de densidad son de la forma
f(z]0) =1{6 —1/2 <z <0+1/2}.
La funcién de verosimilitud es

LO)x) = f[l{e —1/2<a; <0+1/2)
=1

= 1{méx x;—1/2<6 < min xi+1/2}
i=1,....,n i=1,...,n
= 1{xy —1/2<0 <z +1/2},

pues
0—1/2<xz; <6+1/2, i=1,...,n,
si y solamente si
0<ux;+1/2 y x; —1/2 <80, i=1,...,n,

Como L(f[x) se anula para 6 < w(,) y para 6 > () + 1/2 y es constantemente 1 en el
intervalo [z(,) —1/2, z(1)+1/2], tenemos que cualquier punto de ese intervalo es un estimador
de méaxima verosimilitud para 6. En particular,

“ T+
G(X) _ (1) (n)
2
es un estimador de maxima verosimilitud para 6. Etc... O
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3.4. Principio de invariancia

En lo que sigue presentamos una propiedad bastante importante del método de maxima
verosimilitud.

Teorema 3.18 (Principio de invariancia). Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una
variable aleatoria X cuya distribucion pertenece a la familia paramétrica F = {Fy : 0 € ©}.
Sea g : © — A una funcion biunivoca de © sobre A. Si 6 es un estimador de mdzrima

verosimilitud para 6, entonces g(0) es un estimador de maxima verosimilitud para X\ = g(0).

Demostracién. Como A = g(6) es una funcién biunivoca de © sobre A, la funcién de
verosimilitud L(f|x) se puede expresar en funcién de A ya que § = g~!(\). Denominemos a
la funcién de verosimilitud, como funcién de A, por L*(\|x). Es claro que

L*(Ax) = L(g~' (V) |x).

Sea émv € O un estimador de maxima verosimilitud para 0 y sea \i= g(émv) € A su imagen
por g. Hay que mostrar que vale lo siguiente:

L*(\|x) = max L*(\
(Alx) max (Alx)

Pero esto es inmediato, debido a que

D) = Lo~ () = L) = mix L(0]) = mix Lo~ (V) )
= max L*(\|x).
AEA

Por lo tanto,

O]

Ejemplo 3.19. Sea X, ..., X,, una muestra aleatoria de la variable aleatoria X ~ N (u, 1).
En el Ejemplo 3.8 vimos que i, = X es el estimador de maxima verosimilitud para pu.
Queremos estimar

9(p) = Pu(X <0) = &(—p).
Por el principio de invariancia, tenemos que

g(ﬂmv) = (I)(_X)

es el estimador de maxima verosimilitud para P, (X < 0). O

Nota Bene En general, si A = g(6), aunque g no sea biunivoca, se define el estimador de
maxima verosimilitud de A\ por

~

A= g(émv).

22



4.

Bibliografia consultada

Para redactar estas notas se consultaron los siguientes libros:

1.

Bolfarine, H., Sandoval, M. C.: Introdugao a Inferéncia Estatistica. SBM, Rio de Janeiro.
(2001).

. Borovkov, A. A.: Estadistica matemética. Mir, Moscu. (1984).

Cramer, H.: Métodos mateméticos de estadistica. Aguilar, Madrid. (1970).

Hoel P. G.: Introduccién a la estadistica matematica. Ariel, Barcelona. (1980).

. Maronna R.: Probabilidad y Estadistica Elementales para Estudiantes de Ciencias. Ed-

itorial Exacta, La Plata. (1995).

23



