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1. Ensayos Bernoulli

Se trata de ensayos repetidos en forma independiente en los que hay solo dos resultados
posibles, usualmente denominados “ézito” y “fracaso”, cuyas probabilidades, p y 1 — p, se
mantienen constantes a lo largo de todos los ensayos.

El espacio muestral de cada ensayo individual estd formado por dos puntos S y F'. El
espacio muestral de n ensayos Bernoulli contiene 2™ puntos o sucesiones de n simbolos
S y F, cada punto representa un resultado posible del experimento compuesto. Como
los ensayos son independientes las probabilidades se multiplican. En otras palabras, la
probabilidad de cada sucesion particular es el producto que se obtiene reemplazando los
simbolos S y F por p y 1 — p, respectivamente. Asi,

P(SSESF ... FFS)=pp(1—p)p(l —p)--- (1 —p)(1—p)p.

Ejemplo 1.1. Si repetimos en forma independiente un experimento aleatorio y estamos
interesados en la ocurrencia del evento A al que consideramos “éxito”, tenemos ensayos
Bernoulli con p = P(A). O



Modelando ensayos Bernoulli. Los ensayos Bernoulli (con probabilidad de éxito p)
se describen mediante una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (X; : i € N) cada una con distribuciéon Bernoulli(p),

P(X; = x;) = p*i (1 — p)'~", x; € {0,1}. (1)

Esto es, P(X; = 1) = py P(X; = 0) = 1 — p. En este contexto, X; = 1 significa que “el
resultado del 1-ésimo ensayo es éxito”.

Construccién. Dada la probabilidad de éxito p € (0,1), las variables aleatorias que
describen a los ensayos Bernoulli se pueden construir del siguiente modo: se considera
una sucesion de variables aleatorias independientes U; : 7 € N, cada una con distribucién
uniforme sobre el intervalo (0,1] y se definen X; :=1{1 —p < U; < 1}.

Preguntas elementales. Se pueden formular varios tipos de preguntas relacionadas con
los ensayos Bernoulli. Las mas sencillas son las siguientes:

(a) (Cuadl es la cantidad total de éxitos en los primeros n ensayos?
(b) (En n ensayos, cudl es el nimero de éxitos mas probable?

(¢) ;Cudnto “tiempo” hay que esperar para observar el primer éxito?
(d

) ¢Cuénto “tiempo” hay que esperar para observar el k-ésimo éxito?

En lo que sigue expresaremos las preguntas (a)-(d) en términos de las variables aleato-
rias X; : ¢ € N que describen los ensayos Bernoulli.

La cantidad de éxitos en los primeros n ensayos se describe mediante la suma de las
primeras variables Xq,..., X,

S, = ix (2)

La pregunta (a) interroga por la distribucién de probabilidades de la variable aleatoria
S, definida en (2). Esto es, para cada k = 0,...,n, se trata de determinar cudnto valen
las probabilidades P(S,, = k). En cambio, la pregunta (b) interroga por el valor de k que
maximiza a la funcién de k, P(S, = k).

El tiempo de espera hasta el primer éxito se describe mediante la variable aleatoria

Ty :=min{i e N: X; =1}, (3)

y en general, el tiempo de espera hasta el k-ésimo €éxito, k > 1 se describe, recursivamente,
mediante

Ty == min{z >Te_1: X; = 1} (4)

La pregunta (c) interroga por la distribucién de probabilidades de la variable T definida

en (3): cuanto valen las probabilidades P(T; = n), n € N? Finalmente, la pregunta (d)

interroga por la distribucién de probabilidades de las variables Ty, k > 2, definidas en (4):
cuanto valen las probabilidades P(T, = n), n > k7
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1.1. La distribucion binomial: cantidad de éxitos en n ensayos

La cantidad de éxitos puede ser 0,1,...,n. El primer problema es determinar las cor-
respondientes probabilidades. El evento en n ensayos resultaron k éxitos y n — k fracasos

{(Xl,...,Xn) = (r1,...,7p): Zazzzk‘}

puede ocurrir de tantas formas distintas como k& simbolos 1 se puedan ubicar en n lugares.
En otras palabras, el evento considerado contiene (Z) puntos, cada uno de probabilidad

’ (H{Xi N xi}) = [[pm—p) = p=iam(1 —priam
=1 =1
= pa-p" "

Por lo tanto,

P(S, = k) = (Z) Fl—pnt 0<k<n (5)

En particular, la probabilidad de que no ocurra ningun éxito en n ensayos es (1 —p)”, y la
probabilidad de que ocurra al menos un éxito es 1 — (1 — p)™.

La distribucién de S, determinada en (5), se denomina la distribucion binomial de
pardmetros n y p y se denota Binomial(n, p).

Nota Bene. Por definicién, la distribucién binomial de pardametros n y p es la distribu-
cton de una suma de n variables aleatorias independientes cada con distribucion Bernoulli
de parametro p.

Ejemplo 1.2. Se tira un dado equilibrado 11 veces y en cada tiro se apuesta al 6, jcudl es
la probabilidad de ganar exactamente 2 veces? Como el dado es equilibrado, la probabilidad
de éxito es 1/6 y la cantidad de éxitos en 11 tiros tiene distribucién Binomial (11,1/6).
Por lo tanto, la probabilidad requerida es

() () (3) -omo..

Ejemplo 1.3. Cada articulo producido por una maquina sera defectuoso con probabilidad
0.1, independientemente de los demés. En una muestra de 3, jcudl es la probabilidad de
encontrar a lo sumo un defectuoso?

Si X es la cantidad de articulos defectuosos en la muestra, entonces X ~ Binomial(3, 0.1).
En consecuencia,

|

PX<1)=PX=0)+P(X=1)= (g) (0.1)°(0.9)* + G’) (0.1)*(0.9)* = 0.972.



Ejemplo 1.4. Un avién se mantendra en vuelo mientras funcionen al menos el 50 % de
sus motores. Si cada motor del avién en vuelo puede fallar con probabilidad 1 — p indepen-
dientemente de los demés, ;para cudles valores de p € (0,1) es més seguro un avién de 4
motores que uno de 27

Como cada motor puede fallar o funcionar independientemente de los demas, la cantidad
de motores que siguen funcionando es una variable aleatoria con distribucion binomial. La
probabilidad de que un avién de 4 motores realice un vuelo exitoso es

(;l)pQ(l —p)* + <§>p3(1 —p)+ <i)p4 = 6p*(1 —p)> + 4p>(1 — p) + p*,

mientras que la correspondiente probabilidad para un avion de 2 motores es

(i)p(l —p)+ @)132 =2p(1 —p) +p”.

En consecuencia, el aviéon de 4 motores es mas seguro que el de 2 si
6p*(1 —p)* +4p°(L —p) +p' > 2p(1 —p) +p’
lo que es equivalente a las siguientes expresiones simplificadas
3P =8+ Tp—2>0 <= 3(p—2/3)(p—17% >0 < p>2/3.

Por lo tanto, el avién de 4 motores es mas seguro cuando la probabilidad de que cada motor
se mantenga en funcionamiento es mayor que 2/3, mientras que el avién de 2 motores es
més seguro cuando esa probabilidad es menor que 2/3. O

Ejemplo 1.5. Si la probabilidad de éxito es p = 0.01, cudntos ensayos se deben realizar
para asegurar que la probabilidad de que ocurra por lo menos un éxito sea al menos 1/27?

Buscamos el menor entero n tal que 1 — (0.99)" > 1, o equivalentemente £ > (0.99)".
Tomando logaritmos — log 2 > nlog(0.99) y despejando n resulta n > —log(2)/10g(0.99) ~

68.96. Por lo tanto, n = 69. O

1.2. Término central

De la férmula (5) se puede ver que

P(Sp=k) (P -p"* (k=Dn—k+ 1)l
P(Sh =k —1) (t)pE 1L =p)nitt El(n = B)I(1 = p)
 (n—k+1)p (n+1)p—k
B (= o

De (6) se deduce que P(S,, = k) crece cuando k < (n+ 1)p y decrece cuando k > (n+ 1)p.
Si (n + 1)p es un numero entero, entonces P(S,, = (n+ 1)p) =P(S, = (n+1)p —1). En
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otras palabras, la cantidad més probable de éxitos en n ensayos es m := [(n + 1)p]. Salvo
en el caso en que m = (n + 1)p, donde también lo es m — 1.

Cuando p = % el resultado anterior se puede observar directamente en el triangulo
de Pascal: en el centro de las filas pares esta el maximo. En la regién central de las filas

impares hay dos maximos.

Ejemplo 1.6. Se tira un dado equilibrado n veces y en cada tiro se apuesta al 6. ; Cual es
la cantidad més probable de éxitos cuando n = 127 y cuando n = 117

La cantidad de éxitos tiene distribucién Binomial (n, p), donde p = 1/6. Cuando n = 12,
(n+1)p=13/6 = 2.16... y entonces la cantidad mas probable de éxitos es m = 2. Cuando
n =11, (n+1)p = 2 y entonces la cantidad més probable de éxitos esm =10 m = 2. Ver
la Figura 1.

0.35 T T T T T 0.35

0.3F [y b 03r [ ]

0.251 q 0.251

0.2F [y B 0.2+

0.151 q 0.151

0.1f q 0.1f

0.051 q 0.051

Figura 1: (a) probabilidades binomiales (12,1/6) (b) probabilidades binomiales (11,1/6).

|

1.3. Ladistribucion geométrica: tiempo de espera hasta el primer
éxito

El tiempo que hay que esperar para observar el primer éxito en una sucesién de ensayos

Bernoulli puede ser n = 1,2,.... El evento T} = 1 significa que se obtuvo éxito en el

primer ensayo y tiene probabilidad p. Para cada n > 2, el evento 77 = n significa que en

los primeros n — 1 ensayos se obtuvieron fracasos y que en el n-ésimo se obtuvo éxito, lo
que tiene probabilidad (1 — p)" !p. Por lo tanto, la distribucién de T} es

P(Ty=n)=(1-p)"'p, nel (7)



El evento T} > n significa que los primeros n ensayos de la sucesiéon resultaron fracaso. Por
lo tanto,

Py >n)=(1-p)", n=l (8)

La distribucién de T se denomina distribucion geométrica de pardmetro p y se designa
mediante Geom(p).

Ejemplo 1.7. Se arroja repetidamente un dado. Cudl es la probabilidad de que el primer
as aparezca antes del quinto tiro?. Suponiendo que el dado es perfecto, la probabilidad
de obtener as es 1/6 y la cantidad de tiros hasta obtener el primer as tiene distribucién
Geom(1/6). Por lo tanto, la probabilidad requerida es

1/6+(5/6)(1/6)+(5/6)*(1/6)+(5/6)*(1/6) = (1/6) (%) =1-(5/6)* = 0.5177. ..

Ol

Ejemplo 1.8 (Ocurrencias casi seguras). Si al realizarse un experimento aleatorio un
evento A tiene probabilidad positiva de ocurrir, entonces en una sucesién de experimentos
independientes el evento A ocurrird casi sequramente.

En efecto, el tiempo de espera hasta que ocurra el evento A es una variable aleatoria
T4 con distribucién geométrica de pardmetro p = P(A). Si se observa que

{(Ty>1} D{Tu>2y D {T4>3}D---
Yy que

{Ta = o0} = [({Tu > n}

n>1

y se usa la propiedad de continuidad de PP, se obtiene que

P(Ty =00) =P (ﬂ{TA > n}) :ALIEO]P(TA >n)= lim (1 —p)" =0.

o1 n—oo
Por lo tanto, P(T4 < 00) = 1. O

Pérdida de memoria

La variable aleatoria, T', con distribuciéon geométrica de parametro p tiene la propiedad
de pérdida de memoria,

P(T>n+m|T >n)=P(T >m) n,m €N (9)



La identidad (9) se obtiene de (8) y de la férmula de probabilidad condicional:

P(T > T>
P(T>ntmT>n) = SL2ntmT>n)

P(T > n)
_ PT>n+m) (1-pnm
n P(T>n)  (1—p)n

= (1—p)"=P(T >m).

De hecho, la propiedad de pérdida de memoria definida en (9) caracteriza a la distribucién
geométrica.

Teorema 1.9. Si T es una variable aleatoria a valores en N con la propiedad de pérdida
de memoria, entonces 7' ~ Geom(p), donde p = P(T = 1).

Demostracién. Sea G(n) :=P(T > n). Si T pierde memoria, tenemos que
G(n+m) = G(n)G(m) (10)
De (10) sigue que G(2) = G(1)G(1) = G(1)?, G(3) = G(2)G(1) = G(1)? y en general

G(n) = G(1)" cualquiera sea n € N. En otros términos, la distribucién de 7" es tal que
P(T >n) =G(1)".

Por lo tanto,

1.4. La distribucién Pascal: tiempo de espera hasta el k-ésimo
éxito

Para observar k-éxitos en una sucesion de ensayos Bernoulli, lo minimo que hay que

esperar es k ensayos. ;Cuando ocurre el evento T, = n, n > k? El n-ésimo ensayo debe ser

éxito y en los n — 1 ensayos anteriores deben ocurrir exactamente k — 1 éxitos. Hay (Zj)
formas distintas de ubicar k — 1 simbolos 1 en n — 1 lugares. Por lo tanto,

n—1

]P’(Tk:n):(k_l

R e (1)
La distribucion de T} se denomina distribucion Pascal de pardmetros k y p y se designa
mediante Pascal(k, p).

La distribucion Pascal de parametros k y p es la distribucion de una suma de k variables
aleatorias independientes cada una con ley Geom(p). Lo cual es intuitivamente claro si se
piensa en el modo que arribamos a su definicién.
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En efecto, definiendo Tj := 0 vale que

k

T => (Ti— Tiny).

i=1

Basta ver que para cada ¢ = 1, ...,k las diferencias T; — T;_; son independientes y todas
se distribuyen como 77 ~ Geom(p).

En lo que sigue mostraremos que 77 y 75 — T} son independientes y que Ty — T} ~
Geom(p).

P(Tl =n, T2 — T1 = m) = ]P)(TQ — T1 = m\Tl = n)IF’(Tl = TL)
P(Ty = m+n|Ty = n)P(Ty = n)

El evento T7 = n depende de X;,...,X,. Si se sabe que T} = n, el evento T, = m +n
depende de X, 11, ..., X1 m. Por definicion,

P(Ty =n+m|Ty =n) = (1—p)™ 'p.
En consecuencia,

]P’(len, Tg—lem) = P(lenP(T2:m+n’T1:n)
(1—p)"'p(1 —p)™ 'p.

De la factorizacion anterior se deduce que T y 15 — T} son independientes y que cada una
tiene distribucién geométrica de parametro p. ]

Ejemplo 1.10. Lucas y Monk disputan la final de un campeonato de ajedrez. El primero
que gane 6 partidas (no hay tablas) resulta ganador. La probabilidad de que Lucas gane
cada partida es 3/4. Cuél es la probabilidad de que Lucas gane el campeonato en la novena
partida? La cantidad de partidas que deben jugarse hasta que Lucas gane el campeonato
tiene distribucién Pascal(6,3/4). Por lo tanto, la probabilidad requerida es

() () () .

Ejemplo 1.11. En una calle hay tres parquimetros desocupados. Se estima que los préxi-
mos 10 minutos pasaran 6 coches por esa calle y, en media, el 80 % tendrd que estacionarse
en alguno de ellos. Calcular la probabilidad de que los tres parquimetros sean ocupados en
los proximos 10 minutos.

La probabilidad requerida es la probabilidad de que la cantidad, N, de ensayos hasta
el tercer éxito sea menor o igual que 6. Como N tiene distribucién Pascal(3, 0.8) resulta
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que

P(N <6) = ;6; z:( ) )3(0.2)"*

n

3 K;) (0.2)° + @) (0.2)" + @ (0.2) + (2) (0.2)3]
+

(0.8
= (0.8)% [1+3(0.2) 4+ 6(0.2)* 4 10(0.2)"]
= 0.983...

Notar que una forma alternativa de obtener el mismo resultado es sumar las probabilidades
de observar 3,4, 5,6 éxitos en 6 ensayos Bernoulli. O

Nota Bene: Relacién entre las distribuciones Binomial y Pascal. Sean S, ~
Binomial(n, p) y T} ~ Pascal(k, p). Vale que

P(S, > k) = P(T}, < n). (12)

En efecto, decir que en n ensayos Bernoulli ocurren por lo menos k éxitos es lo mismo que
decir que el tiempo de espera hasta observar el k-ésimo éxito no supera a n. O

2. La distribucion de Poisson

2.1. Motivacion 1: Mecanica Estadistica. (De la estadistica de
Maxwell-Boltzmann a la distribucién de Poisson)

Estadistica de Maxwell-Boltzmann. Fl espacio se divide en una gran cantidad, n, de
pequenas regiones llamadas celdas y se considera un sistema mecanico compuesto por
r particulas independientes que se distribuyen al azar y entre las n celdas. ;Cémo se
distribuye la cantidad de particulas en la celda 17

Como se supone que todas las particulas son distintas y que todas las ubicaciones de las
particulas son igualmente probables. La cantidad de particulas en la celda 1 se distribuye
como una Binomial (r,1/n). Por lo tanto, si py designa la probabilidad de que la celda 1
contenga exactamente k particulas, tenemos que

(Y

En particular, la probabilidad py de que una celda dada no contenga particulas es

Po — (1 - %) (14)

En consecuencia, si n — oo y 7 — oo de modo tal que r/n — A se obtiene que

Do — e
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El niimero A caracteriza la “densidad promedio” de las particulas. En general, usando la
1
formula de Stirling: n! ~ /27 n"" 2e¢™", se puede ver que cuando n — co y r — oo de
modo tal que r/n — A\ se obtiene que
A

Pk — € )\H.
Dicho en palabras, la forma limite de la estadistica de Maxwell-Boltzmann es la distribucion
de Poisson de intensidad )\ definida por

X

k=0,1,2,...

Problemas de ocupacién. Se distribuyen r bolas entre n cajas y cada una de las n”

posibles configuraciones tiene probabilidad n™".

1. La probabilidad p; que una caja dada contenga exactamente k bolas estd dada por la
distribucién binomial. El niimero més probable es el entero v tal que (r —n+1)/n <v <
(r+1)/n. (En otras palabras, se afirma que pg < p1 < -+ < py_1 <Dy > Ppy1 > -+ > Pp)

Férmula de Striling. [Ver Feller I, p.52]
n! ~ V2" tze ",

donde el signo ~ se usa para indicar que el cociente de los dos lados tiende a 1 cuando
n — oo

2. & Utilizando la férmula de Stirling demostrar que
n\ (A" A\"F
li — 1—— = e
e (k) (n) ( n) h

3. Forma limite. Sin — oo y r — oo de modo tal que que la cantidad de bolas por caja
r/n — A, entonces

k
Dk — e_A)\—.
k!
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2.2. DMotivacion 2: Aproximacion de Poisson de la distribucién
binomial

En diversas aplicaciones tenemos que tratar con ensayos Bernoulli donde, para decirlo
de algin modo, n es grande y p es pequeno, mientras que el producto A = np es moderado.
En tales casos conviene usar una aproximacién de las probabilidades P(S, = k), donde
S, ~Binomial(n,p) y p = A\/n. Para k = 0 tenemos

A n
P(S,=0)=(1—-p)" = (1 — —) . (15)
n
Tomando logaritmos y usando el desarrollo de Taylor,
1 1 1
log(l —t) = —t — —t* — —t3 — ~t* — ...
ol —1) 2° 3 1 ’
se obtiene
A A2
logIP(S, =0) = l——=—A==—-- 16
oP(S, =0) =n (1-2) = -x- (16)
En consecuencia, para n grande se tiene que
P(S, =0) ~ e, (17)

donde el signo ~ se usa para indicar una igualdad aproximada (en este caso de orden de
magnitud 1/n). Més ain, usando la identidad (6) se puede ver que para cada k fijo y n
suficientemente grande

P(S, = k) (n—k+1p A

P(S,=k—1) k(l—p) Kk (18)

P(S,=1) ~ A-P(S,=0)~ e,
A N
P(Sn = 2) ~ § . P(Sn = ].) ~ ?6 s
y en general
)\k
P(S, = k) ~ He—*. (19)

La igualdad aproximada (19) se llama la aprozimacion de Poisson de la distribucion bino-
maal.
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Figura 2: Comparacion de las funciones de probabilidad de las distribuciones
Binomial(10, 1/5) (bolita negra) y Poisson(2) (cuadradillo vacio).

Otro modo de obtener el mismo resultado.

Y\ k n—k 1 np g n—k A¥ -\
PSu=k) =, )P L=p)""~ 5 > (L =p)"" = e

Ejemplo 2.1 (Articulos defectuosos). Una industria produce tornillos. Supongamos que la
probabilidad de que un tornillo resulte defectuoso sea p = 0.015, entonces la probabilidad
de que una caja de 100 tornillos no contenga ninguno defectuoso es (0.985)1% = 0.2206...
La aproximacién de Poisson es e !5 = 0.2231... y es suficientemente préxima para la
mayoria de los propésitos préacticos. Si se pregunta: Cuantos tornillos deberia contener la
caja para que la probabilidad de encontrar al menos 100 tornillos sin defectos sea 0.8 o
mejor? Si 100 + x es el nimero buscado, entonces x es un nimero pequeno. Para aplicar
la aproximacion de Poisson para n = 100 4+ x ensayos debemos poner A = np, pero np es
aproximadamente 100p = 1.5. Buscamos el menor entero x para el cual

e o (1 + 1o ... (1‘5)96) >0.8 (20)

1 z!

Para = 1 el valor del lado izquierdo de la inecuacién (20) es aproximadamente 0.558,
para x = 2 es aproximadamente 0.809. Por lo tanto, la aproximaciéon de Poisson permite
concluir que se necesitan 102 tornillos. En realidad la probabilidad de encontrar al menos
100 tornillos sin defectos en una caja de 102 es 0.8022. ... O
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2.3. La distribuciéon Poisson
Una variable aleatoria N tiene distribucién Poisson(\) si sus posibles valores son los
enteros no negativos y si

P(N=n)=¢"—, n=0,1,... (21)

El parametro A puede ser cualquier niimero positivo y la identidad

o0

_ _ P _
Zne ’\n'—)\ AZ (1) e et =\

muestra que A es la media de la distribucién Poisson(\): E[N] = A.
Se puede ver, sumando la serie, que

E[N(N —1)] = \?
de donde se puede deducir que
E[N? =X+ A%, V(N) =\
El rasgo més importante de la distribucién Poisson es su aditividad.

Teorema 2.2 (Aditividad). Si Ny y Ny son variables aleatorias independientes con dis-
tribucion Poisson de medias A\ y o, respectivamente. Entonces,

Ny + Ny ~ Poisson(A; + \a).

Demostracién.
P(N;+ No=n) = Y P(Ny=m,Ny=n—m) ZIP’Nl P(Ny = n —m)
n A\ A e—(/\1+)\2) n n
_ A=A 2 _ myn—m
B Ze 1m!e 2(n—m)!_ n! z:(m)/\l)\2
m=0 m=0
>\1+)\2 ()\1 + )\2)

n!

Nota Bene. El resultado del Teorema 2.2 se extiende por induccién a la suma de una
cantidad finita de variables aleatorias independientes con distribucién Poisson.
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Teorema 2.3 (Competencia). Sean Ny, Ns,..., N, variables aleatorias independientes,
cada N; con distribucion Poisson de media )\, respectivamente. Sea S = Ny + -+ + N,,.
Entonces, para cada n > 1 vale que

A1 Ay Am
)\ )\ ) Y A ?

(N1, No, ..., Ny)|S = n ~ Multinomial <n, — =,

donde \ = Zj Aj. En particular,

P(N;=1|S=1) = %

Demostracién. La suma S = N; + --- + N, tiene distribucién Poisson de media \ =
Zj Aj; ¥ entonces siempre que ny + -+ - + ny, = n,

P(Nl :nl,...,Nm:nm)
P(S =n)

= H(”ii)/ ()

()

P(Ny =nq,..., Ny =ny,|S =n)

]

Nota Bene. En el caso particular n = 2, el resultado del Teorema 2.3 se reduce a que,
si N1 yv N, son variables aleatorias independientes con distribuciéon Poisson de medias \;
y A9, respectivamente, entonces dado que Ny + Ny = n, la distribucién condicional de Ny
es Binomial(n, p), donde p = ]

>\1+>\2
Teorema 2.4 (Adelgazamiento). Sea N una variable aleatoria Poisson de media \. Sea
M wuna variable aleatoria tal que, dada N, tiene distribucion Binomial(N,p), i.e.,

MI|N = n ~ Binomial(n,p).
Entonces, M y N — M son variables aleatorias independientes con distribucion Poisson de

medias pA y (1 — p)A, respectivamente.

Demostracion. Sean m,k >0

P(M=mN—-M=k) = P(M=m,N—M=kN=m+kPN =m+k)
= P(M=m|N=m+Ek)P(N=m+k)

((””’f) )y
_ (@) (e O,
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Ejercicios adicionales

4. Sea N una variable aleatoria con distribucion Poisson de media A. Mostrar que

P(N:n):éIP’(N:n—l), n=12...
n

Usar ese resultado para encontrar el valor de n para el cual P(N = n) es maximal.

5. gé? Se lanza una moneda una cantidad aleatoria N de veces, donde N tiene distribucion
Poisson. Sean N; y N, la cantidad de total de caras y de cecas observadas, respectivamente.
Mostrar que las variables aleatorias N7 y Ny son independientes y que tienen distribucion
Poisson.

6. Sea Xi, Xy,... una sucesion de variables aleatorias independientes, cada una con
distribucién Bernoulli(p). Para cada n > 1 se define S, := > " | X,. Por convencion,
So:=30_, X; = 0. Sea N una variable aleatoria con distribucién Poisson(\). Mostrar que

Sy ~ Poisson(p\).

2.4. La aproximacién Poisson. (Técnica de acoplamiento)

En lo que sigue mostraremos que cuando se consideran una gran cantidad de even-
tos independientes y cada uno de ellos tiene una probabilidad muy pequena de ocurrir,
la cantidad de tales eventos que realmente ocurre tiene una distribucién “cercana” a la
distribuciéon Poisson.

Construccién conjunta de variables Bernoulli y Poisson (Acoplamiento).
Para cada p € [0, 1] dividimos el intervalo [0, 1) en dos intervalos

Lp) =10,1=p),  Lp)=[1-p1) (22)

y en la sucesion de intervalos

k—1 k k k
. P P
Jo(p) =[0,e7),  Julp)=1|) e P > e ”E>, k=1,2,.... (23)
=0 =0

Consideramos una variable aleatoria U con distribucién U[0, 1) y construimos dos variables
aleatorias V' y W con distribuciones Bernoulli(p) y Poisson(p), respectivamente:

Vi=1Uehp}  W:=)Y kI{UEc @)} (24)

k=0
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Figura 3: Comparacién de las funciones de probabilidad de las distribuciones Bernoulli(1/4)

(bolita negra) y Poisson(1/4) (cuadradillo vacio)

De la desigualdad 1 — p < e7? resulta que Iy(p) C Jo(p) v que Ji(p) C Ii(p) (Ver el

diagrama). En consecuencia, V =W <= U € [y(p) U Ji(p). Por ende,
PV =W)=P(U € Ih(p) ULi(p)) =1 —p+e"p,
y en consecuencia,
P(V#W)=p—ep=p(l—e?)<p’
Usando la desigualdad (26) pueden obtenerse las siguientes cotas:

sup [P(V =k) —P(W =k)| < p*

k>0

SRV =k)-PW =k)| < 2p”.

La cota (27) se deduce de observar que

BV =k) ~B(W =k)| = [E[L{V = k}] - E[1{W = k}]
— [E[1{V = k} - 1{W = k})

E[L{V = k} — 1{WV = k}]]

E[L{V # W}

P(V £ W).

IA A
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La cota (28) se deduce de observar que para todo k£ = 0,1, ...
PV =k)-PW=Fk)| = [P(V=kFW#Ek)-P(W=FkV #k)|
< PWV=kEVAEW)+P(W =k V #£W),

y luego sumar sobre los posibles valores de k:

D PV =k)—P(W = k)| <2P(V #W).
L]

Nota Bene. Esta técnica, denominada técnica de acoplamiento de variables aleatorias,
permite probar (sin usar la férmula de Stirling) que la distribucién Binomial converge a la
distribuciéon Poisson.

Teorema 2.5 (Le Cam). Sean X1, ..., X, variables aleatorias independientes con distribu-
cion Bernoulli de pardmetros p, . .., p,, respectivamente y sea S =Y | X;. Entonces

> P(S =k) —P(N = k)] gzng, (29)

donde N es una variable aleatoria con distribucion Poisson de media A =" | p;.

Demostracion. Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes con distribucion comin
U0, 1). Construimos variables aleatorias acopladas V; ~ Bernoulli(p;) y W; ~Poisson(p;),
1=1,...,n

Vi:=1{U € Lipi)}, W, = ikl{Ui € Ji(pi)},

y las sumamos
Fo3 o N=XW
i=1 i=1

Por construccioén, las variables Vi, . . ., V, son independientes y con distribucién Bernoulli(p;),
respectivamente, y entonces, la variable S* tiene la misma distribucion que S; las variables
Wi, ..., W, son independientes y tienen distribucién Poisson(p;), respectivamente, y en-
tonces, la variable N tiene distribucién Poisson de media A = )" p;.

Observando que cada k

P(S*=k) —P(N =k)| <P(S*=k,N #£k)+P(N =k, S*#k).
se obtiene que

D IP(S* = k) —P(N = k)| < 2P(S* # N).

k
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Si S* # N, entonces V; # W, para algin ¢ = 1,... n. En consecuencia,

P(S* # N) < ZP(% #W;) < Zp?-

Corolario 2.6 (Aproximacién Poisson). Para cada k > 0

. (n MNP Nk
() (-0) () =%

Demostraciéon. Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes con distribucién comun
U[0,1). Para cada i = 1,...,n definimos parejas de variables aleatorias (V;, W;) indepen-
dientes

Vii=1U; € Li(p)},  Wi=> k1{U; € Ji(p)}.
k=0
Por construccién, V; ~ Bernoulli(p) y W; ~ Poisson(p), en consecuencia las sumas

Szznjw, N=) W,
i=1 )

=1

3

son variables aleatorias con distribuciones Binomial(n, p) y Poisson(np), respectivamente.
De acuerdo con la demostracion del Teorema de Le Cam tenemos que

BICHNOES

Teorema 2.7. Supongamos que para cada n, X, 1,..., X, son variables aleatorias in-
dependientes con distribucion Bernoulli(p, ). Si

2
= [P(S = k)~ B(N = )| < 2mp? =2 — 0.

]

Tn

> ik —A>0,  méx p,— 0, (30)

1<k<r
k=1 ==

entonces

Tn )\’L
IP’(Zkazz') —>e_’\,—|, i=0,1,2,.... (31)
2.
k=1

Si A =0, el limite (31) se interpreta como 1 parai =0 y 0 parai > 1. En el casor, =n
Y Pk = A/n, (31) es la aproximacion Poisson a la binomial. Notar que si A > 0, entonces
(30) implica que r, — oo.
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Demostracion. Sean Uy, Us,... variables aleatorias independientes, con distribucion
comtin U[0, 1). Definimos

mG = ]_{Uk € [1(]9”7]{)}

Las variables V,,1,...,V, ., son independientes y con distribucién Bernoulli(p, ;). Puesto
que Vi1, ..., Ve, tienen la misma distribucion que X, 1, ..., X, .., (31) se obtiene mostran-
do que V,, = > )", satisface

P(V,=1i) —e " —. (32)

Ahora definimos
o0
Wn,k = ZZ]-{Uk € Jl(pmk)}
i=0
W, i tiene distribucién Poisson de media p, ;. Puesto que las W), ; son independientes,
W, = >, Wy tiene distribucién Poisson de media A, = > ;" ppx. De la desigualdad
1 —p < e7P, se obtiene como consecuencia que

P(Vn,k 7& Wn,k) = P(Vnk =1 7é Wn,k) = ]P<Uk S [1(pn,k) - Jl(pn,k:))
= DPnk — e_pn’kpn,k S pi,ka

y por (30)

Tn
k=1 ==

(32) y (31) se obtienen de observar que

3. Cuentas con exponenciales

3.1. Motivacién: pasaje de lo discreto a lo continuo

Para fijar ideas consideraremos una conversacion telefonica y supondremos que su du-
racion es un nimero entero de segundos. La duraciéon de la conversacion sera tratada como
una variable aleatoria 7" cuya distribucién de probabilidades p,, = P(T" = n) es conocida.
La linea telef6nica representa un sistema fisico con dos estados posibles “ocupada” (Ey) y
“libre” (E7).

Imaginemos que cada segundo se decide si la conversacion contintia o no por medio de
una moneda cargada. En otras palabras, se realiza una sucesion de ensayos Bernoulli con
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probabilidad de éxito p a una tasa de un ensayo por segundo y se continiia hasta el primer
éxito. La conversacién termina cuando ocurre el primer éxito. En este caso la duracion total
de la conversacion, el tiempo de espera, tiene distribucién geométrica p, = (1 — p)"~'p. Si
en un instante cualquiera la linea esta ocupada, la probabilidad que permanezca ocupada
por més de un segundo es (1 — p), y la probabilidad de transicién Ey — F; en el siguiente
paso es p. En este caso esas probabilidades son independientes de cuanto tiempo estuvo
ocupada la linea.

La descripcién de los tiempos de espera mediante modelos discretos presupone la cuan-
tizacion del tiempo y que los cambios solo pueden ocurrir en las épocas ¢, 2¢, . ... El tiempo
de espera 1" mas sencillo es el tiempo de espera hasta el primer éxito en una sucesion de
ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito p(e). En tal caso P(T" > ne) = (1 —p(e))" y
el tiempo medio de espera es E[T] = ¢/p(e). Este modelo puede se puede refinar haciendo
que ¢ sea cada vez mas chico pero manteniendo fija la esperanza ¢/p(¢) = 1/\. Para un
intervalo de duracién ¢ corresponden aproximadamente n /= t/e ensayos, y entonces para
€ pequeno

P(T >t) ~ (1 — X))/ e, (33)

Este modelo considera el tiempo de espera como una variable aleatoria discreta distribuida
geométricamente y (33) dice que “en el limite” se obtiene una distribucién exponencial.

Si no discretizamos el tiempo tenemos que tratar con variables aleatorias continuas.
El rol de la distribucion geométrica para los tiempos de espera lo ocupa la distribucion
exponencial. Es la inica variable continua dotada de una completa falta de memoria. En
otras palabras, la probabilidad de que una conversacion que llegd hasta el tiempo ¢ continte
mas alla del tiempo ¢+ s es independiente de la duracién pasada de la conversacion si, y solo
si, la probabilidad que la conversacién dure por lo menos ¢ unidades de tiempo esta dada
por una exponencial e .

Nota Bene Sien un momento arbitrario ¢ la linea esta ocupada, entonces la probabilidad
de un cambio de estado durante el proximo segundo depende de cuan larga ha sido la
conversacién. En otras palabras, el pasado influye sobre el futuro. Esta circunstancia es la
fuente de muchas dificultades en problemas més complicados.

3.2. Distribucién exponencial

Se dice que la variable aleatoria T tiene distribucion exponencial de intensidad X > 0y
se denota T~ Exp(A) si la funcién de distribucién de T es de la forma

Ft)=P(T <t)=(1—e™)1{t > 0}. (34)

En tal caso T" admite la siguiente funcién densidad de probabilidades
f(t) = XeM1{t > 0}. (35)
De donde se deduce que los valores de la esperanza y la varianza de T son, respectivamente,

E[T] = 1/\y V(T) = 1/
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3.3. Suma de exponenciales independientes de igual intensidad

Teorema 3.1. Sean 17,715, ..., T, variables aleatorias independientes, idénticamente dis-
tribuidas, con distribucion exponencial de intensidad A > 0. La suma S,, =11+ --- 4+ T,
admite una densidad de probabilidades de la forma

L ()t
(n—1)!

fs,(t) = Xe 1{t > 0} (36)

y su funcién de distribucién es

Fg (t) = (1 - e_’\tz M;) ) 1{t > 0}. (37)

1=0

En otras palabras, la suma de n variables aleatorias independientes exponenciales de in-
tensidad A > 0 tiene distribucion Gamma de parametros n y A: I'(n, A).

Demostracién. Por induccién. Para n = 1 no hay nada que probar: S; = 77 ~ Exp(A).
Supongamos ahora que la suma S, = T} + --- + T,, admite una densidad de la forma
(36). Debido a que las variables aleatorias S,, y 7,41 son independientes, la densidad de
Spi1 = Sn + T,41 se obtiene convolucionando las densidades de S, v T;,41:

fS'rH»l(t) = fSn * an+1>< )
- / fSn an+1 (l’)dl’

n—1
0

(n—1)!
- A" ! e
= e ’\t(n_l)'/(t—x) Ydw

“Jo

DY A

= e M o

‘ (n—1!n
)\67)\1‘/(/\1’)”
B n!

Las funciones de distribucién (37) se obtienen integrando las densidades (36). Sea t > 0,
integrando por partes puede verse que

Fo () = /0 b (8)ds

= /t ()\S>n_1 e Mds
o (n—=1)!

o (As)"! o ' f(As)n? oM
ST R o
- ‘<<2t_ e s )



Iterando (38) obtenemos (37). O

Nota Bene. En la demostracién anterior se utilizé el siguiente resultado: si T1,...,7T,
son variables aleatorias independientes, entonces funciones (medibles) de familias disjuntas
de las T; también son independientes. (Para mas detalles ver el Capitulo 1 de Durrett, R.,

(1996). Probability Theory and Examples, Duxbury Press, New York.) O

3.4. Caracterizacion cualitativa de la distribucién exponencial
Se dice que una variable aleatoria 7" no tiene memoria, o pierde memoria, si
P(T >s+tT >t)=P(T > s) para todo s, t>0. (39)

Si se piensa que T es el tiempo de vida de algin instrumento, la ecuacién (39) establece
que la probabilidad de que el instrumento viva al menos s + t horas dado que sobrevivié ¢
horas es la misma que la probabilidad inicial de que viva al menos s horas.

La condicién de pérdida de memoria es equivalente a la siguiente

P(T > s +1t) = P(T > s)P(T > t). (40)

En efecto, basta observar que P(T' > s+ t, T' > t) = P(T' > s+ t) y usar la definicién de
probabilidad condicional.

Lema 3.2. La variable exponencial no tiene memoria.

Demostracién Si T ~ Exp(\), entonces
P(T >t)=e™ para todo t > 0. (41)

Usando (41) se prueba inmediatamente que la ecuacién (40) se satisface cuando T tiene
distribucién exponencial (pues e A1) = g7 se =), O

Ejemplo 3.3. Supongamos que el tiempo de espera para recibir un mensaje tenga dis-
tribucion exponencial de media 10 minutos. Cudl es la probabilidad de que tengamos que
esperar mas de 15 minutos para recibirlo? Cual es la probabilidad de que tengamos que
esperar mas de 15 minutos para recibir el mensaje dado que hace mas de 10 minutos que
lo estamos esperando?

Si T representa el tiempo de espera, T' ~ Exp(1/10). La primer probabilidad es

P(T > 15) = e 1'% = 72 ~ 0.220

La segunda pregunta interroga por la probabilidad de que habiendo esperado 10 minutos
tengamos que esperar al menos 5 minutos mas. Usando la propiedad de falta de memoria
de la exponencial, dicha probabilidad es

P(T > 5) = ¢ 10° = e 2 ~ 0.604.
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La propiedad de pérdida de memoria caracteriza a la distribucion exponencial.

Teorema 3.4. Sea T una variable aleatoria continua a valores en R™. Si T pierde memoria,
entonces T' ~ Exp(\), donde A = —log P(T > 1).

Demostracién (a la Cauchy). Sea G(t) := P(T > t). De la ecuacién (40) se deduce
que

G(s+1t) = G(s)G(1). (42)
La tinica funcién continua a derecha que satisface la ecuacién funcional (42) es
G(t) = G(1)". (43)

Para ello basta ver que G (Z) = G(1)=. Si vale (42), entonces G (2) = G (£ +1) =
G (l) G (l) =G (%)2 y repitiendo el argumento se puede ver que

e (%) e (%)m (44)

En particular, si m = n se obtiene G (1) = G (%)n Equivalentemente,

o) - an)

De las identidades (44) y (45) se deduce que

3=
~~
N
ot
N—

G (T) — ), (46)

I
o

Ahora bien, debido a que G(1) = P(T" > 1) € (0,1), existe A > 0 tal que G(1) -
(A = —logG(1)). Reemplazando en (43) se obtiene G(t) = (e*’\)t =M O

3.5. Minimos

Lema 3.5. Sean 77 y T, dos variables aleatorias independientes y exponenciales de inten-
sidades \; y Ag, respectivamente. Vale que

A1
A+ A

P(Ty < Ty) = (47)

Demostracién. La probabilidad P(7; < T3) puede calcularse condicionando sobre T7:
P <Ts) = / P(Ty < Ta|Ty = t) fr, (t)dt :/ P(t < To)hie Mt
0 0

=\ / et Nty = ), / Teuenarg = M
0 0 A+ Ao
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Teorema 3.6. Sean T1,T5,...,T, variables aleatorias exponenciales independientes de
intensidades Ay, A9, ..., \,, respectivamente. Sean 1"y J las variables aleatorias definidas
por

T :=minT;, J := indice que realiza T
2

Entonces, T tiene distribucién exponencial de intensidad Ay + -+ A, y

s
PJ=j)= ——"2 .
( ) A+ A,

Mas atn, las variables T"y J son independientes.

Demostraciéon. En primer lugar, hay que observar que T" > t si y solo si T; > t para
todo i = 1,...,n. Como las variables 17,75, ...,T,, son exponenciales independientes de
intensidades Aq, Ao, ...\, tenemos que

P(T > t) = HP(TYZ > t) = He—kit _ e—(>\1+...+)\n)t'

i=1 i=1
Por lo tanto, T tiene distribucion exponencial de intensidad A; 4+ - -+ + A,.

En segundo lugar hay que observar que J = j si y solo si 1" = T}. Por lo tanto,

)\.
P(J=3)=PT;, =minT)) =P(T; <minT)) = ————.

La ultima igualdad se obtiene utilizando el Lema 3.5 pues las variables T y min,.; T; son
independientes y exponenciales con intensidades \; y >, oy A\;, respectivamente.
Finalmente, si para cada j definimos U; = min;»; T;, tenemos que

BU=).T28) = PusTy<t)= [ B < U1 = 9he s
t
= )\j/ P(U; > s)e M%ds
t

o
— /\j/ e (2uizi Mse=Ais s
t

Aj /°°
= — 7 A 44 N, e GrttAn)s g
A+ A g < )
— )\j e*()\1+"‘+/\n)t'
M+t A
Lo que completa la demostracion. O
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Ejercicios adicionales

7. Sean T7 y T3 variables aleatorias independientes exponenciales de parametro 2. Sean
Ty = min(T4,T3) y Tipy = max(7', T>). Hallar la esperanza y la varianza de T(1) y de T(y).

8. Una lampara tiene una vida, en horas, con distribucion exponencial de parametro 1.
Un jugador enciende la ldmpara y, mientras la lampara estd encendida, lanza un dado
equilibrado de quince en quince segundos. Hallar el nimero esperado de 3’s observados
hasta que la lampara se apague.

9. Suma geométrica de exponenciales independientes. Sean 11,715, ... variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas con ley exponencial de intensidad A = 2. Se
define T = ZﬁilTi, donde N es una variable aleatoria con distribucién geométrica de
pardmetro p = 1/3, independiente de las variables T}, T, . ... Hallar la distribucién de T
(Sugerencia: Utilizar la férmula de probabilidad total condicionando a los posibles valores
de N y el desarrollo en serie de Taylor de la funcién exponencial.)
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