Probabilidad y Estadistica (Borradores, Curso 23)

Condicionales

Sebastian Grynberg

18 de abril de 2011

Serpientes de Akiyoshi Kitaoka.

Si no se espera,

no se encontrard lo inesperado,
pues el sendero que a ello conduce

es inaccestble

(Heraclito.)



Indice

1. Condicionales 2
1.1. Caso discreto . . . . . . . 2
1.2. Mezclas . . . . . . 4
1.3. Sobre laregla de Bayes . . . . .. ... ... 6
1.4. Caso continuo . . . . . . . . ... 8

2. Prediccion y Esperanza condicional 12
2.1. Ejemplos . . . . . . . 14
2.1.1. Casocontinuo . . . . . . . . ... 14

2.1.2. Regla de Bayes paramezclas . . . . . . . ... ... 14

2.1.3. Casodiscreto . . . . . . .. 15

2.2. Propiedades . . . . . ... 16
2.3. Ejemplo: sumas aleatorias de variables aleatorias . . . . . . .. ... .. .. 19
2.4. Ejemplo: esperanza y varianza de una mezcla. . . . . . .. ... 20

3. Prediccién lineal y coeficiente de correlacion 21
3.1. Ejemplo: Min y Max (dos dados) . . . . ... ... ... ... ... .... 23

4. Bibliografia consultada 26

1. Condicionales

1.1. Caso discreto

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas definidas sobre un mismo espacio de
probabilidad (€2,.4,P). Fijemos un valor x € R tal que px(z) > 0. Usando la nocién de
probabilidad condicional podemos definir la funcion de probabilidad condicional de Y dado
que X = x, mediante

P(X =2,Y=y) pxy(z,y)

pyix(yle) :=P(Y =y[X =z) = P(X=2)  px(2)

(1)

Funcién de distribucion condicional de Y dado que X = z. La funcion de dis-
tribucion condicional de 'Y dado que X = x se define por

Frixyle) = POV <ylX =2) = S P =tX =2) = S pyixltle). (2

<y <y

Esperanza condicional de Y dado que X = z. La esperanza condicional de Y dado
que X = x se define por

EY|X =a] := Zypnx ylz). (3)



Nota Bene 1. Si se quieren calcular las funciones de probabilidad de las variables Y| X =
x,x € Sop(px), la férmula (1) dice que basta dividir cada fila de la representacién matricial
de la funcién de probabilidad conjunta de X e Y, pxy(z,y) por el correspondiente valor
de su margen derecho, px(z). En la fila x de la matriz resultante se encuentra la funcién
de probabilidad condicional de Y dado que X = z, py|x(y|z).

Nota Bene 2. La funcién Fy x (- |z) : R — R definida en (2) es una funcion de distribu-
cion genuina: es no decreciente, continua a derecha, tiende a 0 cuando y — —oo y tiende
a 1 cuando y — oo. Por lo tanto, podemos interpretarla como la funcién de distribucion
de una nueva variable aleatoria, Y|X = z, cuya ley de distribucién coincide con la de
Y cuando se sabe que ocurrié el evento {X = z}. Motivo por el cual la llamaremos Y
condicional a que X = x

Nota Bene 3. Todas las nociones asociadas a las distribuciones condicionales se definen
de la misma manera que en el caso de una tnica variable aleatoria discreta, salvo que ahora
todas las probabilidades se determinan condicionales al evento X = x. Las definiciones
tienen sentido siempre y cuando = € Sop(px).

Ejemplo 1.1. En una urna hay 3 bolas rojas, 2 amarillas y 1 verde. Se extraen dos. Sean
X e Y la cantidad de bolas rojas y amarillas extraidas, respectivamente. La representacién
matricial de la funcién de probabilidad conjunta pxy(x,y) y de sus marginales px(x),
py (y) es la siguiente

X\Y| 0 1 2 | px
0 0 2/15 1/15] 3/15
1 |3/15 6/15 0 |9/15
2 [3/15 0 0 |3/15
p»y | 6/15 8/15 1/15

Cuadro 1: Distribucion conjunta de X e Y y sus respectivas marginales.

Dividiendo cada fila de la matriz px y(x,y) por el correspondiente valor de su margen
derecho se obtiene el siguiente Cuadro que contiene toda la informacion sobre las funciones
de probabilidad de las condicionales Y|X = z. Por ejemplo, la funcién de probabilidad

X\Y| 0o 1 2
0 0 2/3 1/3
1 [1/3 2/3 0
2 1 0 0

Cuadro 2: Distribuciones de las variables condicionales Y dado que X = x. Interpretacion
intuitiva de los resultados: a medida que X aumenta el grado de indeterminacion de Y
disminuye.



condicional de Y dado que X = 0, es la funciéon de y definida en su primera fila:
pyix(0[0) = 0;  pyix(1[0) =2/3;  pyx(2[0) = 1/3.

Notar que la funcién de probabilidad condicional obtenida es diferente de la correspondiente
a la marginal de Y, py(y). Del Cuadro 2 y la definicién (3) se deduce que

E[Y|X = 2] = %1{x:0}+§1{x: 1} (4)

Ol

Nota Bene. Observar que en general la funcién de probabilidad condicional py|x (y|x) es
diferente de la funcién de probabilidad py (y). Esto indica que se pueden hacer inferencias
sobre los valores posibles de Y a partir de los valores observados de X y viceversa; las dos
variables son (estocasticamente) dependientes. Mas adelante veremos algunas maneras de
hacer este tipo de inferencias.

1.2. Mezclas

Definicién 1.2 (Mezcla). Sea (£2,.4,P) un espacio de probabilidad. Sea M : Q@ — R una
variable aleatoria discreta tal que M(Q2) = M y py(m) = P(M = m) > 0 para todo
m € M. Sea (X, : m € M) una familia de variables aleatorias definidas sobre el mismo
espacio de probabilidad (2,4, P) e independiente de M. En tal caso, la variable aleatoria
X := X, esta bien definida y se llama la mezcla de las variables X, obtenida mediante
la variable mezcladora M.

Nota Bene. La distribucién de probabilidades de M indica la proporcién en que deben
mezclarse las variables X,,: para cada m € M, la probabilidad py;(m) representa la pro-
porcién con que la variable X, participa de la mezcla X,;. O

Calculo de la funcién de distribucion. La funcién de distribucién de la mezcla X se
obtiene utilizando la férmula de probabilidad total:

Fx(z) = P(Xy<z)= Y P(Xy <z|M=mP(M=nm)
meM
= > P(X,, < z|M =m)py(m)
meM
= Z P(X,, < z)pp(m) (pues (X, : m € M)y M son indep.)
meM

= 3 Fx, (@)pu(m), (5)

meM

donde, para cadam € M, Fy, (z) = P(X,, < x) es la funcién de distribucién de la variable
X



Variables discretas. Silas variables aleatorias X, son discretas con funciones de prob-
abilidad px,, () = P(X,, = z), respectivamente, la mezcla X es discreta y su funcién de
probabilidad es

= 3" px, (@)par(m). (6)

meM

Variables absolutamente continuas Si las variables X, son absolutamente continuas

con densidades fx, (z), respectivamente, la mezcla X es absolutamente continua y tiene
densidad

= > fxa(@pu(m). (7)

meM

Ejemplo 1.3. Para simular los valores de una variable aleatoria X se recurre al sigu-
iente algoritmo: Se simula el valor de un variable aleatoria M con distribuciéon Bernoulli
de pardmetro p = 1/5. Si M = 0, se simula el valor de una variable aleatoria X, con
distribucién uniforme sobre el intervalo (0,4). Si M = 1, se simula el valor de una variable
aleatoria X con distribucién uniforme sobre el intervalo (2, 6). Se quiere hallar la densidad
de probabilidades de la variable X asi simulada.

La variable X es una mezcla. La variable mezcladora es M y las variables aleatorias que
componen la mezcla son Xy y X;1. Por hipétesis, la variable mezcladora M se distribuye
de acuerdo con la funcién de probabilidad

pum(0) = 4/5, pu(1) =1/5

y las distribuciones de las variables componentes son Xy ~ U(0,4) y X7 ~ U(2,6). En
otras palabras, las densidades de las variables componente son

1 1
fx,(x) = 11{0<x<4} y Ifx,(x) = 11{2<x<6}.
Usando la féormula de probabilidad total (7) se obtiene la densidad de la mezcla X

fx(@) = pu(0)fx,(2) + par(1) fx, (2)
_ (g) 11{0<x<4}+ (%) 11{2<:c<6}

:—1{0<x<2}+ {2<x<4}+ sH{d <z <6} (8)



1.3. Sobre la regla de Bayes

Sean (€2, A,P) un espacio de probabilidad; M : 2 — R una variable aleatoria discreta
tal que M(Q) = M y py(m) = P(M = m) > 0 para todo m € My (X, : m € M) una
familia de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (€2, .4, P) e
independiente de M. Supongamos ademaés que las variables X,,,, m € M son absolutamente
continuas con densidades de probabilidad continuas fy, (x),m € M, respectivamente.

Sea X := X;s la mezcla de las variables M,,, obtenida mediante la variable mezcladora
M. ;Qué sentido deberfa tener la expresion P(M = m|X = z)? No debe olvidarse que
la variable X es absolutamente continua y en consecuencia P(X = z) = 0. Por lo tanto,
no tiene ningin sentido definir P(M = m|X = ) mediante un cociente de la forma
P(M =m|X =) = “5p2m = O

. Qué hacer? El obstdculo se puede superar siempre y cuando fx(z) > 0. En tal caso,
si “engordamos” el punto x mediante el intervalo de radio h > 0 (suficientemente chico)
centrado en x, B(x) :== {x —h <t < x+ h}, el evento {X € By(z)} tiene probabilidad
positiva

z+h

P(X € Bp(x)) = / fy(t)dt = 2hfx(0(h)), 0(h) € Bp(x). 9)

x—h
y la probabilidad condicional del evento { M = m}, dado que ocurrié el evento { X € By (z)}
esta bien definida y vale
P(M =m, X € By(z))
P(X € Bu(x))

P(M =m|X € By(x)) =

Por otra parte,

P(M =m, X € By(z)) = pu(m)P(X,, € By(z)|M =m)
(

= pu(m)P(X,, € Bu(x))
x+h
= pu(m) /h fx, ()dt
= 2hpa(m) fx, (Om(h)),  Om(h) € Bi(x). (10)
De (9) y (10) se deduce que
P (m) fx, (0 (1))

P (M = m|X € By(x)) (11)

fx(0(h))

Para “adelgazar” el punto “engordado” hacemos h — 0 y obtenemos

. - pu(m) fx,.(On(h) — pa(m)fx,,(2)

ImP (M =m|X € By(x)) = lim - = T

PP (= miXe Be)) = i o) Fx(a)
Finalmente, para cada x € R tal que fx(z) > 0 definimos P(M = m|X = x) mediante la
férmula

(12)

m)fxm(ﬁ).

P(M =m|X =) = pM(fX(x) (13)



Ejemplo 1.4 (Deteccién de senales). Un emisor transmite un mensaje binario en la forma
de una senal aleatoria Y que puede ser —1 o +1 con igual probabilidad. El canal de
comunicacion corrompe la transmisién con un ruido normal aditivo de media g = 0 y
varianza 1. El receptor recibe la senal X = N + Y, donde N es un ruido (noise) con
distribucién A (0,1), independiente de Y. La pregunta del receptor es la siguiente: dado
que recibi el valor z, cual es la probabilidad de que la senal sea 17

La senal que recibe el receptor es una mezcla. La variable mezcladora es Y y las variables
aleatorias que componen la mezcla son X_; = N—1y X; = N+1. Por hipétesis, la variable
mezcladora S se distribuye de acuerdo con la funcién de probabilidad py (—1) = py(1) =
1/2 y las distribuciones de las variables componentes son X _; ~ N (—=1,1) y X7 ~ N (1,1).
En otras palabras, las densidades de las variables componente son

L @i L 22
s

fX—l(x) = le(x) =

\ 2T Y

Usando la féormula de probabilidad total (7) se obtiene la densidad de la mezcla X

fx(@) = pr(=1)fx (@) +pr(1)fx, (@) = % (\/LQ_W(;(M)?/Q) +% (\/LQ_ﬁ(zwz) |

El receptor pregunta P(Y = 1|X = x) =? La respuesta se obtiene mediante la regla de
Bayes (13)

_ v fx(z) o—(@=1)2/2 e
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Figura 1: Gréfico de la probabilidad condicional P(Y = 1|X = ) : R — R vista como
funcion de x.

|



1.4. Caso continuo

Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre (2,.4,P) con densidad conjunta
fxy(z,y) continua. A diferencia del caso en que X es discreta en este caso tenemos que
P(X = z) = 0 para todo z € R, lo que hace imposible definir la funcién de distribucién
condicional de Y dado que X =z, P(Y < y|X = z), mediante el cociente (2):

PY <y, X=2) 0

PX=2) 0

Este obstaculo se puede superar observando que para cada x € Sop(fx) y para cada h > 0
el evento {X € By(z)} = {x — h < X <z + h} tiene probabilidad positiva

z+h
POX € Bua)) = [ Fxlo)ds =2hx(0u(h), 01(h) € B,

Por otra parte,
z+h Y Y
]P)(Y < y,X c Bh(l')) = / </ fxyy(s,t)dt) ds = 2h/ f)gy(eg(h),t)dt,
z—h —o0 —00

donde 0y(h) € Bp(x).
Si z € Sop(fx), la probabilidad condicional P(Y < y|X € Bj(x)) estd bien definida y
vale

P(Y <y, X € Bu(x)) _ Jluo Iy (6a(h), )dt

P(Y <y|X € Bp(x)) = P(X € By(z)) fx(6:(h))

En consecuencia,

lim P(Y < y| X € By(a)) = foe J;f;‘(”g’t)dt- (15)

El lado derecho de (15) define una genuina funcién de distribucién Fy x(-|z) : R — R,

filoo fX7y (l’, t)dt
fx(2) ’

que se llama la funcion distribucion condicional de Y dado X = x y se puede interpre-
tar como la funcién de distribucion de una nueva variable aleatoria que llamaremos Y
condicional a que X = x y que serd designada mediante el simbolo Y|X = z.

La funcién de distribucién Fy|x(y|x) es derivable y su derivada

(16)

Fyx(ylz) =

Frix(vle) = 2 Fyxlle) = % an)

se llama la densidad condicional de Y dado que X = x.

8



Curva peligrosa. Todo el argumento usa la hipétesis fx(z) > 0. Si fx(z) = 0 las
expresiones (15)-(17) carecen de sentido. Sin embargo, esto no es un problema grave ya que
P(X € Sop(fx)) = 1. Para los valores de z tales que fx(z) = 0 las variables condicionales
Y|X = x seran definidas como idénticamente nulas. En tal caso, Fy|x(y|z) = 1{y > 0} y

fY|X(y|I> = do(y)-

Regla mnemotécnica. De la formula (17) se deduce que fxy(z,y) = fyix(y|z)fx(x)
y puede recordarse mediante el siguiente “versito”: “la densidad conjunta es igual a la
densidad condicional por la marginal de la condicion”.

Ejemplo 1.5 (Dos etapas: conjunta = marginal x condicional). Se elige un nimero al
azar, X en el intervalo (0,1) y después otro nimero al azar, Y, en el intervalo (X, 1). Se
quiere hallar la densidad marginal de Y. Por hipdtesis, X ~ U(0,1) e Y ~ U(X, 1):

1
fx(x)=1{0<x <1} y fyix(yle) = ml{x <y <1}
La densidad conjunta de X e Y se obtiene multiplicando la densidad condicional fy|x (y|z)
por la densidad marginal fx(z)

Frv(e,9) = Pl fr(r) = T 1{0 <z <y < 1)

La densidad marginal de Y se obtiene integrando la densidad conjunta fxy(x,y) con
respecto a x
00 1 Y
fr(y) = / n1{0<x<y<1}dx—1{0<y<1}/
—oo + 0
= —log(l—y)1{0 <y <1}

1

d
1—=x v

|

Formula de probabilidad total. La densidad de probabilidades de Y es una combi-
nacién convexa de las condicionales:

fr(y) = /°° fY|X(y|I)fX(x)dx.

Inmediato de la relacion “conjunta = marginal x condicional”:

fr(y) = /_OO [xy (2, y)dr = /_OO Tyix(ylz) fx(x)da.

Integrando respecto de y se obtiene que la funcién de distribucién de Y es una combinacion
convexa de las condicionales:

B = [ woa= [ ([ i) a

_ /_ Z ( /_ : fy|X(t|x)dt) Fe(@)dz = /_ " R (yle) f (@) dar

oo



Esperanza condicional de Y dado que X = z. Para cada z € R, la esperanza
condicional de 'Y dado que X = z se define por

BY(X =2l = [ yfvixlylo)dy (18)
siempre y cuando la integral del converja absolutamente. Observar que si fy(x) = 0,

E[X|X = 2] =0.

Linea de regresién. Considerando a x como una variable, el lado derecho de (18) define
una funcion ¢ : R — R

o(a) == / e le)dy

cuyo grafico se denomina la linea de regresion de Y sobre X, abusando del lenguaje la
llamaremos del mismo modo.

Varianza condicional

En cualquier caso, definidas las esperanzas condicionales de Y y de Y2 dado que X = z,
la varianza condicional de Y dado que X = x se define mediante

VY|X =) =E[(Y -E[Y|X =2])*|X =z (19)
Desarrollando el término derecho se obtiene

V(Y|X = 2) = E[Y?|X = 2] - E[Y|X = a]*. (20)

Nota Bene. La definicién es consistente y coincide con la varianza de la variable aleatoria
Y|X = x cuya funcién de distribucion es Fy|x(y|x).

Ejemplo 1.6 (Dardos). Volvamos al problema del juego de dardos de blanco circular
A = {(x,y) € R*: z%+y* < 1}. Por hipétesis, el dardo se clava en un punto de coordenadas
(X,Y) uniformemente distribuido sobre A. Esto significa que la densidad conjunta de X e
Y es

1
Ixy(z,y) = ;1{952 +y® <1}

Por definicién, para cada x € [—1, 1], la densidad condicional de Y dado que X = x es el
cociente entre la densidad conjunta fxy(x,y) y la densidad marginal de X

fX(x)::gl—E:;fil{lrE [—1,1]}.

™

Por lo tanto,

fY|X(y|x) 2m1{ V1—2? < y< v 1 —1‘2} (21>

10



Figura 2: Para cada z € [—1,1] se observa que Y|X =z ~ U [ —v1 — 22,1 —2?].

En otras palabras, dado que X = x, x € [—1, 1], la variable Y se distribuye uniforme-
mente sobre el intervalo [—\/ 1—a2,v1—22 } En consecuencia,

EY|X=2]=0 vy V{Y|X=2)=2V1-22)?2/12=(1-2%/3.

L]
Ejemplo 1.7. Observando el Cuadro 2 correspondiente al Ejemplo 1.1 se deduce que
EY?|X =z] = 51{:1: =0} + gl{x =1}
De (20) y la expresién de E[Y|X = z] obtenida en (4) resulta que
6 2 4 2 ’
2 5
L]

11



2. Prediccién y Esperanza condicional

Planteo del problema

En su version més simple un problema de prediccion o estimacién involucra dos variables
aleatorias: una variable aleatoria Y desconocida (o inobservable) y una variable aleatoria
X conocida (u observable). El problema consiste en deducir informacién sobre el valor de Y
a partir del conocimiento del valor de X. Para ser mas precisos, se busca una funcién ¢(X)
que (en algin sentido) sea lo més parecida a Y como sea posible. La variable aleatoria
Y := ¢(X) se denomina un estimador de Y.

Ejemplo 2.1 (Deteccién de seniales). Un emisor transmite un mensaje binario en la forma
de una senal aleatoria Y que puede ser —1 o +1 con igual probabilidad. El canal de comu-
nicacién corrompe la transmisién con un ruido normal aditivo de media p = 0 y varianza
o?. El receptor recibe la senial X =Y + N, donde N es un ruido (noise) con distribucién
N(0,0?), independiente de Y. El receptor del mensaje observa la seal corrompida X y
sobre esa base tiene que “reconstruir” la senal original Y. ;Cémo lo hace?, ;Qué puede
hacer?

En lo que sigue desarrollaremos herramientas que permitan resolver este tipo de proble-
mas. Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
(Q, A, P). El objetivo es construir una funcién ¢(X) que sea lo mds parecida a Y como sea
posible. En primer lugar, vamos a suponer que E[|Y'|] < co. Esta hip6tesis permite precisar
el sentido del enunciado parecerse a Y. Concretamente, queremos construir una funcién de
X, ¢(X), que solucione la siguiente ecuacién funcional

Elp(X)n(X)] = E[Y h(X)], (22)

para toda funcién medible y acotada h : R — R.

Esperanza condicional

Sean X e Y dos variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad
(2, A,P). Supongamos que E[|Y|] < co. Definimos la esperanza condicional de' Y dada X,
E[Y|X], como cualquier variable aleatoria de la forma ¢(X), donde ¢ : R — R es una
funcién (medible), que solucione la ecuacién funcional (22).

Existencia. La existencia de la esperanza condicional depende de teoremas profundos de
Teoria de la medida y no sera discutida en estas notas. El lector interesado puede consultar
Billingsley(1986) y/o Durrett(1996).

Unicidad. Supongamos que ¢(X) y (X)) son dos soluciones de la ecuacién funcional
(22). Entonces, p(X) = ¥(X) casi seguramente (i.e., P(¢(X) # (X)) = 0).

12



Demostracion. Por cuestiones de simetria, la prueba se reduce a mostrar que para cada
€>0,P(A.) =0, donde A, := {¢p(X)—1(X) > €}. Observar que, por hipétesis, para toda
funcién medible y acotada h : R — R vale que

Elp(X)h(X)] = E[p(X)MX)] <= E[(¢(X) = $(X))h(X)] = 0.
Poniendo h(X) = 1{X € A.} se observa que
0=E[(e(X) —¢(X))1{X € A }] > E[e1{X € A.}] = eP(A,).
Por lo tanto, P(A.) = 0. O
Lema 2.2 (Técnico). La esperanza condicional satisface E[|E[Y|X]|] < E[|Y]].
Demostracién. La variable aleatoria ¢(X) es solucién de la ecuacion funcional (22). El
conjunto {¢(X) > 0} € A. Poniendo h(X) = 1{p(X) > 0} y usando (22) se obtiene
E[p(X)1{p(X) > 0}] = E[Y1{p(X) > 0}] < E[]Y]].
Analogamente puede verse que
E[—p(X)1H{p(X) < 0}] = E[-Y1{p(X) < 0}] < E[]Y]]
Por lo tanto,

Elle(X] = Elp(X)1{p(X) > 0} = p(X)1{p(X) < 0}]
= E[p(X)1{p(X) > 0}] — E[p(X)1{p(X) < 0}]
= EV1{p(X) > 0}] - E[Y 1{p(X) < 0}]
E[Y1{p(X) > 0} = Y1{p(X) < 0}]
E[IY1]]-

IA

Propiedades que merecen ser subrayadas

Aunque se deducen inmediatamente de la definicion, las propiedades siguientes mere-
cen ser subrayas porque, como se podra apreciar mas adelante, constituyen poderosas
herramientas de calculo.

1. Férmula de probabilidad total:
E[E[Y|X]] = E[Y]. (23)

2. Sea g : R — R una funcién tal que E[|g(X)Y]] < oo,
E[g(X)Y|X] = g(X)E[Y]X]. (24)

3. Si X e Y son independientes, entonces E[Y|X]| = E[Y].

13



Demostracién. La férmula de probabilidad total se deduce de la ecuacién (22) ponien-
do h(X) = 1. La identidad (24) se obtiene observando que ¢g(X)E[Y|X] es una funcién
de X que soluciona la ecuacién E[g(X)E[Y|X]h(X)] = E[(g(X)Y)h(X)]. Si X e Y son
independientes E[Yh(X)] = E[Y]E[h(X)] = E[E[Y]h(X)]. O

2.1. Ejemplos
2.1.1. Caso continuo

Sean X e Y dos variables aleatorias continuas definidas sobre un mismo espacio de
probabilidad (£2,.4,P), con densidad de probabilidades conjunta fxy(z,y) y E[|Y]] < oco.
La esperanza condicional de Y dada X es E[Y|X] = ¢(X), donde ¢ : R — R es la funcién
de regresion de Y sobre X definida por

o) = BlY|X =] = [ " v wle)dy. (25)

—00

Demostracién. Basta ver p(X) verifica la ecuacién funcional (22) para cualquier funcién
h medible y acotada.

E[o(X)h(X)] = / " p(@)h(a) fx(x)dr

= _°° _OO yh(z) fxy(x,y)dedy
= E[Yh(X)]

2.1.2. Regla de Bayes para mezclas

Volvamos el Ejemplo 2.1 la pregunta es ; Qué puede hacer el receptor para “reconstruir”
la senal original, Y, a partir de la senal corrompida X7 Lo “mejor” que puede hacer es
estimar Y mediante la esperanza condicional E[Y|X].

Recordemos brevemente las condiciones del problema. El emisor transmite un mensaje
binario en la forma de una senal aleatoria Y que puede ser —1 o +1 con igual probabilidad.
El canal de comunicacién corrompe la transmisién con un ruido normal aditivo de media
i = 0y varianza o2. El receptor recibe la sefial X = Y + N, donde N es un ruido con
distribucién N(0, 0?), independiente de Y.
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El receptor recibe la mezcla de dos variables aleatorias X|Y = —1 ~ N(—1,0?%) e
Y|X =1~ N(1,0%), mezcladas en igual proporcién: px(—1) = px(1) = 1/2. Las densi-
dades de las componentes de la mezcla son

1 1
Fxiv (@] = 1) = ——=—e @2° vy (al) = e~ (@=1)?/20%

V21 o Vero

De la férmula de probabilidad total se deduce que la densidad de la mezcla X es

fx(@) = py(=Dfxy (x| = 1)+ py(1) fxy(z[1)
_ 11 —(r+1>2/202> 1( 1 -(x_1)2/2a2>
5 (\/ﬁge + 5 \/ﬁge . (26)

Para construir la esperanza condicional E[Y'|X] el receptor debe calcular la linea de regre-
sion p(z) = EY|X =2 = 1P(Y = 1|X =2) — IP(Y = —1|X = z). Que de acuerdo con
la regla de Bayes para mezclas adopta la forma

pY(l)fX|Y($|1) —PY(—1>fX|Y(I| —1) /7" — e~

olz) = = = = tanh(w/0?)  (27)

Figura 3: Lineas de regresion de Y sobre X para distintos valores de la varianza o2. (a)
02 = 1: p(x) = tanh(zx); (b) 0% = 1/4, p(x) = tanh(4z).

Finalmente, el receptor reconstruye Y basdndose en X mediante E[Y|X]| = tanh(X/o?).
L]

2.1.3. Caso discreto

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas definidas sobre un mismo espacio de
probabilidad (€2, A, P),con funcién de probabilidad conjunta pxy(z,y) y E[|Y]] < co. Para
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simplificar la exposiciéon supongamos que Sop(px) = X(€2). En tal caso, la esperanza
condicional de Y dada X es E[Y|X] = ¢(X), donde ¢ : R — R es la linea de regresién de
Y sobre X definida por

p(x) =EV|X =2 = > ypyix(ylr) (28)

yeY (Q)

Demostracién. Basta ver p(X) verifica la ecuacién funcional (22) para cualquier funcién
h medible y acotada.

Elp(X)h(X)] = > ¢@)h(@)px(z) =Y E[Y|X = a]h(x)px(z)

= Z (Zypyp( y|x> Zzyh z)py|x (y|2)px ()
= Zzyh € PX,Y x,y) = ]E[Yh(X)]

Ol

Ejemplo 2.3 (Férmula de probabilidad total). Una rata estd atrapada en un laberinto.
Inicialmente puede elegir una de tres direcciones. Si elige la primera se perdera en el
laberinto y luego de 4 minutos volvera a su posicion inicial; si elige la segunda volvera a
su posicion inicial luego de 7 minutos; si elige la tercera saldra del laberinto luego de 3
minutos. Suponiendo que en cada intento, la rata elige con igual probabilidad cualquiera
de las tres direcciones, cudl es la esperanza del tiempo que demora en salir del laberinto?

Sean Y la cantidad de tiempo que demora la rata en salir del laberinto y sea X la
direccion que elige inicialmente. Usando la formula de probabilidad total puede verse que

E[Y] = E[E[Y|X]] ZE VX = 2]P(X =2) = ;ZE[Y\X:x]

z=1
Si la rata elige la primera direccion, se pierde en el laberinto durante 4 minutos y vuelve
a su posicion inicial. Una vez que vuelve a su posicion inicial el problema se renueva y la
esperanza del tiempo adicional hasta que la rata consiga salir del laberinto es E[Y]. En otros
términos E[Y|X = 1] = 4 + E[Y]. Anadlogamente puede verse que E[Y'|X = 2] =7+ E[Y].
La igualdad E[Y|X = 3] = 3 no requiere comentarios. Por lo tanto,

E[Y] = + (4+E[Y] +7+E[Y] +3) = % (2E[Y] + 14)

COIH

Finalmente, E[Y] = 14. O

2.2. Propiedades

La esperanza condicional tiene propiedades similares a la esperanza.

16



Linealidad. E[aY] + bY3|X] = aE[Y1]|X] + DE[Y2| X].
Monotonia. SiY; <Y, entonces E[Y;|X] < E[Ys] X].

Desigualdad de Jensen. Sig:R — R es una funcién convexa y E[|Y]], E[|g(Y)]] < oo,
entonces

g(E[Y]X]) < E[g(Y)|X]. (29)
En particular, si E[Y?] < oo, poniendo g(t) = t? en la desigualdad de Jensen se obtiene
E[Y|X]* < E[Y?|X] (30)

Definicién 2.4 (Varianza condicional). Sean X e Y dos variables aleatorias sobre el mismo
espacio de probabilidad (2, A,P). Si E[Y?] < oo, la varianza condicional de Y dada X,
V(Y]X), se define por

V(Y|X) = E[Y?|X] — E[Y|X]? (31)

Prediccion

Existen diversas maneras en las que dos variables pueden considerarse cercanas entre
si. Una manera es trabajar con la norma dada por || X|| := y/E[X?] y definir la distancia
entre dos variables aleatorias X e Y, d(X,Y’) mediante

d(X,Y) = ||Y — X| = VE[Y — X)2]. (32)

Definicién 2.5 (Predictor). Sean X e Y variables aleatorias sobre un espacio de proba-
bilidad (2, F,P), tales que E[Y?] < co. El predictor de error cuadratico medio minimo (o
mejor predictor) de Y dada X es la funcién Y = h(X) de X que minimiza la distancia

d(Y,Y) definida en (32).

El mejor predictor de Y dada X es una variable aleatoria Y perteneciente al espacio
vectorial H = {h(X): h: R — R, E[A(X)?] < oo} tal que E[(Y —Y)?] < E[(Y — Z)?] para
toda Z € H.

Interpretacion geométrica. Sea Ls(€2, A, P) el conjunto de todas la variables aleatorias
sobre (€2, A,P) que tienen varianza finita. H es un subespacio de Ly(2, A, P). Si Y ¢ H
entonces el camino mas corto desde Y hasta H es por la recta ortogonal al subespacio H
que pasa por Y. Por lo tanto Y debe ser la proyeccion ortogonal de Y sobre H. En tal caso
Y —Y es ortogonal a cualquier vector de H. En otras palabras, (Y — Y, Z) = 0 para todo
Z € H, donde (X,Y) es el producto interno en Ly(€2, A, P) definido por (X,Y) := E[XY].
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Y
E[Y?]
vy E[V(Y]X)]
0
H
E[Y]2
E[Y] E[Y]X]
V(E[Y[X])

Figura 4: Teorema de Pitagoras: V(X) = E[V(Y|X)] + V(E[Y|X]) .

La esperanza condicional E[Y|X] es el mejor predictor de Y basado en X
1) La condicién E[Y?] < oo implica que E[Y|X] € H:
EE[Y|X]] < E[E[Y?*|X]] = E[Y?] < c0.

2) La ecuacién funcional (22) significa que Y — E[Y|X] L H:

(Y —E[Y|X], (X)) =0 <= E[(Y-E}Y|X)h(X)]=0
<— E[E[Y|X]h(X)] =E[Yh(X)].
Por lo tanto, la esperanza condicional, E[Y|X], satisface las dos condiciones que caracter-

izan a la proyeccién ortogonal sobre el subespacio H y en consecuencia es el predictor de
Y basado en X de error cuadratico minimo:

E[Y]X] = arg h(@ggHE[(Y — h(X))?].

El error cuadratico medio minimo se puede expresar en la forma
Y -ENIX]|I* = E[Y -E[|X])
— E[E[(Y — E[Y]X])*|X]]
= E[V(Y|X)].
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La tltima igualdad se obtiene desarrollando el cuadrado (Y — E[Y|X])? y usando las
propiedades de la esperanza condicional. (Ejercicio)
Por tltimo, como E[Y] € H, el Teorema de Pitdgoras implica que

V(Y) = [[Y -E[Y]|* =Y - E[Y[X] + E[Y|X] - E[Y]|]
= Y - E[Y|X]|* + |E[Y]X] - E[Y]|
= E[V(Y|X)] + V(E[Y|X]). (33)

En otras palabras, la variabilidad de Y se descompone de la siguiente manera: la vari-
abilidad (media) de Y alrededor de su esperanza condicional, més la variabilidad de esta
ultima.

2.3. Ejemplo: sumas aleatorias de variables aleatorias

Sea X1, Xs,... una sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas de media
iy varianza 0. Sea N una variable discreta a valores en N que es independiente de las
X;. El problema consiste en hallar la media y la varianza de la variable aleatoria S =
Z?;l X;, llamada variable aleatoria compuesta. Este problema se puede resolver utilizando
las identidades

E[S]=E[E[SIN]] vy V(5) = E[V(SIN)] + V(E[S|N]).

En la jerga probabilistica esta técnica de cdlculo se conoce bajo el nombre de calculo de
esperanzas y varianzas mediante condicionales.

Calculo de la esperanza por condicionales.

N
E[SIN=n] = E|Y X;|N=n|=E
Li=1

gXi}N:n]

= E Z XZ-] por la independencia de las X; y N
Li=1

= ny.

En consecuencia,

E[S|N] = uN.

Por lo tanto,

E[S] = E[E[S|N]] = E [uN] = pE[N].
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Calculo de la varianza por condicionales.

V(SIN =n) = V(ZN:Xi‘N:n>:V<Xn:Xi|N:n>

=V (Z Xi> por la independencia de X; y N
i=1

= 7102.

En consecuencia,
V(S|N) = o*N.
Por lo tanto,
E[V(S|N)] = E[¢*N] = o* E[N].
Por otra parte,
V[E(S|N)] = V[uN] = p* V[N].
Finalmente,

V(S) = E[V(S|N)] + V(E[S|N]) = > E[N] + 1> V[N].

2.4. Ejemplo: esperanza y varianza de una mezcla.

Sea (€2, A,P) un espacio de probabilidad. Sea M : 2 — R una variable aleatoria
discreta tal que M(Q) = M y py(m) = P(M = m) > 0 para todo m € M y sea
(Xm : m € M) una familia de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad, independiente de M. El problema consiste en hallar la media y la varianza
de la mezcla X := X,,.

La forma natural de resolver este problema es usar la técnica del cdlculo de esperanzas
y varianzas mediante condicionales:

EX]=ER[X[M] vy  V(X)=E[V(X|M)] + V(E[X]M]).

Calculo de la esperanza por condicionales. FEn primer lugar hay que observar que
X|M =m ~ X, por lo tanto,

BLX] = BEX|M]] = 3 E[XIM = m]B(M =m) = 3 E[X,Jpu(m).
meM meM
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Calculo de la varianza por condicionales.

EV(XIM)] = 3 VXM = m)BOM =m) = 3 V(X )pu(m).
meM meM

Por otra parte,

V(E[X|M]) = E[E[X|M]-E[X])’]= ) (BIX|M =m]-E[X])’P(M =m)

Finalmente,

V(X) =Y V(Xu)pu(m) + Y (E[Xn] = E[X])*par(m).
meM meM

Nota Bene. Comparar con el Teorema de Steiner para el momento de inercia. O

3. Predicciéon lineal y coeficiente de correlacion

Definicién 3.1 (Predictor lineal). Sean X e Y variables aleatorias sobre un espacio de
probabilidad (€2, A,P), tales que E[X?] < oo y E[Y?] < oco. La recta de regresion de Y
basada en X es la funcion lineal Y = a X + b que minimiza la distancia

Calculo explicito de la recta de regresion. El problema consiste en hallar los valores
de a y b que minimizan la siguiente funciéon de dos variables

g(a,b) :=E[(Y — (aX + b))?.

Usando técnicas de célculo diferencial en varias variables el problema se reduce a resolver
el sistema de ecuaciones Vg = 0. Es facil ver, desarrollando cuadrados, que

59(8‘2 Y _ 2uE[X?) - 2E[XY] + E[X],
dg(a,b)
= = 2—2E[Y] + 2E[X]

El problema se reduce a resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones

{ aE[X?] + DE[X] = E[XY]
aB[X] +b=E[Y
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Sumando la primera ecuacién y la segunda multiplicada por —E[X], se obtiene

XY
o(E[X?] — E[X]?) = E[XY] — E[X|E[Y] © a = S0 Y)
V(X)
Sustituyendo el valor de a en la segunda y despejando b se obtiene
Cov(X,Y)
b=E[Y]| - ———E[X].
Y] - =g Bl
Por lo tanto, la recta de regresion de Y basada en X es
- Cov(X,Y) Cov(X,Y)
Y = ————X+E[Y] - ———E[X
VX)) ~ T Y] V(X) [X]
Cov(X,Y)
= —— (X —-E[X E[Y]. 34
o) (X EX) +EY (31)
Ademas el error cuadrdtico medio es igual a
E[(Y =¥)? = V(Y) (1 - p(X,Y)?), (35)
donde
Cov(X,Y)
X,Y)=————+= 36

es el llamado coeficiente de correlacion de las variables X, Y.

Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacién definido en (36) es la covarianza de las variables normal-
izadas

_X-EX] . Y -E[Y]
o o(x) - oY)
Este coeficiente es independiente de los origenes y unidades de medida, esto es, para con-
stantes aq, ag, by, by con a; > 0, ay > 0, tenemos p(a; X + by, a2y + by) = p(X,Y).
Desafortunadamente, el término correlacion sugiere implicaciones que no le son inher-

entes. Si X e Y son independientes, p(X,Y) = 0. Sin embargo la reciproca no es cierta. De

hecho, el coeficiente de correlacion p(X,Y') puede anularse incluso cuando Y es funcion
de X.

X" (37)

Ejemplo 3.2.

1. Sea X una variable aleatoria que toma valores 1, 42 cada uno con probabilidad ;11
y sea Y = X2, La distribucién conjunta estd dada por

p<_17 1) - p(1> 1) = p(_274) - p(274) = 1/4'

Por razones de simetria (E[X] =0y E[XY] = 0) p(X,Y) = 0 incluso cuando Y es
una funcion de X.
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2. Sean U y V variables independientes con la misma distribucion, y sean X = U + V,
Y = U — V. Entonces E[XY]| = E[U?] — E[V? = 0 y E[Y] = 0. En consecuencia,
Cov(X,Y) =0y por lo tanto también p(X,Y) = 0. Por ejemplo, X e Y podrian ser
la suma y la diferencia de los puntos de dos dados. Entonces X e Y son ambos pares
6 ambos impares y por lo tanto dependientes.

Nota Bene. El coeficiente de correlacion no es una medida general de la dependencia
entre X e Y. Sin embargo, p(X,Y) estd conectado con la dependencia lineal de X e Y. En
efecto, de la identidad (35) se deduce que [p(X,Y)| <1y que p(X,Y)=+1siysolosiVY
es una funcién lineal de X (casi seguramente).

3.1. Ejemplo: Min y Max (dos dados)

El experimento consiste en arrojar dos dados equilibrados y observar las variables
aleatorias definidas por X =‘“el minimo de los dos resultados” e Y =‘“el mayor de los
dos resultados”.

El espacio de muestral asociado al experimento se puede representar en la forma ) =
{(4,7) : 1 <1,57 <6}, donde cada punto (i,7) € Q indica que el resultado del primer dado
es 7 y el resultado del segundo es j. Para reflejar que arrojamos dos dados equilibrados,
todos los puntos de Q serdn equiprobables, i.e., para cada (i, j) € €2 se tiene P(i, j) = 1/36.
Formalmente las variables aleatorias X e Y estan definidas por

X(i,j) :==min{i, j} V(i j) = mdx{i, j}. (38)
Distribucion conjunta y distribuciones marginales de X e Y. En primer lugar
vamos a representar el espacio muestral €2 en la forma de una matriz para poder observar

mas claramente los resultados posibles

\

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
q_) (1) (32) (33) (34) (35) (3,6) -
) 4D (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) (39)
(5,1) (5,2) (5.3) (5,4) (5,5) (5,6)
[ (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) )

Es claro que pxy(z,y) = 2/36 para ¢ < y; pxy(x,y) = 1/36 para x = y y que
pxy(z,y) = 0 paray < z. En el Cuadro 3 representamos la distribucién conjunta px y (z, y)
y las distribuciones marginales px y py. Como su nombre lo indica las marginales estan
en los margenes de la tabla y se obtienen sumando filas y columnas.

Marginales. Observando el Cuadro 3 se deduce que las distribuciones marginales son

13—-2z 2y — 1

px()
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y| 1 2 3 4 5 6 Px
1/36 2/36 2/36 2/36 2/36 2/36 | 11/36
0 1/36 2/36 2/36 2/36 2/36 | 9/36
0 0 1/36 2/36 2/36 2/36 | 7/36
0 0 0 1/36 2/36 2/36 | 5/36
0O 0 0 0 1/36 2/36 | 3/36
o 0 0 0 0 1/36 | 1/36

py | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 |

O W N~ —

Cuadro 3: Distribucién conjunta de (X,Y'). En el margen derecho se encuentra la distribu-
cién marginal de X y en el margen inferior la marginal de Y.

(In)dependencia. Como la matriz de la distribucién conjunta no es la tabla de multi-
plicar de las marginales las variables X e Y no son independiente. Lo que, por otra parte,
constituye una obviedad.

Esperanzas.
0 1 o 91
EX] = = 13— 22) = —
X) = S amele) = 55 Yelri -2 = 5
6
1 161
EY] = > wv(y) =55 vy—1) =,

Nota Bene. Observar que E[Y| =7 — E[X]. (sPor qué?)

Covarianza. Recordamos primero que Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

E[XY szypxyxy = <Zx +2 > wy) =

r=1 y=1 1<x<y<6

En consecuencia,

41 (91 [161\ 1225
Cov(X,Y V(22 ) =22
(XY =55 (36) ( 36 ) 1296

Varianzas.

: 1 o 301
2 _ 2 _ 2 _
E[X*] = ;1 rpx () = % ;1 (13 — 22) = 36

301 8281 2555
V(X) = E[XY-E[X]?= 2 — 20 _ 299
36 1296 1296
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6 1< 791
EY?] = > v'pv(y) =5 D v’y —1) =,
y=1 y=1

791 25921 2555
VY) = EYYI-EY)P = - =",
36 1296 1296

Varianza de la suma.

2555 2555 1225
VX +Y) = V(X)+V(Y)+2000(X,Y) = 2
(X4Y) = V) + V) +2C00(X.Y) = 3556 + 7906 (1296)
_ 35
= =

Nota Bene. Resultado por demés previsible. (sPor qué?)

Condicionales. Dividiendo cada fila de la matriz px y (x,y) por el correspondiente valor
de su margen derecho se obtienen las funciones de probabilidad condicionales de Y dado
que X = .

X\Y | 1 2 3 4 5 6
1 [ 1/11 2/11 2/11 2/11 2/11 2/11
2 0 1/9 2/9 2/9 2/9 2/9
3 o 0 17 2/ 2/T 27
4 o 0 0 1/5 2/5 2/5
5 o 0 0 0 1/3 2/3
6 o 0 0 0 0 1

Cuadro 4: Distribucién condicional de Y dada X.

Los coeficientes de la fila x son la distribucion condicional de Y dado que X = x. El
coeficiente de la fila x y columna y es el valor de

pX,Y(:E7 y)

pY|X(y|x) = pX(CC)

Esperanza condicional. Para hallar E[Y|X] recordamos que la esperanza condicional
es (X)), donde p(z) = E[Y|X = 2] = > ypyx(y|z). Utilizando los datos de la fila x
para calcular el valor de ¢(z), obtenemos lo siguiente

41 38 33 26 17 6
T

@@szQZTw@=7¢@=?w@=—w%F

Se puede ver que

42 — 22
T 11 <z <6,
xXr

w@)=13_2
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Por lo tanto,

42 — X?

E[Y|X] = 3oy

Recta de regresion. La recta de regresiéon tiene la expresiéon

Y =

Cov(X,Y)

1225 o1\ 161 245 _ 1666
VD (X —E[X]) + E[Y] = (X > =X

~ 2555\ T 36) T 36 T s 51

Coeficiente de correlacion. El coeficiente de correlacién vale

4.

Cov(X,Y) 1225
V(X)V(Y) 2555

p(X,Y) = ~ 0.4794...
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