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1. Funciones de variables aleatorias

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (£2,.4,P). Sea
g: D CR — R una funcién cuyo dominio D contiene al rango de X,

X(Q) ={z(w): weQ}
Entonces Y = ¢g(X) estd bien definida y serd una variable aleatoria si y sélo si
{weQ: gX)<y}e A paratodoyeR. (1)
En otras palabras, si g7'((—o0,y]) := {z € R: g(z) < y}, el conjunto {X € g~*(—o0,y|}
debe tener asignada probabilidad. Este es tipicamente el caso. Por ejemplo, si X es discreta,

cualquier funcién g cuyo dominio contenga al rango de X satisface (1). Si X no es discreta,
cualquier funcién g seccionalmente continua cuyo dominio contenga al rango de X satisface

(1).

1.1. Método basico: eventos equivalentes

Si queremos hallar la funcién de distribucién de Y = g(X) tenemos que calcular
Fy(y) =P(Y <y) =P(9(X) < y) =P(X € g~'(~00,y]). (2)
Los siguientes ejemplos ilustran el método bdsico de cémo hacerlo.
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Ejemplo 1.1 (Del péndulo a la distribucién de Cauchy). Sea © el angulo de un péndulo
medido desde la vertical cuyo extremo superior se encuentra sostenido del punto (0, 1). Sea
(X,0) el punto de interseccién de la recta que contiene al péndulo y el eje x -ver la Figura
1-. Trigonometria mediante, sabemos que

1

Figura 1: Pendulo.

X =tan©

Si el dngulo © es una variable aleatoria con distribucion uniforme sobre el intervalo
(—m/2,7/2), cuél es la distribucién de X7
Primero observamos que para cada 6 € (—7/2,7/2) tenemos que
0—(-n/2) O+x/2 1 0

PO<O) =)~ » —2tx

De esto se deduce que
P(X <z) = P(tan® < x)

1 1
= P(O < arctanz) = 5 + —arctan z,
m

y derivando obtenemos que
1

- m(1+22)

Teorema 1.2. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion creciente.
Entonces, Y = Fx(X) ~ U(0,1).

fx(x)

Demostracion. El analisis se reduce a examinar el comportamiento de la funciéon de
distribucién de Y sobre el intervalo (0,1). Para cada y € (0, 1) vale que

Fy(y) =P(Y <y) =P(Fx(X) <y) =P(X < F¢'(y) = Fx(Fy'(y) = .



Corolario 1.3. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion cre-
ciente. Sea Y una variable aleatoria cualquiera. Entonces X puede transformarse en una
copia de Y haciendo lo siguiente: Y = Fy.'(Fx (X)), donde Fy'' es la inversa generalizada
de Y.

Ejemplo 1.4. Construir una moneda equilibrada X usando una variable aleatoria 1" con
distribucion exponencial de intensidad 1.

. 1
X:1{§<1—6_T<1}.
O

El siguiente ejemplo puede considerarse un prototipo que ilustra como tratar con las
funciones de variables aleatorias cuando no son inyectivas.

Ejemplo 1.5 (Prototipo). Sea X una variable aleatoria cualquiera y sea Y = X2, Quere-
mos determinar la distribucién de Y.

1. Calculo explicito de la funcion de distribucion. La funcién de distribucion de Y
se calcula observando que g(z) = 22 y utilizando la férmula (2)

Fy(y) =P (X € g ((—00,9])) .

En este caso, el conjunto g~ ((—o0,y|) adopta la forma

9 ((=o0,y]) = {zeR:2*<y}

_ { [_\/%\/m SiyZO,

siy < 0.

Por lo tanto,

Fy(y) =P(—vy < X <Vy) {y = 0} = (Fx(Vy) — Fx(=vy—)) H{y = 0} (3)

En particular, si X es continua, P(X = x) = 0 para todo = € R, y la identidad (3)
adopta la forma

Fy(y) = (Fx(Vy) — Fx(=vy)) {y > 0}. (4)
2. Calculo explicito de la densidad de probabilidades. Si X es absolutamente con-
tinua con densidad de probabilidades fx (), la densidad de probabilidades de Y = X2 se
obtiene derivando la funcién de distribucién Fy (y). De la identidad (4) se deduce que:

fry) = d%my)

_ (fxwy)

1 1

o~ eV ﬂ) 1y >0}

% (Fx(VB) + Fx(—vi) 1y > 0}. (5)




Ejemplo 1.6 (De continua a discreta). Sea U ~ U(0, 1] Hacemos Y = [10U], donde [z]
representa la parte entera de x € R. Queremos determinar la funcién de probabilidad de
Y.

En primer lugar observamos que la variable aleatoria Y es el primer digito del desarrollo
decimal de un numero elegido al azar sobre el intervalo (0,1). Los posibles valores de Y
son 0,1,...,9. Para cada y € {0,1,...,9} vale que

1
P(Y:y):P(y <U<&):—.

0 7~ 10 10
]
1.2. Variables discretas
Sea X una variable aleatoria discreta a valores 1, x9,.... De la relacién ¥ = g(X)
se deduce que los posibles valores de Y son y; = g(z1),y2 = g(x2),.... Si la funcién de

probabilidad de X esta dada por
px(:) =pi, =12,

La funcién de probabilidad de Y se determina por

py(y) =P(Y =y) =P(X €g7 () = > pa

zeg1(yi)

Ejercicios adicionales

1. Sea X una variable aleatoria discreta con funciéon de probabilidad dada por

px(e) =  (41{z = ~1} +21{z =0} + 1{r € {1,2}))

Hallar la funcion de probabilidad de Y para
(a) Y =2X +1,
(b) Y =2X2 + 1.

1.3. Funciones a trozos: dividir y conquistar
Sea X una variable y sea Ay, ..., Ay una particién de R tal que P(X € A;) > 0 para
todo 7. Consideramos una funcién a trozos definida por

k

g(@) =) gi(2)Hz € A}, (6)

i=1



donde, para cada i = 1,...,k, g; : R — R, es una funcién tal que g;(X) es una variable
aleatoria. Si se quiere hallar la distribucién de

Zgl )1{X € 4;}

se puede hacer lo siguiente: considerar las variables truncadas X; = X|X € A;, hallar las
distribuciones de las variables Y; = ¢;(X;) y luego ponderarlas con los pesos P(X € A;).
Esto es,

ZFY P(X € A)). (7)

En efecto, por una parte tenemos que

Fye(y) = <Zga 1{X€A}<y>
— ZP(Z% 1{X6A}<y,XeA>
— ZP(&(X)Sy,XeAi)

_ ZP (X € g7 (—00,y] N A,). (8)

Por otra parte,

P(X € g }(—o0,y] N Ai)'

Fy(y) = P(gi(X;) <y) =P(X; € g~ (—00,y]) = P(X € 4))

Equivalentemente,
P(X € g~'(—o0,y] N Aj) = Fy,(y)P(X € A)). (9)
Combinando (8) y (9) se obtiene (7). O

1.4. Funciones inyectivas suaves

Teorema 1.7 (Cambio de variables). Sea X una variable aleatoria absolutamente continua
con densidad de probabilidades fx(z). Sea Y = ¢g(X), donde g es una funcién mondtona
con derivada no nula. Entonces Y es absolutamente continua y admite una densidad de
probabilidades de la forma

fr(y) =

(10)



Demostracién.
1. La funcién g es creciente: g(z1) < g(x2) para r; < xo. En tal caso la funcién inversa
g~ ! también es creciente. En consecuencia,

Fy(y) = P(Y <y)=P(g(X) <v)
P(X<g'(y)=Fx(g (). (11)

La funcién Fy(y) es derivable, debido a que es una composicién de funciones derivables.
Derivando con respecto a y y usando la regla de la cadena se obtiene

fx(g7(y))
g9 )

2. La funcién g es decreciente: g(x1) > g(x9) para 7 < xo. En este caso la funcién
inversa ¢g~! también es decreciente. En consecuencia,

Fy(y) = PY <y)=Pg(X) < )

d d

d_yFY( y) = d—yFX(g_l(y)) =

= P(X>g'(y)=1-Fx(9'(y)-). (12)
Derivando con respecto a y se obtiene
d d fx(g'(v))

d_yFY(y> &y (1-Fx(g'(v)) = W)

|

Corolario 1.8 (Cambio lineal). Dados a > 0 y b € R, la densidad de probabilidades de
Y = aX + b adopta la forma

e >:—fx( ") (13)

En palabras, desde el punto de vista de la densidad de probabilidades, el cambio lineal
y = ax + b efectia una traslacion en b seguida de un cambio de escala de 1 en a sobre la
densidad original. Cuando el parametro a se achica, los valores de Y tienden a estar mas
concentrados (alrededor del valor medio) y cuando a se agranda, tienden a dispersarse. [J

Ejemplo 1.9 (Variables exponenciales). Se dice que la variable aleatoria Y tiene distribu-
cion exponencial de intensidad A > 0, y se denota Y ~ Exp(\), si Y = %X, donde X es
una variable aleatoria absolutamente continua que admite una densidad de probabilidades
de la forma fx(z) = e *1{z > 0}. De (13) se deduce que Y admite una densidad de
probabilidades de la forma

fr(y) = XeM1{y > 0}.



Ejemplo 1.10 (Variables Normales). Sean 1 € Ry o > 0. Se dice que la variable aleatoria
Y tiene distribucién normal de pardmetros pi, 0%,y se denota Y ~ N'(u,0?),s1Y = o X +p,
donde X es una variable aleatoria absolutamente continua con densidad de probabilidades
©(x) definida por:

I 2
gp(x) = \/%6 2. (14)

De (13) se deduce que Y admite una densidad de probabilidades de la forma

(o) = e (—%) |

|

Nota Bene. Las féormulas (11) y (12) permiten calcular explicitamente la funcién de
distribucion, Fy, para transformaciones mondtonas (continuas) Y = g(X), independiente-
mente de la clase de variable que sea X. ;Qué hacer cuando la transformacién g es suave
pero no es inyectiva?

Ejemplo 1.11. Sea X ~ N(0,1). Segin la férmula (5) la densidad de probabilidades de
Y = X% es
1

fry) = NG (P(Vy) + ¢(=vy)) 1{y > 0},

donde p(x) = \/%76_%2/2. Por lo tanto,
Ly
frly) = =y e 1y > 0},
En otras palabras, si X ~ A(0, 1), entonces X? ~ T'(1/2,1/2). O

El Teorema 1.7 puede generalizarse del siguiente modo

Teorema 1.12 (Cambio de variables II). Sea X una variable aleatoria absolutamente
continua con densidad de probabilidades fx(x). Sea Y = ¢(X), donde g es una funcién
derivable con derivada no nula (salvo en finitos puntos). Si para cada y € R, el conjunto
g ' (y) = {x € R: g(x) = y} es discreto, entonces Y es absolutamente continua y admite
una funcién densidad de probabilidades de la forma

M= 3 2@ (15)

!
2 1@

Se sobreentiende que si g7 (y) = 0, fy(y) = 0.



Ejercicios adicionales

2. [James p.98] Si X tiene densidad fx(z), cudl es la densidad de Y = cos X7

2. Funciones de vectores aleatorios

2.1. Meétodo basico: eventos equivalentes

Sea X = (Xj,...,X,) un vector aleatorio definido sobre un espacio de probabilidad
(Q, A, P) y sea g : R* — R una funcién cualquiera. Entonces, Z := ¢(X) sera una variable
aleatoria si y solo si

{we: gX(w)) <zye A  paratodo z € R.

La funcién de distribucién de Z, Fz(z), se puede calcular mediante la funcién de distribu-
cién de X de la siguiente manera:

Fz(2) = P(Z<z)=PUuyX)<z2)=P(XeB,), (16)

donde B, := g '((—o00,2]) = {x € R": g(x) < z}.

Caso bidimensional continuo. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con densidad conjunta
fxv(z,y). Cualquier funcién continua a valores reales g : R? — R define una nueva
variable aleatoria Z := ¢(X,Y). La funcién de distribucién de Z, Fz(z) = P(Z < z), se
puede obtener a partir de la densidad conjunta de X e Y de la siguiente forma:

1. Para cada z € R se determina el conjunto B, C R? de todos los puntos (z,y) tales
que g(z,y) < z.

2. Integrando la densidad conjunta fx y (x,y) sobre el conjunto B, se obtiene la funcién
de distribucion de Z:

Fy(2) = [[ Fxy (e, y)dady. (17)

3. Si se quiere obtener la densidad de Z basta derivar, con respecto a z, la funcién de
distribucion Fyz(z). 0

Ejemplo 2.1. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes cada una con distribu-
cién uniforme sobre el intervalo [—1,1]. Se quiere hallar la funcién de distribucion y la
densidad de Z = | X — Y.

La funcién de distribucion de la variable Z = | X — Y| se puede obtener observando la
Figura 2.



1 y=x+z

Figura 2: La regién sombreada representa los puntos del cuadrado [—1,1] x [—1, 1] tales
que |z —y| <2, 0<z2<2ysudreaes4d— (2—2)% =4z — 2%

Debido a que las variables aleatorias X e Y son independientes y uniformemente dis-
tribuidas obre el intervalo [—1, 1], tenemos que
area(B)

1
cualquiera sea la regién B contenida en el cuadrado [—1,1] x [—1,1] para la que tenga
sentido la nocién de area. En consecuencia,

P((X,Y) € B) =

4z — 22

4

para todo z € [0, 2]. Derivando esta ultima expresion respecto de z se obtiene la densidad
de Z=|X-Y|

P(X ~ Y| <2)=

)= (257 1tz € 0.2

|

Caso bidimensional discreto. Sea (X,Y’) un vector aleatorio discreto sobre un espacio
de probabilidad (Q, A, P), con funcién de probabilidad conjunta pxy(z,y). Sea g : R*> — R

una funcién cualquiera, Z := ¢g(X,Y) es una nueva variable aleatoria, cuya funcién de
probabilidad, pz(z), se obtiene de la siguiente manera:
pZ(Z) = ]P(Z = Z) - ]P)(Q(X, Y) = Z) = Z pX,Y(xay)v (18>
(z,y)EB-
donde B, = {(x,y) € X(Q) xY(Q) : g(z,y) = z}. O
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2.1.1. Suma de variables

Ejemplo 2.2 (Suma). Sean X, Y dos variables aleatorias con densidad conjunta fx y (z,y)
ysea Z = X +Y. Para cada z € R, B, = {(z,y) € R?: y < z — z}. Usando la férmula
(17) se obtiene la funcién de distribucién de Z

P = [ ( /- fx,y<x,y>dy) dz. (19)

La densidad de Z se obtiene derivando respecto de z la funcién de distribucién Fy(z)

Fa(z) = C%Fz(z) _ /_ B (20)

Ejemplo 2.3 (Suma de variables independientes). Sean X, Y dos variables aleatorias con-
tinuas e independientes con densidad conjunta fxy(z,y) = fx(x)fy(y). Segin la férmula
(20) que aparece en el Ejemplo 2.2, la densidad de probabilidades de la suma Z = X +Y
es

fz(2) = /_Oo fxy(z,z —x)de = /_OO fx(@)fy(z —x)dx (21)

y se denomina el producto convolucion, fx * fy, de las densidades marginales fx y fy.
Si las densidades marginales fx(z) y fy(y) concentran la masa en [0,00) la férmula
(21) del producto convolucién es un poco més sencilla:

(fx * fr)(2) = / " (@) fr(z — x)de = / (@) v (= — 2)d. (22)
]

Ejemplo 2.4 (Suma de exponenciales independientes de igual intensidad). Sean X e Y
variables aleatorias independientes con distribucién exponencial de intensidad A > 0. La
densidad de la suma X + Y es

fxiv(z) = / e M\ T dr = N2z M. (23)
0

En el lado derecho de la identidad (23) se puede reconocer la densidad de la distribucién
Gamma: I'(2, \). O

2.1.2. Minimo

Queremos caracterizar la funcién de distribucion del minimo entre dos variables aleato-
rias X e Y, U := min{X,Y}. En primer lugar observamos que para cada u € R vale
que

Fy(u) = P(U <u)
Pmin{X,Y} <u)=1—-P(min{X,Y} > u)
= 1-P(X >u,Y >u). (24)
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Si (X,Y) es un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta fyy(z,y)
tenemos que

Fo(u) = 1— / h / " ey (o y)dady. (25)

Si (X,Y) es un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta px y (z,y)

tenemos que
u)=1- ZZPX,Y(%ZJ)- (26)

r>u Yy>u

Si X e Y son independientes tenemos que
Fy(u) =1—-P(X > u)P(Y > u). (27)
Etcétera...

Ejemplo 2.5 (Minimo de exponenciales independientes). Sean X; e X, variables aleatorias
exponenciales independientes de intensidades A\; y Ay respectivamente. De acuerdo con la
identidad (27) tenemos que la funcién de distribucién del minimo U = min{X;, Xy} es

Fy(u) = (1 — e M) 1{u > 0} = (1 — e~ M) 1{u > 0}, (28)

En palabras, el minimo de dos variables exponenciales independientes es una exponencial
cuya intensidad es la suma de las intensidades de las variables originales.

..Cual es la probabilidad de que U = X;7 Basta observar que U = X; si y solo si
X < Xo.

]P(U = Xl) = ]P)(Xl S Xg) = /Oo (/JE2 fX17X2($1,l'2)d$1) dl’z,
0 0

donde fx, x,(x1,x2) es la densidad conjunta de X; y Xy
Fxi, (21, @) = AjeM* A\pe?2?2,

Por lo tanto,

PU=X,) = / e ( / Alemdx1> dzy = / A€ (1 — eM*2) day
0

A
_ )\2902 (A1+A2)z2 _ 2
= — g€ dry =1—
) e A+ o
B >\1 + Ay
Como corolario se obtiene que
Ao
P(U = X,) = .
( 2=

12



2.2. El método del Jacobiano

Teorema 2.6 (Cambio de variables en la integral multiple). Sea f : R" — R una funcion
integrable. Sean Gy C R™ y G C R™ regiones abiertas y sea h : Go — G, h = (hy,..., hy)

una biyeccion entre Go y G, cuyas componentes tienen derivadas parciales de primer or-

den continuas. Esto es, para todo 1 < 1,7 < n, las funciones ag"—;y) son continuas. St el
J

Jacobiano de h es diferente de cero en casi todo punto, entonces,

[ o= [ )y

para todo conjunto abierto A C G, donde

July) = det ((‘9’57@)) |

El siguiente resultado, que caracteriza la distribucién de un cambio de variables aleato-
rias, es una consecuencia inmediata del Teorema 2.6.

Corolario 2.7. Sea X un vector aleatorio n-dimensional con funcién densidad de proba-
bilidad fx(x). Sean Gy C R" y G C R" regiones abiertas y sea g : G — Gy una biyeccién
cuya funcién inversa h = g~! satisface las hipétesis del Teorema 2.6. Si P(X € G) = 1,
entonces, el vector aleatorio Y = ¢(X) tiene funcién densidad de probabilidad fy(y) de la
forma:

Fx(y) = fx(g )1 (y)]- (29)

Demostracién. Cualquiera sea el conjunto abierto B C G tenemos
P(YeB) = BX)eh)=PXeq (B)= [ pioix
.
Poniendo f = fx y h = g ! en el Teorema 2.6 se obtiene
[ B0 =[xl 0 )l

En consecuencia,

P(Y € D)= /B fx(g~ @)y (¥)]dy.

Por lo tanto, el vector aleatorio Y tiene funcién densidad de probabilidad de la forma

() = fx(g ¥y (y)]. 0
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Nota Bene. Operativamente, la férmula (29) para hallar la densidad conjunta de Y =
g(X) involucra los siguientes pasos: 1. Invertir las variables (i.e., despejar las x’s en funcién
de las y’s). 2. Calcular el Jacobiano de la inversa de g (i.e., calcular el determinante de
la matriz formada por las derivadas parciales de las x; respecto de las y;). 3. Substituir
los resultados obtenidos en los pasos 1. y 2. en la férmula (29). Aunque mecanico, el
método del jacobiano es un método de naturaleza analitica muy poderoso. []

Nota Bene. Con frecuencia es mas facil obtener el jacobiano de y en relacién a x, pues
Y es dado como funcion de X, es bueno recordar que los dos jacobianos son reciprocos y
se puede obtener J,-1(y) a partir de Jy(x), invirtiendo este ltimo y substituyendo x por
g 1(y). Esta regla es andloga a la regla para la derivada de una funcién inversa en el caso
unidimensional:

dg~'(y) 1 1

dy g'(z) r=g-1(y) 9 W)
L]

Ejemplo 2.8 (Transformaciones lineales). Si (X, Xs) = (aY; +bY2, cY] + dY3). Entonces,
Ivi.v2 (Y1, y2) = lad — be| fx, x,(ayr + bya, cyr + dyz).
En general, si X = AY, donde A € R"*" es una matriz inversible, se obtiene

gy (y) = | det(A)|fx(Ay).

Ejemplo 2.9 (Suma y resta de normales independientes). Sean X; y X, dos variables
aleatorias independientes con distribuciones normales N'(uy,02) y N (2, 0?), respectiva-
mente. Su densidad conjunta es

o (ona) = — exp( ! <<x1—u1>2+<@—uz>2)) (30)

2o 202

Consideramos el cambio de variables (y1,y2) = g(21,x2) = (21 + X2, 21 — x9) cuya inversa
es (z1,22) = g (y1,y2) = (U522, 52, Es facil ver que el jacobiano de g7 no depende
de (y1,12) v es igual a —1. De acuerdo con la identidad (29) tenemos que

Frms ( ) = 1 ox Lty 2+ Y1 — Y2 ?
v1,Y2 (Y1, Y2 Tng? p 952 9 H1 5 K2

1 1
X exp <—@ (Z/% —2(m + M2)y1)> exp <—@ (3/3 —2(p1 — Mz)!h))

X exp <_ (11 —2({;10; M2))2> exp (_ (y2 —2((13102—) M2))2) (31)

La identidad (31) permite concluir que las variables Y; e Y3 son independientes y que
se distribuyen de la siguiente manera: Yy ~ N(uy + po, 202), Yo ~ N(py — po, 202). En
pocas palabras, si X7 y Xs son dos variables aleatorias independientes con distribuciones
normales N'(py,02) y N (o, 02), entonces X1 + Xy y X1 — Xo son independientes y X, +
Xy ~ N(py + p2,20%) y Xo — Xo ~ N (i — pi2, 20%) 0
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Nota Bene. Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes con distribuciones
normales N (i1, 03) y N (112, 03), respectivamente. Célculos similares permiten deducir que

X1+ Xo ~ Ny + po, 08 +03) y X1 — Xo ~ N (1 — po, 0% + 02). Mds atin, X; + X y

X1 — X, son independientes si y solo si o} = 3. O

Ejemplo 2.10 (Persistencia de la mala suerte). Sean X; y X, variables aleatorias inde-
pendientes con distribucién comin exponencial de intensidad A. Vamos a hallar la densidad
conjunta de (Y7, Y5) donde

(Y1,Ys) = (X7 + Xo, X1/ X5).
Para ello consideramos la transformacion
g(x1,T2) = (21 + 22, 01/72) = (Y1, Y2).
La transformacién inversa de g es
— 1yj—y;2’ v = _:,y_lyQ (32)
y se obtiene resolviendo un sistema de dos ecuaciones en las variables x; y xs:

4o

Y1

{x1+x2=y1 {x1+x2=y1 {(1+y2)x2=y1 {1’22@

— — — — Y1y2
T1/T2 = Yo T1 = Y222 T1 = Y222 T1 = 14y,

El Jacobiano de la transformacién inversa J,-1(y1,y2) = det ((%) ) es
J 17]

81'1 8952 6:151 31:2

Tl ) = Y1 Oya - dy2 Oy
= (o) (ae) - (o) (552)
Lty \(1+y)? (L+92)*) \1+y:
e L | S (I +ye) _ W (33)
(1+92)*  (1+y2)? (14 12)? (1+92)?
Substituyendo los resultados (32) y (33) en la férmula (29) se obtiene:
fY1,Y2 (yh y2) = fX1,X2 (lyiyng’ 1 ilyz) (1 LylyL)Q' (34)

Por hipétesis,

fxi (T, 22) = fx, (1) fx,(22) = Ae’”ll{zl > 0})\6’)‘“1{:102 >0}
NeA@te) 1 fr 5 0,25 > 0} (35)

De (34) y (35) se obtiene

2 i (A
frva(y ) = Ne™ AEAE +y2)21{y1 >0,y5 > 0}
— 2 —Ay1 1

De (36) se deduce que las variables Y; e Y3 son independientes.
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Nota Bene sobre la persistencia de la mala suerte. De (36) se deduce que la
densidad del cociente Y5 = X /X5 de dos variables exponenciales independientes de igual
intensidad es de la forma

fray2) = ;{2 > 0} (37)

1
(1+y2)
En consecuencia, la variable Ys tiene esperanza infinita. Se trata de un hecho notable que
ofrece una explicacion probabilistica de un fenémeno conocido por cualquiera que haya
entrado en una fila de espera denominado la persistencia de la mala suerte

JPor qué? Supongamos que la variable X, representa el tiempo de espera para ser
atendidos en la fila elegida (a la que llamaremos la fila 1) y que X, representa el tiempo
de espera en otra fila que estamos observando mientras esperamos ser atendidos (a la que
llamaremos la fila 2). El cociente X;/X, representa la proporcién del tiempo esperado en
la fila 1 en en relacién al tiempo de espera en fila 2. Por ejemplo, X;/Xs > 3 significa
esperamos por lo menos el triple del tiempo que hubiésemos esperado en la otra fila.

Integrando (37) se deduce que

PYs <yp) = /w#dyzl— L S , y2 >0
o (1+y)? L4y 14y
Equivalentemente,
]P)(}/Q > y2) = ! ) Y2 2 0
I+

En particular, la probabilidad de que tengamos que esperar por lo menos el triple del tiempo
que hubiésemos esperado en la otra fila es 1/4. Aunque de acuerdo con este modelo, en
promedio, la mitad de las veces esperamos menos tiempo que en la otra fila, en la practica,
el fenémeno de la mala suerte se ve sobredimensionado porque no le prestamos atencién a
los tiempos cortos de espera.

Para percibir qué significa practicamente el resultado E[X;/X5] = +oo basta simu-
lar algunos valores de la variable X;/X5. Por ejemplo, en 10 simulaciones obtuvimos la
siguiente muestra:

1.2562, 0.8942, 0.9534, 0.3596, 29.3658, 1.2641, 3.3443, 0.3452, 13.5228, 7.1701.

El lector puede extraer sus propias conclusiones. [

Ejemplo 2.11 (Gammas y betas). Sean X; y X, variables aleatorias independientes con
distribuciones I'(v1, A) y I'(v2, A). Vamos a hallar la densidad conjunta de (Y7,Y5) donde

X4

Vi=Xi+Xs, e Yo=—1l_
1 1 2 2 X1+X2

!Basta elegir una fila en las multiples cajas de un supermercado para sufrir este fenémeno y observar
que en la fila elegida el tiempo de espera es el doble o el triple que el tiempo de espera en las otras filas.
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Para ello consideramos la transformacion

) = (Y1, 92).

T1,T2) = | 1 + o,
g(x1, 2) (1 2x1+x2

La transformacién inversa de g es
T =y1y2, T2 =yi(l—y2). (38)

El Jacobiano de la transformacion inversa es

8561 8:62 _ 8x1 8372
0y Oy Oys Oy

g1 (Y1, 92) =y2(=y1) — (1 —y2) = = (39)

Substituyendo los resultados (38) y (39) en la férmula (29) se obtiene:

fY1,Y2(y17y2) = le,Xz <y1y27y1(1 - y2)) ‘yl, (40)
Por hipétesis,
)\ull,lfl—le—)\ml Vng2—1€—>\gc2
= 1 >0 1 >0
Ix1.x, (1, 72) () {z; > 0} () {zy > 0}
)\1/1+u2$11/1—1x52—1€—>\(a;1+$2)
= 1 >0 > 0F. 41
(0T (v2) tr1 > 0,22 >0} 1)
De (40) y (41) se obtiene
A2 (g )y (1 — o) )2 e
= 1 0 1— 0
le,Yg(ybyZ) T()C () {t1y2 > 0, y1( y2) > 0}y
/\u1+1/2y1'/1+'/2*16—>\y1
— 1 >0
( [(v1 + 1) i })
T(vy + o)yt (1 — yo)2 ! )
X 1{0 < <1}]. 42
(e ==y )

Por lo tanto, Y7 e Y3 son independientes y sus distribuciones son Y; ~ T'(v; + 1o, A),
}/2 ~ ﬁ(yla VQ):

)\V1+V2 vi+ro—1 —)\yl
le(y1> == F(Vl + I/2>y1 e 1{3/1 > 0},
'y +1v2) , _ Vo
Faly) = TATTD) g ey <y, < 1),

(1) (vp) 7
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Nota Bene. Algunos autores utilizan (y promueven!) el método del Jacobiano como una
herramienta para obtener la densidad de variables aleatorias de la forma Y; = ¢; (X7, X5).
Hacen lo siguiente: 1. Introducen una variable auxiliar de la forma Yy = go( X3, X3) para
obtener un cambio de variables (g;,¢2) : R? — R2 2. Utilizan la férmula del Jacobiano
(29) para obtener la densidad conjunta de (Yi,Y3) a partir de la densidad conjunta de
(X1, X3). 3. Obtienen la densidad de Y; marginando (i.e., integrando la densidad conjunta
de (Y1,Y3) con respecto de y,). Por ejemplo,

Suma: (X, Xs) — (X1 + Xo, Xo) =: (Y1, Y2). En tal caso, (x1,22) = (y1 — y2,92) y €l

Jacobiano tiene la forma J(y,y2) = g—;}g—ﬁ — g—ggﬁ = 1. De donde se obtiene

le(yl) = /RfXLXQ(yl _y2792)dy2'

Producto: (X, Xs) — (X1X5, X7) =: (Y1, Y5). En tal caso, (z1,22) = (y2,91/y2) v €l

Jacobiano tiene la forma J(y,y2) = g—;;g—zz — g—gg—ﬁ = —i. De donde se obtiene

fruln) = / Feea (s 1) el ™ g

Cociente: (X1, Xy) — (X1/Xs, X5) =: (Y71, Y5). En tal caso, (z1,22) = (y192,y2) vy el

Jacobiano tiene la forma J(y,y2) = g—";g—”y”j — g—;g—‘;i = 1. De donde se obtiene

fY1<y1>:/fX17X2<y1y2792)|y2’dy2-
R

Ejercicios adicionales

3. [James p.97] Si XY, Z tienen densidad conjunta

6
l+az+4+y+2)

Ixyz(x,y,2) = ( 1z >0,y >0,2>0}.

Hallar la densidad de la variable aleatoria W = X + Y + Z de dos maneras diferentes
(método basico y método del Jacobiano)

2.3. Funciones k£ a 1

Para determinar la distribuciéon Y = ¢(X) podemos utilizar el método del jacobiano en
muchos casos en que la funcién g no es 1 a 1, bastando para ello que g sea 1 a 1 cuando se

la restringe a una de k regiones abiertas disjuntas cuya union contiene al valor de X con
probabilidad 1.
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Supongamos que G, Gy, ..., G} sean regiones abiertas de R” tales que Gy, ...G) sean

disjuntas y valga
k
P (X <l Gg> —1
=1

y tales que la funcién g|Gy, la restriccién de g a Gy, sea una correspondencia 1 a 1 entre
Gy y G, para todo ¢ = 1,... k. Ademas de eso, supongamos que la funcién inversa de
g|Gy, denotada por h'¥), satisfaga todas las condiciones de la funcién h del caso anterior,
e indiquemos con Jy(x,y) el jacobiano de la funcién h¥). (Este jacobiano es funcién de
y € G. Notemos que h\Y) : G — G es una biyeccion.)

Teorema 2.12. Bajo las condiciones enunciadas mads arriba, si X tiene densidad fx(x),
entonces Y tiene densidad

Fr () = fx (D ¥) (%, y)|{y € G}
(=1

Demostracion. Sea B C G,

k k
P(Y€B) = P(g(X)eB)=> P(g(X)€B,XeG)=)Y PXeh"B)
=1 =1
= Z / x)dx = (cambio de variables en la integral)
R (B)

— / fx (RO (YN Jo(x, y)|dy = / (Z fx (B9 (y)] Je(x, Y)|) dy.

|

Ejemplo 2.13. Sean X e Y independientes con distribuciéon comiin A/ (0,1). Mostrar que
7 =X%+Y?y W = X/Y son independientes y hallar sus distribuciones.

Solucién. La funcién g : R? — R?, definida por g(z,y) = (2® + 32, 2/y) = (z,w), es 2 a
1.

Sean G = {(x,y) : x > 0}, Gy ={(z,y) : y > 0}, G2 = {(x,y) : y < 0}. Entonces, g|G;
y g|G3 son correspondencias 1 a 1 entre las regiones abiertas G; y G, 1 = 1,2, y P((X,Y) €
G1 UGs) = 1 (la probabilidad que (X,Y) tome valores en la recta {(z,y) : y = 0} es
P(Y =0)=0).

Necesitamos, entonces, obtener los jacobianos de las funciones inversas h() y h(?
G. Pero para ello, basta obtener los jacobianos de las funciones g|G; y g|Ga, que son
reciprocos de los jacobianos de las inversas, y substituimos el valor (z,y) por el valor

AV (z,w) o h®(z,w). Tenemos
—1 2 —1
x 1
(=2 (L 41 S
) =(2()
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y y?

Ti(z,w) = (




1

Jo(z,w) = ORI

Por lo tanto, la densidad de (Z, W) es

Faw(zw) = (FO(z0) + [0 0) g () € G,
Como
]' —(x24y2)/2 1 —z/2
f(o,y) = 5oe GO = e
tenemos

1 1
= 2(—e*?) ———1{2>0 R
fZ,W(Zuw) (271_6 ) 2(w2_|_1) {Z W E }
1

_ (%6_2/21@ > 0}) T

Como la densidad conjunta es el producto de dos densidades, concluimos que Z y W son
independientes, Z ~ Exp(1/2) y W ~ Cauchy. O

2.4. Minimo y maximo

Sean X e Y dos variables aleatorias con funciéon de distribucién conjunta continua
Fxy(z,y). Sean U := min{X, Y} y V := max{X,Y}. Queremos hallar las funciones de
distribucion conjunta y las marginales de U de V.

Sean u y v dos niimeros reales tales que u < v, es facil ver que la funcién de distribucién
conjunta de U y V es de la forma

Fyy(u,v) =PU <u, V <wv) = Fxy(u,v)+ Fxy(v,u) — Fxy(u,u). (43)

Minimo. La funciéon de distribucién marginal del minimo se puede obtener de la dis-
tribucion conjunta fijando u y haciendo v — oc:

Fy(u) = Ulirrolo Fuy(u,v) = Fx(u) + Fy(u) — Fxy(u,u). (44)
Cuando las variables X e Y son independientes la identidad (44) adopta la forma

Si ademés de independientes, las variables X e Y tienen funcion de distribucién comin
Fyxy = Fy = F, resulta

Fy(u) = 2F (u) — F(u)?. (46)
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Figura 3: Observar que el evento {U < wu, V < v} se puede representar en la forma
{X <u, Y <v}U{Y <u, X <v}.

En cualquiera de los tres casos, derivando respecto de u obtenemos la densidad del minimo.
Por ejemplo, si las variables X e Y son independientes, derivando la identidad (45) se
obtiene

fo(u) = fx(u)+ fy(u) = fx(u)Fy (u) = Fx(u) fy ()
= Sx(u)(1 = Fy(u)) + fy(u)(1 = Fx(u)). (47)

Maximo. La funcién de distribucion marginal del maximo se puede obtener observando
que el evento {V < v} ={X <v,Y <w}. Por lo tanto,

Fy(v) = Fxy(v,v) (48)
Cuando las variables X e Y son independientes la identidad (48) adopta la forma
Fy(v) = Fx(v)Fy(v) (49)

Si ademés de independientes, las variables X e Y tienen funcion de distribucién comin
Fyxy = Fy = F, resulta

Fy(v) = F(v)*. (50)

En cualquiera de los tres casos, derivando respecto de v obtenemos la densidad del maximo.
Por ejemplo, si las variables X e Y son independientes, derivando la identidad (49) se
obtiene

fv(v) = fx(v)Fy(v) = Fx(v) fy (v). (51)

|
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Ejercicios adicionales

4. [James p.99] Sean X, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con densidad comun f. Mostrar que la densidad conjunta de

U = min X; y V = max X;

1<i<n 1<i<n

foy(u,v) =n(n — D[F(v) = F)]"*f(u) f(v)1{u < v}.

(Sugerencia. Primero hallar P(u < U,V < v). Después, calcular las derivadas parciales
cruzadas de la distribucién conjunta.)

5. [James p.99] Sean X1,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con distribucién uniforme en [0, ], donde 6 > 0. Sean

U= min X; y V = max X;

1<i<n 1<i<n

(a) Mostrar que la densidad conjunta de (U, V) es

fov(u,v) =n(n—1)(v—u)""?/0"1{0 <u < v < 0}

(b) Mostrar que la densidad de W =V — U es

n(n — 1)w" 2

fw(w) ZT(l—%) 1{0 < w < 6}.

3. Funciones regulares e independencia

Definicién 3.1. Una funcion g se dice regular si existen niumeros --- < a1 < ag < a; <
-e,con a; — o0 Y a_; — —o0, tales que g es continua y mondtona sobre cada intervalo

(% ai-l—l)'

Ejemplo 3.2. La funcién senx es regular; todos los polinomios son funciones regulares.

Un ejemplo de una funcién que no es regular es 1{x € Q}. O
Teorema 3.3. Sean X1,..., X, variables aleatorias independientes, y sean g, ..., g, fun-
ciones requlares. Entonces g(X1),...,9(X,) son variables aleatorias independientes.
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Demostracion. Para simplificar la prueba supondremos que n = 2. De la regularidad se
deduce que para todo x € R podemos escribir

Ay = {y : 91(?4) < $} = UiAl,i(fE) y Ay = {y : gz(y) < ZU} = UiAQ,i(x)a

como uniones de intervalos disjuntos de a pares. Por lo tanto, podemos escribir

P(gu(X1) S 2,01(X:) Sy) = DY P(X1 € Ay, Xs € Ay)
i
— ZZ}P’(Xl € A)P(Xs € Ayy)
i
= ZIP(Xl € A) ZIP’(XQ € Az,
i J

= P(g:1(X1) < 2)P(g2(X2) € Azy).

En rigor de verdad, vale un resultado mucho mas general.

Teorema 3.4. Siparal <i<n,1 <7 <m;, X;; sonindependientes y f; : R™ — R son
medibles entonces fi(Xiq, ..., Xim;) son independientes.

Demostracién. Durrett(1996), p.25-27. O
Un caso concreto que usaremos permanentemente al estudiar sumas es el siguiente: si
Xi,...,X, son independientes, entonces X = X; 4+ ---+ X,,_1 y X,, son independientes.

Ejercicios adicionales

6. (Fragmentaciones aleatorias.) Si Uj,...,U, son independientes con distribucién
comun U(0, 1), entonces

—log H Ui ~T(n,1).

=1

7. Una varilla de 1 metro de longitud es sometida a un proceso de fragmentacion aleatoria.
En la primera fase se elige un punto al azar de la misma y se la divide por el punto elegido
en dos varillas de longitudes Ly y Lo. En la segunda fase se elige un punto al azar de la
varilla de longitud L; y se la divide por el punto elegido en dos varillas de longitudes L ;
y Ly 2. Calcular la probabilidad de que L, ; sea mayor que 25 centimetros.
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