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1. Variables aleatorias

Sea (€2, A, IP) un espacio de probabilidad. Una wvariable aleatoria sobre ) es una funcién
X :Q — R tal que para cada x € R

{(X <z} ={weQ: X(w) <z} €A,

i.e., para cada € R el evento {X < =z} tiene asignada probabilidad. La funcidn de
distribucion Fx : R — [0, 1] de la variable aleatoria X se define mediante

Fx(z) :=P(X <ux).

Ciélculo de probabilidades. La funcién de distribucién resume (y contiene) toda la
informacion relevante sobre de la variable aleatoria. Para ser mas precisos, para cada pareja
de ntimeros reales a < b vale que !

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a). (1)

|

!Basta observar que {X < a} C {X < b} y usar las propiedades de la probabilidad: de la igualdad
{a < X <0} ={X <b}\{X < a}sededuce que Pla < X <b) =P(X <b)—P(X <a)=Fx(b)— Fx(a).



Ejemplos

Ejemplo 1.1 (Dado equilibrado). Sea X el resultado del lanzamiento de un dado equilibra-
do. Los posibles valores de X son 1,2, 3,4,5,6. Para cada k = 1,2, 3,4, 5, 6, la probabilidad
de que X tome el valor k es 1/6.

Sea x € R. Si xz < 1 es evidente que P(X < ) = 0. Si k < 2 < k + 1 para algin
k=1,2,3,4,5, la probabilidad del evento { X < x} es la probabilidad de observar un valor
menor o igual que k y en consecuencia, P(X < z) = k/6. Finalmente, si © > 6 es evidente
que P(X <z)=1.

5/6 P —
4/6 P —

3/6 P —

2/6 P —

1/6 [ S—

Figura 1: Gréfico de la funcién de distribucién de un dado equilibrado.

Por lo tanto, la funcion de distribucién de X se puede expresar del siguiente modo

Fe@) =Y él{x > kY.
1

Ejemplo 1.2 (Fiabilidad). Un problema fundamental de la ingenieria es el problema de
la fiabilidad. Informalmente, la fiabilidad de un sistema se define como su capacidad para
cumplir ciertas funciones prefijadas. Esta propiedad se conserva durante un periodo de
tiempo hasta que ocurre una falla que altera la capacidad de trabajo del sistema. Por ejemp-
lo: rupturas y cortocircuitos; fracturas, deformaciones y atascamientos de piezas mecanicas;
el fundido o la combustién de las componentes de un circuito.

Debido a que las fallas pueden ocurrir como hechos casuales, podemos considerar que el
tiempo de funcionamiento, T, hasta la aparicion de la primer falla es una variable aleatoria
a valores no negativos.

La fiabilidad de un sistema se caracteriza por su funcion intensidad de fallas \(t). Esta
funcién temporal tiene la siguiente propiedad: cuando se la multiplica por dt se obtiene la
probabilidad condicional de que el sistema sufra una falla durante el intervalo de tiempo
(t,t-+dt] sabiendo que hasta el momento ¢ funcionaba normalmente. Si se conoce la funcién
A(t) se puede hallar la ley de distribucién de probabilidades de T'.

Para calcular la funcién de distribucién de T estudiaremos dos eventos: A := {T" > t}
(el sistema funciona hasta el momento t) y B := {t < T < t + dt} (el sistema sufre una
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falla en el intervalo de tiempo (¢,t + dt]). Como B C A, tenemos que P(B) =P(BNA) y
de la regla del producto se deduce que

P(B) = P(B|A)P(A). (2)

Si la funcion de distribucién de T' admite derivada continua, salvo términos de segundo
orden que se pueden despreciar, la probabilidad del evento B se puede expresar en la forma

P(B)=P(t<T <t+dt)=Fr(t+dt) — Fr(t) = Fp(t)dt. (3)
La probabilidad del evento A se puede expresar en la forma
PA)=PT >t)=1-P(T <t)=1- Fr(t). (4)

Finalmente, la probabilidad condicional P(B|A) se expresa mediante la funcién intensidad
de fallas A(t):

P(B|A) = A(t)dt (5)

Sustituyendo las expresiones (3)-(5) en la férmula (2) obtenemos, después de dividir ambos
miembros por dt, una ecuacién diferencial de primer orden para Fr(t)

Fp(t) = M) (1 = Fr(t)). (6)

Debido a que la duracién del servicio del sistema no puede ser negativa, el evento {T' < 0}
es imposible. En consecuencia, Fr(0) = 0. Integrando la ecuacién diferencial (6) con la
condicién inicial F(0) = 0, obtenemos >

Fr(t) = 1 — exp (— /0 t A(s)ds) | (1)

F4(1) = X)L~ Fr(1) LD =) = o1~ Fr() = X
%log(l —Pr(t) = —A(t) <= log(1— Fr(t)) = —/O s)ds + C

111

Usando que Fr(0) =0 se deduce que C' = 0.



Nota Bene. El desarrollo anterior presupone que la funcién intensidad de fallas A(t)
verifica las siguientes condiciones: (1) A(t) > 0 para todo t >0y (2) [;°A(t)dt = +oo. O

Ejemplo 1.3 (Fiabilidad). Se estipula que la duracién de servicio de un sistema automético
debe ser ty. Si durante ese periodo el sistema falla, se lo repara y se lo utiliza hasta que
sirva el plazo estipulado. Sea S el tiempo de funcionamiento del sistema después de la
primera reparacion. Se quiere hallar la ley de distribucion de S.

En primer lugar observamos que la variable aleatoria S estd ligada con el instante T" en
que ocurre la primera falla del sistema mediante la siguiente formula

tQ—T SiTStQ,

S:méx(tU_T’O):{ 0 ST >t

Sea Fs(s) la funcién de distribucién de la variable S. Es claro que para s < 0, Fs(s) =0
y que para s > tg, Fs(s) = 1. Lo que resta es analizar el comportamiento de Fs sobre el
intervalo 0 < s < (. Sea s € [0, 1)

Fs(s) = P(S <s)=Pmax(to —7,0) <s)=P(ty — T <5,0<5)

— Pty—T <) =Pty —5 < T) = exp (— /Oto_s A(t)dt) ,

donde A(t) es la funcién intensidad de fallas del sistema.
Por lo tanto,

Fe(s) = exp (- /Otos A(t)dt) 1{0 < s < fo} + 1{s = fo).

exp (— foto )\(t)dt)

Figura 2: Grafico de la funcién de distribucién de la variable aleatoria S.



Ejercicios adicionales

1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion Fx(z). Mostrar que para cada
pareja de ntimeros reales a < b vale que:

Pla< X <b) = Fx(b)— Fx(a) +P(X = a) (8)
Pla< X <b) = Fx(b)—P(X =b)— Fx(a)+P(X =a) (9)
Pla< X <b) = Fx(b)—P(X =b) — Fx(a) (10)

Notar que las férmulas (8)-(10), junto con (1), muestran como calcular la probabilidad de
que la variable aleatoria X tome valores en un intervalo de extremos a y b y contienen una
advertencia sobre la acumulacion de masa positiva en alguno de los dos extremos.

1.1. Propiedades de la funcion de distribucion

Lema 1.4. Sea X : (2 — R una variable aleatoria. La funcién de distribucién de X,
Fx(z) =P(X < z), tiene las siguientes propiedades:

(F1) es no decreciente: si x1 < xo, entonces Fy(x1) < Fx(x2);

(F2) es continua a derecha: para todo zo € R vale que lilm Fx(x) = Fx(x);
z|xo

(F3) lim Fx(x)=0y lim Fx(z)=1.

Tr——00 r—00

Demostracién.

La propiedad (F1) se deduce de la férmula (1).

La propiedad (F2) es consecuencia del axioma de continuidad de la medida de prob-
abilidad P. Se considera una sucesién decreciente de nimeros positivos que converge a 0,
€1 > €3 > ... > 0, arbitraria, pero fija y se definen eventos A, = {zo < X < xz¢+¢€,}. Se

observa que Ay D Ay Dy () A, =0:
neN

0 = P(ﬂ An) = lim P(A,) = lim P(xg < X <z +€,)

= lim F(x¢+€,) — F(x0).
Por lo tanto,
F(xo) = lim F(xo + €,).
n—oQ
Las propiedades (F3) se demuestran de manera similar. O



Observacién 1.5. Si se define

Fx(zy) = h’Tm Fx(z),
zTxg
entonces Fx(z,) = P(X < zg). Por lo tanto, P(X = () = Fx(z9) — Fx(z, ). En particular,
si Fix(z) es continua en g, entonces P(X = ) = 0. Si P(X = x¢) > 0, entonces Fx(z) es
discontinua en zy y su discontinuidad es un salto de altura P(X = zq) > 0.

Ejercicios adicionales

2. Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad y X : © — R una variable aleatoria con
funcién de distribucién Fy(x).

(a) Mostrar que

lim Fx(z)=0 y lim Fx(z)=1.
(Sugerencia. Considerar sucesiones de eventos B, = {X < —n} y C,, = {X <n}, n e N,
y utilizar el axioma de continuidad de la medida de probabilidad P.)

(b) Mostrar que

zTxo
(Sugerencia. Observar que si x T xg, entonces {X < 2z} T {X < 20}, y utilizar el axioma
de continuidad de la medida de probabilidad P.)

1.2. Clasificacion de variables aleatorias

En todo lo que sigue, X designa una variable aleatoria definida sobre un espacio de
probabilidad (2, A,P) y Fx(x) :=P(X < z) su funcién de distribucién.

Nota Bene. Al observar el grafico de una funcién de distribucién lo primero que llama
la atencion son sus saltos y sus escalones.

Atomos. Diremos que a € R es un dtomo de Fx(z) si su peso es positivo: P(X = a) =
Fx<a> — FX(CL—) > 0.

El conjunto de todos los dtomos de Fx(z): A = {a € R: Fx(a)—Fx(a—) > 0}, coincide
con el conjunto de todos los puntos de discontinuidad de F'x(z). El peso de cada atomo
coincide con la longitud del salto dado por la funcién de distribucién en dicho atomo. En
consecuencia, existen a lo sumo un atomo de probabilidad > %, a lo sumo dos atomos de
probabilidad > %, etcétera. Por lo tanto, es posible reordenar los atomos en una sucesion
ai,as, ... tal que P(X = ay) > P(X = ag) > ---. En otras palabras, ezisten a lo sumo
numerables dtomos.



La propiedad de o-aditividad de la medida de probabilidad P implica que el peso total
del conjunto A no puede exceder la unidad:

Y P(X=a)<1.
achA
Definicién 1.6 (Variables discretas). Diremos que X es una variable aleatoria discreta si

ZIP’(X =a)=1.

ach

En tal caso, la funcién py : A — R definida por pyx(z) = P(X = z) se denomina la funcidn
de probabilidad de X.

Escalones. Seca X una variable aleatoria discreta. Si a; < ag son dos atomos consecu-
tivos, entonces Fy(x) = Fx(ai) para todo = € (ay,as). En otras palabras, la funcion de
distribucion de una variable aleatoria discreta debe ser constante entre saltos consecutivos.

Si no lo fuera, deberian existir dos nimeros x; < xs contenidos en el intervalo (aq, as)
tales que Fx(z1) < Fx(z3). En tal caso,

P(XEAU($1,$2]) = P(X EA)"—P(Il <X SI‘Q)
= Y P(X =a)+ Fx(x) — Fx(x1)

acA

lo que constituye un absurdo. O

Definicién 1.7 (Variables continuas). Diremos que X es una variable aleatoria continua
si su funcién de distribucién es continua.

Definicién 1.8 (Variables mixtas). Diremos que X es una variable aleatoria mizta si no
es continua ni discreta.

Definicién 1.9 (Variables absolutamente continuas). Diremos que X es absolutamente
continua si existe una funcién (medible) fy : R — R, llamada densidad de X, tal que
cualesquiera sean —oo < a < b < oo vale que

Pla< X <b) = /b fx(x)da. (11)

En particular, para cada x € R, vale que

Fx(z) =P(X < z) = / Fx(t)dt. (12)



Nota Bene. Notar que de (12) se deduce que

/_Z Fr(@)dz = 1.

Aplicando en (12) el teorema Fundamental del Célculo Integral, se obtiene que si X es
absolutamente continua, Fx(x) es una funcién continua para todo x, y su derivada es
fx(z) en todos los z donde fx es continua.

Como la expresion “absolutamente continua” es demasiado larga, se suele hablar sim-
plemente de “distribuciones continuas”. Sin embargo, hay que tener en cuenta que el hecho
de que Fx sea una funcion continua, no implica que la distribucion de X sea absolutamente
continua: hay funciones mondétonas y continuas, que sin embargo no son la primitiva de
ninguna funcién. (Para més detalles consultar el ejemplo sobre distribuciones tipo Cantor
que esta en Feller Vol 11, p.35-36). O

Interpretacion intuitiva de la densidad de probabilidad. Sea X una variable
aleatoria absolutamente continua con funcién densidad fx(x) continua. Para cada ¢ > 0
pequeno y para x € R vale que

z+e/2
P(m—e/2<X§x—|—e/2):/ fx(t)dt = fx(x)e.
x—e€/2
Dicho en palabras, la probabilidad de que el valor de X se encuentre en un intervalo de
longitud € centrado en z es aproximadamente fx(x)e. O
Ejemplos

Ejemplo 1.10. El resultado, X, del lanzamiento de un dado equilibrado (ver Ejemplo 1.1)
es una variable aleatoria discreta. Esto resulta evidente de observar que el gréafico de la
funcién de distribuciéon de X (ver Figura 1) tiene la forma de una escalera con saltos de
altura 1/6 en los puntos 1,2, 3,4, 5, 6. Dicho en otras palabras, toda la masa de la variable
aleatoria X estd concentrada en el conjunto de los dtomos de Fx, A = {1,2,3,4,5,6}. O

Ejemplo 1.11 (Numeros al azar). El resultado de “sortear” un numero al azar sobre
el intervalo (0,1) es una variable aleatoria absolutamente continua. La probabilidad del
evento U < w es igual a la longitud del intervalo (—oo,u| N (0, 1).

Notar que cuando u < 0 el intervalo (—oo,u] N (0,1) se reduce al conjunto vacio que
por definicién tiene longitud 0. Por otra parte, para cualquier u € (0,1) se tiene que
(—o0,u]N(0,1) = (0,u) y en consecuencia P(U < u) = w; mientras que si u > 1, (—oo, u|N
(0,1) = (0,1) de donde sigue que P(U < u) = 1. Por lo tanto, la funcién de distribucién
de U es

Fy(u) =ul{0 <u <1} +1{u>1}.

Derivando, respecto de u, la funcién de distribucién Fy(u) se obtiene una funcién
densidad para U:
fo(u) =1{0 < u < 1}.
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Figura 3: Grafico de la funcion de distribucién del resultado de “sortear” un ntimero al
azar.

|

Nota Bene. Sortear un numero al azar sobre el intervalo (0,1) es un caso particular
de una familia de variables aleatorias denominadas uniformes. Una variable aleatoria X,
definida sobre un espacio de probabilidad (€2, A, P), se denomina uniformemente distribuida
sobre el intervalo (a,b), donde a < b, si X es absolutamente continua y admite una funcién
densidad de la forma

frx(a) = 21w € (a,).

En tal caso escribiremos X ~ U(a,b). Es facil ver que

d—c
P(X € (e.d) = =%
para todo intervalo (¢, d] C (a,b) y que
T —a
Fx(z) = - al{:v € (a,b)} + 1{z > b}.

|

Comentario. En la Seccion 1.4 mostraremos que todas las variables aleatorias se pueden
construir utilizando variables aleatorias uniformemente distribuidas sobre el intervalo (0, 1).

Ejemplo 1.12. El tiempo, T, de funcionamiento hasta la aparicién de la primera falla
para un sistema con funcién intensidad de fallas continua A(¢) (ver Ejemplo 1.2) es una
variable aleatoria absolutamente continua que admite una densidad de la forma

Fr(t) = A(t) exp (- /0 t A(s)ds) 1{t > 0}. (13)
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Nota Bene: algunos casos particulares del Ejemplo 1.12. El comportamiento de
la densidad (13) depende de la forma particular de la funcién intensidad de fallas A(t). En
lo que sigue mostraremos algunos casos particulares.

» Ezponencial de intensidad \. Se obtiene poniendo A(t) = A1{t > 0}, donde A es una
constante positiva, arbitraria pero fija.

Fr(t) = Nexp (=) 1{t > 0} (14)

» Weibull de pardmetros ¢ y . Se obtiene poniendo A(t) = < (%)Cfl 1{t > 0}, donde

[e7

¢> 0y a>0.En este caso, la densidad (13) adopta la forma
=< (1) Y (15)
=—| - exp|— [ — .
4 a \a P !

1.6

1.4+f R 8

1.2} 1

Figura 4: Graficos de las densidades Weibull de parametro de escala v = 1 y parametro de
forma: ¢ = 1,2, 4: en linea sélida ¢ = 1; en linea quebrada ¢ = 2 y en linea punteada ¢ = 4.

Notar que la exponencial de intensidad A es un caso especial de la Weibull puesto que (14)
se obtiene de (15) poniendo c =1y a = \A"1. O

Ejemplo 1.13. La variable aleatoria, S, considerada en el Ejemplo 1.3 es una variable
aleatoria mixta (ver Figura 2) porque no es discreta ni continua. Tiene un tnico atomo en

s =0y su peso es exp (— I A(a:)dz:). O
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1.3. Cuantiles
Definicién 1.14. Sea o € (0,1). Un cuantil-a de X es cualquier nimero x, € R tal que
P(X <z,) <a y  a<P(X <uz,). (16)

Observaciéon 1.15. Notar que las desigualdades que caracterizan a los cuantiles-av se
pueden reescribir de la siguiente manera

Fx(zq) —P(X =2,) <« y  a< Fx(z,). (17)
Por lo tanto, si Fx(x) es continua, x, es un cuantil o si y sélo si
Interpretacién “geométrica” del cuantil-a. Si X es una variable aleatoria absolu-

tamente continua con funcién de densidad fx(z) el cuantil-a de X es la tnica solucién de
la ecuacion

/_z fx(x)dx = a.

Esto significa que el cuantil-a de X es el tinico punto sobre el eje de las abscisas a cuya
izquierda el drea bajo la funcién de densidad fx(z) es igual a a.

Nota Bene. Sea x € R. Las desigualdades (17) significan que x es un cuantil-a si y sélo
sia € [F(x) —P(X =x), F(x)]

Nota Bene. El cuantil-a siempre existe. Sea a € (0,1), la existencia del cuantil « se
deduce analizando el conjunto R = {z € R: a < Fx(x)}.

1. R% es no vacio porque lim Fx(x) = 1.

2. R% es acotado inferiormente porque lim Fy(x) = 0.

T——0Q
3. Sizg € R%, entonces [xg, +00) C RS porque Fx(z) es no decreciente.

4. inf R € RS porque existe una sucesiéon {x, : n € N} C R tal que z,, | inf RS y
Fx(x) es una funcién continua a derecha:

a < lim Fy(z,) = Fy <h’m xn> — Fy (inf R%).

De las propiedades anteriores se deduce que
RS = [inf RS, +00) = [min RS, +00) .

Hay dos casos posibles: (a) Fx(min Rg) = a o (b) Fx(min RS) > a.

12



(a) Si Fx(min R$) = a, entonces P(X <min R§) = a —P(X =min RS) < .
(b) Si Fx(min RS) > «, entonces
P(X <z)<a  Vz<minR§ (19)

porque sino existe un z < min R? tal que o < P(X < z) < Fx(x) y por lo tanto,
xr € R% lo que constituye un absurdo.

De (19) se deduce que P(X <minR%) = lim  Fx(z) < a.

z]min R
En consecuencia, en cualquiera de los dos casos
ro =min{r € R: Fx(z) > a} (20)
es un cuantil-a. O
Nota Bene. Si Fx es discontinua, (18) no tiene siempre solucién; y por eso es mejor

tomar (16) como definicion. Si F'y es estrictamente creciente, los cuantiles son tinicos. Pero
si no, los valores que satisfacen (18) forman un intervalo.

Cuartiles y mediana. Los cuantiles correspondientes a o = 0.25,0.50 y 0.75 son re-
spectivamente el primer, el segundo y tercer cuartiles . El segundo cuartil es la mediana.

Ejemplos

Ejemplo 1.16. En el Ejemplo 1.1 hemos visto que la funcién de distribucion del resultado
del lanzamiento de un dado equilibrado es una escalera con saltos de altura 1/6 en los
puntos 1,2,3,4,5,6:

FX(J;):Zél{i§x<i+1}+1{6§x}.

i=1
Notar que la imagen de F'x es
{a €]0,1]: Fx(z) =« para algin z € R} = {0,1/6,2/6,3/6,4/6,5/6,1}.

Esto significa que la ecuacién (18) solo tiene solucién para o € {1/6,2/6,3/6,4/6,5/6}.
Mas aun, paracadat=1,...,5

Fy(z) =~ <= z€li,i+1).

6
En otras palabras, para cada i = 1,...,5 los cuantiles-i/6 de X son el intervalo [i,7 + 1).
En particular, “la” mediana de X es cualquier punto del intervalo [3,4).
Para cada a € (%,%), 1=1,...,6, el cuantil a de X es z, = 1. O
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Ejemplo 1.17. Sea T el tiempo de funcionamiento hasta la aparicién de la primera falla
para un sistema con funcién intensidad de fallas \(¢) = 2t1{t > 0} (ver Ejemplo 1.2). La
funcién de distribucién de T es

¢
Fr(t) = <1 — exp (—/ QSdS)) 1{t > 0} = (1 —exp (—t*)) 1{t > 0}. (21)
0
. Debido a que Fr(t) es continua los cuantiles-a, @ € (0,1) se obtienen resolviendo la
ecuacion (18):
Frt)=a <= 1—exp (—t2) =a <= 1l—a=-exp (—tg) = log(l —a) = —t*
= t=+/—log(l—a).

Por lo tanto, para cada a € (0,1) el cuantil-a de T" es

to = +/—log(l — a). (22)
En particular, la mediana de T es tg5 = y/—log(1 — 0.5) ~ 0.8325. O

Ejemplo 1.18. Se considera un sistema con funcién intensidad de fallas A(t) = 2t1{¢t > 0}.

El sistema debe prestar servicios durante 1 hora. Si durante ese periodo el sistema falla,

se lo repara y se lo vuelve a utiliza hasta que cumpla con el el plazo estipulado. Sea S el

tiempo de funcionamiento (medido en horas) del sistema después de la primera reparacién.
En el Ejemplo 1.3 hemos visto que la funciéon de distribucion de S es

Fs(s) = exp (— /1—8 2tdt) {0<s<1}+1{s>1}
= exp(—(1—-9)*) {0 < s <1} +1{s > 1},

y que S es una variable aleatoria mixta (ver Figura 2) con un tinico dtomo en s = 0 cuyo
peso es e 1. En consecuencia, s = 0 es un cuantil-a de S para todo a € (0, e7!]. Restringida
al intervalo (0, 1) la funcién Fs(s) es continua y su imagen es el intervalo (e~!,1). Por ende,
para cada a € (e7',1) el cuantil-a de S se obtiene resolviendo la ecuacién Fg(s) = a:

Fs(s)=a <= exp(—(1-3))=a < —(1-1s)”=log(a)
— (1-8)?2=—log(a) —= |1 —s|=+/—log(a)
— 1-—s=+/—logla) <= 1—+/—log(a)=s.
Por lo tanto, para cada o € (¢!, 1) el cuantil-a de S es
So = 1 —/—log(a).

En particular, la mediana de S es sg5 =1 — 1/ —1og(0.5) ~ 0.1674. O
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1.4. Construccién de variables aleatorias
Teorema 1.19 (Simulacién). Sea ' : R — [0, 1] una funcién con las siguientes propiedades

(F1) es no decreciente: si x1 < x5, entonces F(x1) < F(x3);

(F2) es continua a derecha: para todo zg € R vale que lim F(z) = F(xo);

x|xo

(F3) lim F(z)=0y lim F(z)=1.

r——00 r—00

Existe una variable aleatoria X tal que F(x) = P(X < z).

Esquema de la demostracion.
1°) Definir la inversa generalizada de F' mediante

F'u) :=mi{z e R: u< F(z)}, ue (0,1).
2°) Definir X mediante
X = F1(U), donde U ~ U(0,1).

3°) Observar que vale la equivalencia (inmediata) F~*(u) < 2 < u < F(x) y deducir que
PX <z)=P(F YU)<z)=PU < F(x)) = F(z). |

Observacion 1.20. Si la funcién F' del enunciado del Teorema 1.19 es continua, la inversa
generalizada es simplemente la inversa. O

Nota Bene. El esquema de la demostracion del Teorema 1.19 muestra como se construye
una variable aleatoria X con funcion de distribucion Fx(x). La construccion es clave para
simular variables aleatorias en una computadora: algoritmos estdandar generan variables
aleatorias U con distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1), aplicando la inversa gener-
alizada de la funcién de distribucién se obtiene la variable aleatoria Fiy'(U) cuya funcién
de distribucién es Fx(z). O

Método grafico para calcular inversas generalizadas. Seau € (0, 1), por definicién,
F'u) :=min{z € R: u < F(2)}, 0 < u < 1. Gréficamente esto significa que para
calcular F'~(u) hay que determinar el conjunto de todos los puntos del grafico de F(x)
que estan sobre o por encima de la recta horizontal de altura u y proyectarlo sobre el eje
de las abscisas. El resultado de la proyeccién es una semirecta sobre el eje de las abscisas
y el valor de la abscisa que la cierra por izquierda es el valor de F'~1(u). O

Ejemplo 1.21 (Moneda cargada). Se quiere simular el lanzamiento de una moneda “car-
gada” con probabilidad p € (0,1) de salir cara. El problema se resuelve construyendo una
variable aleatoria X a valores {0,1} tal que P(X = 1) =pyP(X =0)=1—p, (X =1
representa el evento “la moneda sale cara” y X = 0 “la moneda sale ceca”). La funcién de
distribucion de X debe ser F'(z) = (1—p)1{0 <z < 1} 4+ 1{z > 1} y su grafico se muestra
en la Figura 5.
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Figura 5: Gréfico de la funcién F(z) = (1 —p)1{0 <z < 1} + 1{z > 1}.

La demostracion del Teorema 1.19 indica que para construir la variable aleatoria X lo
primero que hay que hacer es determinar la expresién de la inversa generalizada de F'(x).
Para ello usaremos el método grafico.

En la Figura 5 se puede ver que para cada 0 < v < 1—p el conjunto {x € R: u < F(x)}
es la semirecta [0,00) y el punto que la cierra por izquierda es = 0. En consecuencia
F~Y(u) = 0 para todo 0 < u < 1 — p. Del mismo modo se puede ver que F~'(u) = 1 para
todo 1 —p < u < 1. Por lo tanto, F'(u) = 1{1 —p <u < 1}.

Definiendo X := 1{1 —p < U < 1}, donde U ~ U(0, 1) se obtiene la variable aleatoria
deseada.

Ejemplo 1.22 (Moneda cargada). Simular diez lanzamientos de una moneda “cargada”
con probabilidad 0.6 de salir cara en cada lanzamiento.

De acuerdo con el resultado obtenido en el Ejemplo 1.21, para simular el lanzamiento
de una moneda cargada con probabilidad 0.6 de salir cara se construye la variable aleatoria
X :=1{0.4 < U < 1}, donde U ~ U(0, 1).

Para simular 10 valores de X se simulan 10 valores de U. Si en 10 simulaciones de U
se obtuviesen los valores 0.578, 0.295, 0.885, 0.726, 0.548, 0.048, 0.474, 0.722, 0.786, 0.598,
los valores de la variable X serian 1,0,1,1,1,0,1,1,1, 1, respectivamente, y en tal caso, los
resultados de los 10 lanzamientos de la moneda serian H, T, H, H, H,T, H, H, H, H. O

Ejemplo 1.23 (Fiabilidad). Se considera un sistema electronico con funcion intensidad
de fallas de la forma \(t) = 2t1{t > 0}. Se quiere estimar la funcion de probabilidad de la
cantidad de fallas ocurridas durante la primer unidad de tiempo de funcionamiento.

Para simplificar el problema vamos a suponer que cada vez que se produce una falla, el
sistema se repara instantaneamente renovandose sus condiciones iniciales de funcionamien-
to. Segtn el Ejemplo 1.2, la funcién de distribucion del tiempo de funcionamiento hasta la
aparicién de la primer falla es

F(t) = (1 —exp (—t%)) 1{t > 0}. (23)

16



Debido a que la funcién de distribucién F(t) es continua, su inversa generalizada es sim-
plemente su inversa y se obtiene despejando ¢ de la ecuacién 1 — exp (—t?) = u. En con-
secuencia, F~'(u) = y/—log(1l —u), u € (0,1). Para construir la variable T usamos un
nimero aleatorio U, uniformemente distribuido sobre el intervalo (0, 1) y definimos

T :=FYU)=+/—log(1-U). (24)

La ventaja de la construccion es que puede implementarse casi de inmediato en una com-
putadora. Por ejemplo, una rutina en Octave para simular 7" es la siguiente

U=rand;
T=sqrt(-log(l-rand))

Sobre la base de esa rutina podemos simular valores de T'. Por ejemplo, en diez simula-
ciones de T" obtuvimos los valores siguientes: 0.3577, 1.7233, 1.1623, 0.3988, 1.4417, 0.3052,
1.1532, 0.3875, 0.8493, 0.9888.

Figura 6: Simulacién de los tiempos de ocurrencia de las fallas de un sistema electrénico
con funcién intensidad de fallas de la forma A(t) = 2t1{t > 0}. Las fallas ocurren los
instantes 0.3577,2.0811, 3.2434, 3.6422, 5.0839, 5.3892, 6.5423, 6.9298, 7.7791, 8.7679.

La rutina puede utilizarse para simular cien mil realizaciones del experimento que con-
siste en observar la cantidad de fallas durante la primer unidad de tiempo de funcionamiento
del sistema electrénico bajo consideracién: N[0,1] :=min{n >1:>"" T, > 1} —1, donde
11,75, ... son realizaciones independientes de los tiempos de funcionamiento del sistema
hasta la ocurrencia de una falla.

Por ejemplo, repitiendo la simulacién 100000 veces obtuvimos la siguiente tabla que
contiene la cantidad de veces que fué simulado cada valor de la variable N0, 1]:

valor Simulado‘ 0 1 2 3 4
frecuencia | 36995 51792 10438 743 32

(25)

obteniéndose las siguientes estimaciones

P(N]0,1] =0) =~ 0.36995, P(N][0,1] =1) =~ 0.51792, P(N]0,1] =2) ~ 0.10438,
P(N]0,1] = 3) = 0.00743, P(N]0,1] =4) ~ 0.00032.
Para finalizar este ejemplo, presentamos una rutina en Octave que simula cien mil veces

la cantidad de fallas en la primer unidad de tiempo y que al final produce los resultados
para construir una tabla similar a la tabla (25).
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for i=1:100000

n=-1;
S=0;
while S<=1;
T=sqrt(-log(1l-rand));
S=S+T;
n=n+1;
end
f(i)=n;
end
M=max (f) ;
for i=1:M+1,;
N(i)=length(find (f==i-1));
end
N

Ejemplo 1.24 (Saltando, saltando, sa, sa, sa, saltando,... @ ). La funcién

[e9]

1
Fa) =Y - t{e > (26)
n=1
donde 71,79, ... es un reordenamiento de los nimeros racionales del intervalo (0,1) con
denominadores crecientes: %, %, %, iv %, %, %, %, %, ..., tiene las siguientes propiedades es cre-
ciente, continua a derecha, lim F(x) = 0y lim F(z) = 1; tiene saltos en todos los
T——00 T—00

nimeros racionales del (0, 1) y es continua en los irracionales del (0, 1).
Pero no! Mejor no hablar de ciertas cosas ... O

Ejercicios adicionales

3. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién Fx(x). Mostrar que para cada
a € (0,1) vale que

sup{z € R: Fx(z) < a} =min{z € R: Fx(z) > a}.

1.5. Funcién de distribucién empirica e histogramas
Distribucién empirica

La funcion de distribucion empirica F,(x) de n puntos sobre la recta z1,...,xz, es la
funcién escalera con saltos de altura 1/n en los puntos 1, . . ., x,,. En otras palabras, nF, ()
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es igual a la cantidad de puntos zy, en (—oo, x| y F,(x) es una funcién de distribucion:

n

Fn(x):%Hi:l,...,n: xigx}|:%21{xi§x}. (27)

i=1

Nota Bene. En la préctica, disponemos de conjuntos de observaciones (“muestras”)
correspondientes a un experimento considerado aleatorio y queremos extraer de ellas con-
clusiones sobre los modelos que podrian cumplir. Dada una muestra x4, ..., x,, la funcion
de distribucién empirica F,(x) coincide con la funcién de distribucién de una variable
aleatoria discreta que concentra toda la masa en los valores x4, ..., z,, dando a cada uno
probabilidad 1/n.

Observacion 1.25. Sea F),(z) la funcién de distribucién empirica correspondiente a una
muestra de n valores x1,...,z,. Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b. Notar que

n

Fu(b) — Fy(a) = %Z 1z € (a,b]} = %|{¢ 1 me (b,

=1

En consecuencia, el cociente incremental de F),(x) sobre el intervalo [a, b] es la frecuencia
relativa de los valores de la muestra 1, ..., x, contenidos en el intervalo (a,b] “normaliza-
da” por la longitud de dicho intervalo:

i=1

Notar que si los n valores, x1,...,x,, corresponden a n observaciones independientes
de los valores de una variable aleatoria X, la interpretaciéon intuitiva de la probabilidad
indica que el cociente incremental (28) deberia estar préximo del cociente incremental de
la funcién de distribucién, Fx(z), de la variable aleatoria X sobre el intervalo [a, b]:

Fo(b) = Fu(a) Pla< X <b)  Fx(b) — Fx(a)
b—a - b—a N b—a '

(29)

Cuando X es una variable aleatoria absolutamente continua con funcién densidad continua
fx(z) la aproximacién (28) adopta la forma

E,(b) — Fy(a I
DBl o 1 [ fetoyte = sx(o) (30)
donde z es algiin punto perteneciente al intervalo (a, b). O
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Histogramas

Un histograma de una muestra xq, ..., x, se obtiene eligiendo una particion en m inter-
valos de extremos ag < -+ < a,, con longitudes L; = a; — a;_;; calculando las frecuencias

relativas
1 n
pj = — E 1{Gj,1 <r < Clj}

n <
=1

y graficando la funcién igual a p,;/L; en el intervalo (a;_1,a;] y a 0 fuera de los intervalos:

fxl,...,xn;ao,...,am(x) = Z L_jl{x € (aj—17aj]}‘ (31)
j=1 "7

O sea, un conjunto de rectangulos con area p;.

Cuando la muestra z,...,x, corresponde a n observaciones independientes de una
variable aleatoria X absolutamente continua la funcién definida en (31) es una version
discreta de la densidad de X en la que las areas miden frecuencias relativas.

Ejemplo 1.26. Sea T una variable aleatoria con distribucién exponencial de intensidad 1
(ver (14)). Esto es, T es una variable aleatoria absolutamente continua con funcién densidad

de probabilidad
frt) =e"1{t > 0}

y funcién de distribucién
Fr(t) = (1—¢")1{t > 0}.

De acuerdo con el esquema de la demostracion del Teorema 1.19 podemos simular muestras
de T utilizando un generador de nimeros aleatorios uniformemente distribuidos sobre el
intervalo (0, 1). Concretamente, si U ~ U(0, 1), entonces

T = —log(1—10)

es una variable con distribucién exponencial de intensidad 1.

Para obtener una muestra de 10 valores tq, ..., t;9 de una variable con distribucién ex-
ponencial de intensidad 1 generamos 10 nimeros aleatorios uq, ..., uo y los transformamos
poniendo t; = —log(1 — w;). Por ejemplo, si los valores uy, ..., uo son, respectivamente,

0.1406, 0.3159, 0.8613, 0.4334, 0.0595, 0.8859, 0.2560, 0.2876, 0.2239, 0.5912,
los valores de la muestra obtenida, ¢1,..., %19, son, respectivamente,

0.1515, 0.3797, 1.9753, 0.5682, 0.0613, 2.1703, 0.2957, 0.3390, 0.2535, 0.8946. (32)

La funcién de distribuciéon empirica de la muestra observada, Fio(t), es una funcién escalera
con saltos de altura 1/10 en los siguientes puntos del eje ¢:

0.0613, 0.1515, 0.2535, 0.2957, 0.3390, 0.3797, 0.5682, 0.8946, 1.9753, 2.1703.
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Para construir un histograma usaremos la particion que se obtiene dividiendo en dos
intervalos de igual longitud el intervalo comprendido entre los valores minimos y maximos
observados: 0.0613,1.1158,2.1703. La longitud L de cada intervalo es 1.0545. La frecuencia
relativa de la muestra sobre el primer intervalo es p; = 8/10 y sobre el segundo py = 2/10
y la correspondiente altura de cada rectangulo es p;/L = 0.75865 y py/L = 0.18966.

T T T T T T T T ) T
Empirica [ THitograma
0.9 Tedrica q 0.9 Densidad |-

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 7: (a) Graficos de la funcién de distribucién empirica Fio(t) correspondiente a la
muestra dada en (32) y de la funcién de distribucién de T'. (b) Histograma correspondiente
a la misma muestra y grafico de la densidad de T'.

Para producir los gréaficos de la Figura 7 usamos las siguientes rutinas en Octave.

Rutina para simular 10 valores de una exponencial de intensidad 1

U=rand(1,10);
T=-log(1-U);

Rutina para graficar la funcién de distribuciéon empirica de la muestra 7'

t=sort(T);
s=empirical_cdf(t,t);
stairs([t(1),t], [0 s])

Rutina para graficar un histograma de la muestra T’

[f,cl=hist(T,2);
p=£/10;
L=c(2)-c(1);
bar(c,p/L,1,’w’)
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Usando rutinas similares para muestras de tamano 100 se obtienen los siguientes grafi-
COs.

T T T T T T
[ 1Hitograma
0.9 Densidad |-

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Empirica |q 0.1
Teorica m

5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 8: (a) Graficos de la funcién de distribucién empirica Figg(t) correspondiente a una
muestra de tamano 100 de una variable 7" con distribucién exponencial de intensidad 1 y
de la funcién de distribucién de T'. (b) Histograma correspondiente a la misma muestra y
grafico de la densidad de T'.

2. Vectores aleatorios

Notacién. Para simplificar la escritura, en todo lo que sigue, usaremos las siguientes
notaciones. Los puntos del espacio n-dimensional (n > 2) R™ se denotan en negrita, x =
(x1,...,2,). La desigualdad y < x significa que y; < x; para todo ¢ = 1,...,n y puede
interpretarse diciendo que y esta al “sudoeste” de x. El conjunto de todos los puntos al
“sudoeste” de x serd denotado mediante Sy := {y € R" : y < x}. Finalmente, cualquiera
sea el subconjunto de indices A = {iy,...,i,} C {1,2,...,n} denotaremos mediante x, €
R™ al punto m-dimensional que se obtiene de x quitandole todas las coordenadas que
tengan indices fuera de A. Por ejemplo, si A = {1, 2}, entonces x, = (21, x2).

Definicién 2.1. Un vector aleatorio sobre un espacio de probabilidad (£2,.4,P) es una
funcién X = (Xy,...,X,) : @ — R" tal que para cada x € R”

{Xebt}={we: X(w) <x}eA
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2.1. Distribucion conjunta

La funcién de distribuciéon (conjunta) Fx : R™ — [0, 1] del vector aleatorio X se define
por

Fx(x) =P(X € S) =P (ﬁ{xi < 1‘}) . (33)

Calculo de probabilidades. La funcién de distribucién conjunta resume toda la infor-
macion relevante sobre el comportamiento de las variables aleatorias X1, ..., X,,. Para fijar
ideas, consideremos el caso multivariado més simple, n = 2. Si a; < by y as < by vale que,
ver la Figura 9,

b2

az

ai bl

Figura 9: Esquema de la demostracién de la identidad (34). El rectdngulo (ay, b1] X (asg, bo]
se puede representar en la forma S, 4,) \ (S(a1,62) U S(br,a2) ) -

P(al < X1 S bl, oy < X2 S bg) = F(bl,bg) — F(al,bg) — F(bl, CLQ) + F(al,ag). (34)

La identidad (34) permite calcular la probabilidad de observar al vector (X, X3) en el
rectangulo (ay,by] X (ag, bs).

La férmula n-dimensional andloga de (34) es complicada y no es relevante para el
desarrollo posterior. (Se obtiene aplicando la férmula de inclusién-exclusién para calcular
la probabilidad de la unién de eventos.)
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Clasificacion

1. Vectores aleatorios discretos. El vector aleatorio X se dice discreto cuando existe
un conjunto numerable A C R™ tal que P(X € A) = 1. En tal caso, las variables
aleatorias Xi, ..., X, son discretas y la funcién px : R™ — [0, 1] definida por

rx(x) = P(X = x) (35)

se llama la funcion de probabilidad conjunta de X. Su relacion con la funcién de
distribucion conjunta es la siguiente

Fx(x) = ) px(y)-

y€Sx

2. Vectores aleatorios continuos. El vector aleatorio X = (X1,...,X,,) se dice contin-
wo cuando existe una funcién fx : R® — R, llamada densidad de probabilidades
conjunta de X, ..., X, tal que

Fx(x) = [ fx(y)dy.
Sx

(Para evitar dificultades relacionadas con el concepto de integracién supondremos
que las densidades son seccionalmente continuas.)

3. Vectores aleatorios miztos. El vector aleatorio X se dice mixto si no es continuo ni
discreto.

Calculo de probabilidades Dependiendo del caso, la funcién de probabilidad conjunta
px(x), o la densidad conjunta fx(x), resume toda la informacién relevante sobre el com-
portamiento del vector X. Mas precisamente, para todo conjunto A C R"™ “suficientemente
regular”, vale que

> xeaPx(x) en el caso discreto,
P(X € A) =
J4 fx(x)dx  en el caso continuo.

Ejemplo 2.2. Sea (X,Y’) un vector aleatorio continuo con densidad conjunta fxy(z,y).
Sia<byc<d, entonces

b pd
Pla< X <bc<Y <d)= / / fxy(z,y)dedy. (36)

Ejemplo 2.3 (Distribucién uniforme). Sea A C R? una regién del plano acotada de drea
|A]. Si la densidad conjunta de un vector aleatorio continuo (X,Y") es de la forma

1
fxy(z,y) = Wl{(x,y) € A}, (37)
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diremos que (X,Y) esta uniformemente distribuido sobre A y escribiremos (X,Y) ~ U(A).
Sea B C A una sub-regién de A de édrea |B|. La probabilidad de que (X,Y’) € B se calcula
del siguiente modo

P((X, ﬂ Fy (@, y)dady = ﬂ | A|dxdy “ (38)

En otras palabras, la probabilidad de que (X,Y) € B es la proporcion del drea de la region
A contenida en la sub-regién B. O

Ejemplo 2.4. Sea (X,Y) un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre el cuadrado
[0,1] x [0,1]. {Cuanto vale P(XY > 1/2)?
Debido a que el cuadrado [0, 1] x [0, 1] tiene drea 1 la probabilidad requerida es el area
de la regién B = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : zy > 1/2}. Ahora bien,
(x,y) €B «—= y>1/2z (39)
y como y < 1, la desigualdad del lado derecho de (39) sélo es posible si 1/2 < z. Vale decir,

B={(z,y): 1/2<2x<1,1/2z <y <1}

1 1 1 1
|B\:f 1d$dy:[ </1 1dy> dx:[ (1—g>dx
B 3 \Vz 3

1 1 1 1

En consecuencia,

P(XY > 1/2)

2 2
L]
2.2. Distribuciones marginales
Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio n-dimensional y sea Fx(x) su funcién de dis-

tribucion conjunta. La coordenadas de X son variables aleatorias. Cada variable individual
X, tiene su correspondiente funcion de distribucién

Fy.(1;) = P(X; < ;). (40)

Para enfatizar la relacién entre X; y el vector X = (X1,...,X,,) se dice que F,(z;) es la
funcion de distribucion marginal de X; o la i-ésima marginal de X.

Nota Bene. Observar que, para cada ¢ = 1,...,n, la funciéon de distribucién marginal
de X;, Fx,(z;), se obtiene de la funcién de distribucién conjunta Fx(z1,...,x,) fijando el
valor de z; y haciendo x; — oo para toda j # 1. O
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Marginales discretas

Caso bidimensional. Sea (X,Y’) un vector aleatorio discreto definido sobre un espacio
de probabilidad (£2,.A,P) con funcién de probabilidad conjunta pxy(x,y). Los nimeros
pxy(z,y), x € X(Q) = {X(w) : we Q},y € Y(Q = {Y(w) : w e Q} se pueden

representar en la forma de una matriz con las siguientes propiedades

pxy(z,y) >0, y Z Z pxy(z,y) = 1. (41)

TEX(Q) yeY (Q)

Fijando =z € X(Q) y sumando las probabilidades que aparecen en la fila z de la matriz
px.y(z,y) se obtiene

Y opxy(wy) = > P(X==2Y=y)=PX =2 =px(z). (42)

yeY (Q) yeY (Q)

Fijando y € Y(Q2) y sumando las probabilidades que aparecen en la columna y de la matriz
px.y(z,y) se obtiene

Y opxy(my) = ) PX =zY =y) =P(Y =y) =py(y). (43)
2EX(Q) 2EX(Q)

En otras palabras, sumando las probabilidades por filas obtenemos la funcién de proba-
bilidad marginal de la variable aleatoria X y sumando las probabilidades por columnas
obtenemos la funciéon de probabilidad marginal de la variable aleatoria Y. El adjetivo
“marginal” que reciben las funciones de probabilidad px(z) y py (y) refiere a la apariencia
externa que adoptan (42) y (43) en una tabla de doble entrada.

Ejemplo 2.5. Supongamos que X e Y tengan distribucién conjunta dada por la siguiente
tabla:

X\Y|1 2 3

\
1 0 1/5 0
2
3

1/5 1/5 1/5
0 1/5 0

Para determinar las distribuciones marginales de X e Y hay que sumar los valores de
cada fila y los valores de cada columna, respectivamente:

px(1) =1/5, px(2) = 3/5, px(3) = 1/5,
py(l) = 1/5, py(2) = 3/5, py(?)) 1/5
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Ejemplo 2.6. En una urna hay 6 bolas rojas, 5 azules y 4 verdes. Se extraen dos. Sean X
la cantidad de bolas rojas extraidas e Y la cantidad de azules.
Existen (15) = 105 resultados posibles. La cantidad de resultados con x rojas, y azules

06

y 2 — (z +y) verdes es
X\vY | 0 1 2 Px

Usando esa férmula obtenemos

0 | 6/105 20/105 10/105 || 36/105
1 |24/105 30/105 0 | 54/105

2 15/105 0 0 15/105

py | 45/105 50/105 10/105

Cuadro 1: Distribucién conjunta de (X,Y’). En el margen derecho de la tabla se encuentra
la distribucién marginal de X y en el margen inferior, la marginal de Y. O

Caso general. Paracadai =1,...,n,lafuncién de probabilidad marginal de X;, px, (z;),
se puede obtener fijando la variable z; y sumando la funcién de probabilidad conjunta px (x)
respecto de las demas variables

px, () = Z px(x).
X{i}c
Marginales continuas

Sea (X,Y') un vector aleatorio continuo con funcién densidad conjunta fxy(x,y).
Las funciones de distribucién marginales de las variables individuales X e Y se obtienen
de la distribuciéon conjunta haciendo lo siguiente

Fx(r) = P(X <) = Jim Feoloy)= [ ( A fX,Y<s,y>dy) ds,  (44)

—00
Y —00 o0

Tr—00

Fely) = B0 <o) = tin Fren) = [ ([ perlenac)an o

Aplicando en (44) y en (45) el Teorema Fundamental del Célculo Integral se obtiene que
las funciones de distribucién marginales Fx(z) y Fy(y) son derivables (salvo quizds en un
conjunto despreciable de puntos) y vale que
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fr@) = Fx@) = [ sy (16)
frly) = diymy): /m f(e.y) d. (47)

En consecuencia, las variables aleatorias X e Y son individualmente (absolutamente) con-
tinuas con densidades “marginales” fx(x)y fy(y), respectivamente.

Ejemplo 2.7 (Distribucién uniforme). Sea A C R? una regién del plano acotada, que
para simplificar supondremos convexa, y sea (X,Y) un vector aleatorio uniformemente
distribuido sobre A. La densidad marginal de X en la abscisa = es igual al cociente entre
el ancho de A en x y el area de A. O

Ejemplo 2.8 (Dardos). Consideramos un juego de dardos de blanco circular A de radio
1 centrado en el origen del plano: A = {(x,y) € R?* : 2% + y* < 1}. Un tirador lanza
un dardo al azar sobre A y se clava en un punto de coordenadas (X,Y’). El punto (X,Y)
esta uniformemente distribuido sobre A. Debido a que el drea de A es igual a 7, la densidad
conjunta de X e Y es

1
Ixy(z,y) = ;1{5‘32 +y® <1}

2v/1 — x2

Figura 10: Para cada x € [—1, 1] se observa que el ancho del circulo en = es 24/1 — z2.

Si se observa la Figura 10 es claro que la densidad marginal de X es

frte) = 2T gr e [-1,1),

y por razones de simetria la densidad marginal de Y debe ser

2¢/1 — 12
T

frly) = Wy e [-1,1]}.
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Caso general. Para cada i = 1,...,n, la densidad marginal de X;, fx,(x;), se puede
obtener fijando la variable z; e integrando la densidad conjunta fx(x) respecto de las
demaés variables

fx;(zi) = Jx (x)dxiye.

Rn—1

Nota Bene: Conjuntas y marginales. A veces, es necesario conocer la distribucién
de una subcoleccion de variables aleatorias. En el caso bidimensional este problema no se
manifiesta porque se reduce al calculo de las marginales. Para cada subconjunto de indices
A C {1,2,...,n} la funcién de distribucién conjunta de las variables X; : i € A, Fj(xy),
se obtiene fijando los valores de las coordenadas z; : ¢ € A y haciendo z; — oo para toda
j ¢ A

En el caso discreto, la funcién de probabilidad conjunta de las variables X; : ¢ € A,
pa(xp), se obtiene fijando la variables x; : i € A y sumando la funcién de probabilidad
conjunta p(x) respecto de las deméds variables

palxa) = 3 px(x).

XAc

En el caso continuo, la densidad conjunta de las variables Xy, fa(xys), se obtiene fijando
los valores de las variables z; : ¢ € A e integrando la densidad conjunta f(x) respecto de
las demas variables

fA(XA> = /nm fx(X)dXAc.

donde m es la cantidad de indices contenidos en el conjunto A.

2.3. Independencia

Las variables X7,...,X,, son independientes si para cualquier coleccién de conjuntos
(medibles) Ay,..., A, C R, los eventos {X; € A1},...,{X, € A,} son independientes.

Tomando conjuntos de la forma A; = (—oo,x;] se deduce que la independencia de
Xi,..., X, implica

Fx(x)=P (ﬂ{Xi < :vi}) = HIP’(Xi <) = HFXi(xi). (48)

Dicho en palabras, la independencia de las variables implica que su funcion de distribu-
cion conjunta se factoriza como el producto de todas las marginales.

Reciprocamente, se puede demostrar que si para cada x = (x1,...,x,) € R" se verifica
la ecuacién (48), las variables aleatorias X7, ..., X, son independientes. (La demostracién
es técnica y no viene al caso). Esta equivalencia reduce al minimo las condiciones que per-
miten caracterizar la independencia de variables aleatorias y motivan la siguiente definicion
mas simple.
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Definiciéon 2.9 (Independencia de una cantidad finita de variables aleatorias). Diremos
que las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes si la ecuacién (48) se verifica en
todo x = (z1,...,2,) € R™.

Definicién 2.10 (Independencia). Dada una familia de variables aleatorias (X; : i € I)
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (€2, .4, P), diremos que sus variables son
(conjuntamente) independientes si para cualquier subconjunto finito de indices J C I las
variables X;,7 € J son independientes.

Nota Bene. La independencia de las variables aleatorias X1, ..., X, es equivalente a la
factorizacion de la distribucién conjunta como producto de sus distribuciones marginales.
Maés atin, esta propiedad se manifiesta a nivel de la funcién de probabilidad, px(x) o de la
densidad conjunta, fx(x), del vector aleatorio X = (X7,...,X,,), segin sea el caso. Para
ser mas precisos, Xi, ..., X, son independientes si y solo si

px(x) = pri (x;) en el caso discreto,
i=1

fx(x) = H Ix, () en el caso continuo.
i=1

Caso bidimensional discreto

Sea (X,Y’) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta px y (z,y)
y marginales px(x) y py(y). Las variables X,Y son independientes si para cada pareja de
valores z € X (), y € Y(Q) vale que

pxy(z,y) = px(z) py (y) (49)

En otras palabras, la matriz pxy(z,y) es la tabla de multiplicar de las marginales px ()
y py (y)-

Criterio para detectar dependencia. Cuando en la tabla de la distribucién conjunta
de dos variables hay un 0 ubicado en la interseccién de una fila y una columna de sumas
positivas, las variables no pueden ser independientes. (Las variables de los Ejemplos 2.5 y
2.6 no son independientes.) O

Caso bidimensional continuo

Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta fxy(x,y) y marginales fx(x)
y fy(y). Las variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si

fxy(x,y) = fx () fr(y). (50)

En otras palabras, X e Y son independientes si y solo si su densidad conjunta se factoriza
como el producto de las marginales.
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Ejemplo 2.11 (Variables independientes). Sean X e Y variables aleatorias continuas,
definidas sobre un mismo espacio de probabilidad, con densidades fi(x) y f2(y). Entonces,
podemos definir una densidad de probabilidades f : R? — R* mediante

f(xvy) = fl(x)fQ(y>7

y considerar que f(x,y) es la densidad conjunta de las variables X e Y. En tal caso, X e
Y resultan independientes y las funciones f; y f, representan las densidades marginales de
X e Y, respectivamente. O

Criterios para detectar (in)dependencia.

1. Laindependencia de X e Y equivale a la existencia de dos funciones f;(z) y fa(y) tales
que fxy(z,y) = fi(z)f2(y). Por lo tanto, para verificar independencia basta comprobar
que la densidad conjunta se puede factorizar como alguna funcién de x por alguna funciéon
de y, siendo innecesario verificar que se trata de las densidades marginales. ( Ejercicio)

2. La factorizacion (50) implica que, si X e Y son independientes, el recinto del plano
Sop (fxy) = {(z,y) € R*: fxy(z,y) > 0}, lamado el soporte de la densidad conjunta
fx v, debe coincidir con el producto cartesiano de los soportes de sus densidades marginales:
Sop(fx) x Sop(fy) = {zx € R: fx(z) >0} x{y € R: fy(y) > 0}. Por ejemplo, si el
soporte de la densidad conjunta es conero y no es un rectangulo las variables X e Y no
pueden ser independientes. (Ver el Ejemplo 2.8.)

3. Variables truncadas

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (£2,.4,P). Sea
B C R un conjunto tal que X 1(B) ={w € Q: X(w) € B} € Ay tal que P(X € B) > 0.

Truncar la variable aleatoria X al conjunto B significa condicionarla a tomar valores
en el conjunto B.

Mediante X|B designaremos la variable aleatoria obtenida por truncar X al conjunto
B. Por definicién, la funcién de distribuciéon de X|B es

P(X <z, X € B)

(51)

Caso absolutamente continuo. Si la variable aleatoria X es absolutamente continua
con densidad de probabilidades fx(z), la funcién de distribucién de X|B adopta la forma

f{xgz}m{XeB} fx(@)de 7 fx(z)1{z € B}dx
Frp(x) = P(X € B) - P(X € B) ‘ (52)

Por lo tanto X|B es una variable aleatoria absolutamente continua con densidad de prob-

abilidades

friale) = i1 (o € B, 53
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Nota Bene. La densidad condicional fx|g(z) es cero fuera del conjunto condicionante
B. Dentro del conjunto condicionante la densidad condicional tiene exactamente la misma
forma que la densidad incondicional, salvo que esta escalada por el factor de normalizacion
1/P(X € A) que asegura que fyja(x) integra 1. O

Caso discreto. FEl caso discreto se trata en forma andloga a la anterior. La funcién de
probabilidad de X|B adopta la forma

P(X =2)

e p e Bt (54)

px|B(x) =
Ejemplo 3.1 (Dado equilibrado). Sea X el resultado del tiro de un dado equilibrado y

sea A el evento “el resultado del tiro es un niumero par”. Aplicando la féormula anterior
obtenemos

pria(o) = g {e = 24,6 = g1 = 24,0} (55)
1

3.1. Dividir y conquistar

Teorema 3.2 (Férmula de probabilidad total). Sea X una variable aleatoria absoluta-
mente continua con densidad de probabilidades fx(z) y sea Aj,..., A, una particién en
eventos disjuntos dos a dos del espacio muestral €2 tal que P(A;) > 0 para cada i. Entonces,

ZIP i) fxia (@ (56)

Demostraciéon. La prueba se basa en la formula de probabilidad total.
P(X < 2) ZIP’ P(X < z|A;).

Esta férmula se puede reescribir en la forma

/ m Fxtydt =3 P(4) / " (bt

La férmula (56) se obtiene derivando ambos lados de la dltima igualdad. O

Ejemplo 3.3 (Dividir y conquistar). Todas las mananas Lucas llega a la estacién del
subte entre las 7:10 y las 7:30 (con distribucién uniforme en el intervalo). El subte llega a la
estacion cada quince minutos comenzando a las 6:00. Cudl es la densidad de probabilidades
del tiempo que tiene que esperar Lucas hasta subirse al subte?
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Sea X el tiempo de llegada de Lucas a la estacién del subte, X ~ U[7:10, 7:30]. Sea Y’
el tiempo de espera. Consideramos los eventos A = {7:10 < X < 7:15} = "Lucas sube en
el subte de las 7:15"; B = {7:15 < X < 7:30} = "Lucas sube en el subte de las 7:30”.

Condicionado al evento A, el tiempo de llegada de Lucas a la estacién del subte es
uniforme entre las 7:10 y las 7:15. En en ese caso, el tiempo de espera Y también es
uniforme entre 0 y 5 minutos. Andlogamente, condicionado al evento B, Y es uniforme
entre 0 y 15 minutos. La densidad de probabilidades de Y se obtiene usando la formula de
probabilidad total

po) = (g)30sy<sr+ (2) pro<v<s)

1 1
— —1{0<y<5'+ —1{5<y <15}
10{ <y< }+20 {6 <y <15}

3.2. Memoria

Ejemplo 3.4 (La exponencial no tiene memoria). Lucas camina hacia la parada del colec-
tivo donde el tiempo, T, entre llegadas de colectivos tiene distribucién exponencial de
intensidad A. Supongamos que Lucas llega ¢ minutos después de la llegada de un colectivo.
Sea X el tiempo que Lucas tendra que esperar hasta que llegue el préximo colectivo. Cuél
es la distribucién del tiempo de espera X7

Designamos mediante A = {T" > t} el evento “Lucas llegd t minutos después de la
llegada de un colectivo”. Tenemos que
P(T >t+2,T>t)

P(T > t)

O P(T>t4a) e e

P(T > t) e~

P(X >z|A) = P(T>t+z|T >t)=

|

Nota Bene. En general, si modelamos el tiempo para completar cierta operacion por
una variable aleatoria 1" con distribucién exponencial, la propiedad de pérdida de memo-
ria implica que mientras la operacion no haya sido completada, el tiempo restante para
completarla tiene la misma funcién de distribucién, no importa cuando haya empezado la
operacion. O

Ejemplo 3.5 (Exponencial truncada a la derecha). Sea T' una variable aleatoria con dis-
tribucién exponencial de intensidad A > 0 y sea ty > 0. Segun la férmula (53) la variable
aleatoria T' truncada a la semirecta (t,+00), T|{T > ty}, tiene la siguiente densidad de
probabilidades

e M At
Frico(®) = 251t > 0} = WL~ 0> 0} = frlt — 1)
En otros términos, si 7' ~ Exp(A), entonces T'|{T > to} ~ to-+Exp(\). O
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