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1. Ensayos Bernoulli

Se trata de ensayos repetidos en forma independiente en los que hay sélo dos resultados
posibles, usualmente denominados “Czito” y “fracaso”, cuyas probabilidades, p y 1 — p, se
mantienen constantes a lo largo de todos los ensayos.

El espacio muestral de cada ensayo individual estd formado por dos puntos S y F. El
espacio muestral de n ensayos Bernoulli contiene 2" puntos o secuencias de n simbolos Sy
F, cada punto representa un resultado posible del experimento compuesto. Como los ensayos
son independientes las probabilidades se multiplican. En otras palabras, la probabilidad de
cada sucesion particular es el producto que se obtiene reemplazando los simbolos S y F por p
y 1 — p, respectivamente. Ast,

P(SSFSE...FFS) =pp(1 —p)p(1—p)--- (1 —p)(1—pp.

Ejemplo 1.1. Si repetimos en forma independiente un experimento aleatorio y estamos in-
teresados en la ocurrencia del evento A al que consideramos “éxito”, tenemos ensayos Bernoulli
con p =P(A). O

Modelando ensayos Bernoulli. Los ensayos Bernoulli (con probabilidad de éxito p) se
describen mediante una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (X; : ¢« € N) cada una con distribucién Bernoulli(p),

P(X; =z;) =p"(1—p)'™™, ;i €{0,1}. (1)
Esto es, P(X; = 1) = py P(X; = 0) = 1 — p. En este contexto, X; = 1 significa que “el

resultado del i-ésimo ensayo es éxito”.

Preguntas elementales. Se pueden formular varios tipos de preguntas relacionadas con
los ensayos Bernoulli. Las mas sencillas son las siguientes:

(a) ;Cual es la cantidad total de éxitos en los primeros n ensayos?

(b) (En n ensayos, cudl es el nimero de éxitos més probable?
) {Cuédnto “tiempo” hay que esperar para observar el primer éxito?
) (Cudnto “tiempo” hay que esperar para observar el k-ésimo éxito?

En lo que sigue expresaremos las preguntas (a)-(d) en términos de las variables aleatorias
X, 1 > 1, que describen los ensayos Bernoulli.

La cantidad de éxitos en los primeros n ensayos se describe mediante la suma de las
primeras variables Xi,..., X,

S, = ZX (2)



La pregunta (a) interroga por la distribucién de probabilidades de la variable aleatoria
Sy, definida en (2). Esto es, para cada k = 0,...,n, se trata de determinar cuénto valen
las probabilidades P(S,, = k). En cambio, la pregunta (b) interroga por el valor de k que
maximiza a la funcién de k, P(S,, = k).

El tiempo de espera hasta el primer éxito se describe mediante la variable aleatoria

Ty :=min{i e N: X; =1}, (3)

y en general, el tiempo de espera hasta el k-ésimo éxito, k > 1 se describe, recursivamente,
mediante

Ty = ml’n{z >Tr 1: X; = 1} (4)

La pregunta (c) interroga por la distribucién de probabilidades de la variable T} definida en
(3): cuénto valen las probabilidades P(T7 = n), n € N7 Finalmente, la pregunta (d) interroga
por la distribucién de probabilidades de las variables T}, k > 2, definidas en (4): cudnto valen
las probabilidades P(T, = n), n > k?

1.1. La distribucién binomial: cantidad de éxitos en n ensayos

La cantidad de éxitos puede ser 0,1,...,n. El primer problema es determinar las corre-
spondientes probabilidades. El evento en n ensayos resultaron k éxitos y n — k fracasos

{(Xl,...,Xn) = (z1,...,2,) : le :k:}
i=1

puede ocurrir de tantas formas distintas como k simbolos 1 se puedan ubicar en n lugares.
En otras palabras, el evento considerado contiene (z) puntos, cada uno de probabilidad

n

’ (ﬂ{Xi = :m'}> = [[rma=p'7 =p=mi( —p)r =
=1

=1
= pFL—p) "
Por lo tanto,
P(S, = k) = (Z)pk(l —p" Tk 0<k<n (5)

En particular, la probabilidad de que no ocurra ningin éxito en n ensayos es (1 — p)" y la
probabilidad de que ocurra al menos un éxito es 1 — (1 — p)™.

La distribucién de S,, determinada en (5), se denomina la distribucion binomial de
pardametros n y p y se denota Binomial(n, p).

Nota Bene. Por definicién, la distribucién binomial de parametros n y p es la distribucion
de una suma de n wvariables aleatorias independientes cada con distribucion Bernoulli de
pardmetro p.



Ejemplo 1.2. Se tira un dado equilibrado 11 veces y en cada tiro se apuesta al 6, ;cudl es
la probabilidad de ganar exactamente 2 veces? Como el dado es equilibrado, la probabilidad
de éxito es 1/6 y la cantidad de éxitos en 11 tiros tiene distribucién Binomial (11,1/6). Por
lo tanto, la probabilidad requerida es

() (5) (2 = 0amo...

Ejemplo 1.3. Cada articulo producido por una maquina serd defectuoso con probabilidad
0.1, independientemente de los deméas. En una muestra de 3, ;jcual es la probabilidad de
encontrar a lo sumo un defectuoso?

Si X es la cantidad de articulos defectuosos en la muestra, entonces X ~ Binomial(3, 0.1).
En consecuencia,

O]

PX<1)=P(X=0)+P(X=1)= <3> (0.1)°(0.9)% + <i’> (0.1)'(0.9)2 = 0.972.

0

Ejemplo 1.4. Un avién se mantendrd en vuelo mientras funcionen al menos el 50 % de sus
motores. Si cada motor del avién en vuelo puede fallar con probabilidad 1 — p independien-
temente de los demds, ;para cudles valores de p € (0, 1) es més seguro un avién de 4 motores
que uno de 27

Como cada motor puede fallar o funcionar independientemente de los demads, la cantidad
de motores que siguen funcionando es una variable aleatoria con distribuciéon binomial. La
probabilidad de que un aviéon de 4 motores realice un vuelo exitoso es

()= (g)ru=ns ()= wo o

mientras que la correspondiente probabilidad para un aviéon de 2 motores es

@p(l _p)+ (;)ﬁ —%(1-p) + 7

En consecuencia, el avién de 4 motores es mas seguro que el de 2 si

6p*(1 —p)? +4p*(1 — p) +p* > 2p(1 — p) + p*

lo que es equivalente a las siguientes expresiones simplificadas
3p° —8p* +Tp—2>0 < 3(p—2/3)(p—1)? >0 < p>2/3.

Por lo tanto, el avién de 4 motores es mas seguro cuando la probabilidad de que cada motor
se mantenga en funcionamiento es mayor que 2/3, mientras que el avién de 2 motores es mas
seguro cuando esa probabilidad es menor que 2/3. O

Ejemplo 1.5. Si la probabilidad de éxito es p = 0.01, cudntos ensayos se deben realizar para

asegurar que la probabilidad de que ocurra por lo menos un éxito sea al menos 1/27
Buscamos el menor entero n tal que 1 — (0.99)" > %, o equivalentemente & > (0.99)".

Tomando logaritmos —log2 > nlog(0.99) y despejando n resulta n > —log(2)/1og(0.99) ~

68.96. Por lo tanto, n = 69. ]



1.2. Término central

De la férmula (5) se puede ver que

P(S, =k  (MPFA-p"* (k- Dlin—k+ Dl
P, =F=1) ~ (L)p G —p 1~ B=RIi-p)
B (n—k—i—l)p_ (n+1)p—k
R R Ty (6)

De (6) se deduce que P(S,, = k) crece cuando k < (n+ 1)p y decrece cuando k > (n+ 1)p. Si
(n + 1)p es un nimero entero, entonces P(S, = (n+ 1)p) = P(S, = (n + 1)p — 1). En otras
palabras, la cantidad més probable de éxitos en n ensayos es m := [(n+ 1)p]. Salvo en el caso
en que m = (n + 1)p, donde también lo es m — 1.

Cuando p = % el resultado anterior se puede observar directamente en el tridngulo de
Pascal: en el centro de las filas pares esta el maximo. En la regién central de las filas impares

hay dos méaximos.

Ejemplo 1.6. Se tira un dado equilibrado n veces y en cada tiro se apuesta al 6. ; Cudl es la
cantidad mas probable de éxitos cuando n = 127 y cuando n = 117

La cantidad de éxitos tiene distribucién Binomial (n,p), donde p = 1/6. Cuando n = 12,
(n+ 1)p = 13/6 = 2.16... y entonces la cantidad més probable de éxitos es m = 2. Cuando
n =11, (n + 1)p = 2 y entonces la cantidad més probable de éxitoses m =1om =2. [

1.3. La distribucién geométrica: tiempo de espera hasta el primer éxito

El tiempo que hay que esperar para observar el primer éxito en una sucesion de ensayos
Bernoulli puede ser n = 1,2,.... El evento T} = 1 significa que se obtuvo éxito en el primer
ensayo y tiene probabilidad p. Para cada n > 2, el evento 17 = n significa que en los primeros
n — 1 ensayos se obtuvieron fracasos y que en el n-ésimo se obtuvo éxito, lo que tiene proba-
bilidad (1 — p)"~!p. Por lo tanto, la distribucién de T} es

P(Ty =n) = (1—p)" !p, n € N. (7)

El evento 71 > n significa que los primeros n ensayos de la sucesiéon resultaron fracaso. Por
lo tanto,

P(Ty >n)=(1-p)", n > 1. (8)

La distribucion de T} se denomina distribucion geométrica de pardmetro p y se designa me-
diante Geométrica(p).

Ejemplo 1.7. Se arroja repetidamente un dado equilibrado. ;Cuédl es la probabilidad de
que el primer 6 aparezca antes del quinto tiro?. La probabilidad de obtener 6 es 1/6 y la
cantidad de tiros hasta obtener el primer as tiene distribucién Geométrica(1/6). Por lo tanto,
la probabilidad requerida es

1—(5/6)*

1/6+(5/6)(1/6) + (5/6)*(1/6) + (5/6)°(1/6) = (1/6) < T (5/6)

) =1-(5/6)* =0.5177...

O]



Ejemplo 1.8 (Ocurrencias casi seguras). Si al realizarse un experimento aleatorio un evento
A tiene probabilidad positiva de ocurrir, entonces en una sucesion de experimentos indepen-
dientes el evento A ocurrira casi sequramente.

En efecto, el tiempo de espera hasta que ocurra el evento A es una variable aleatoria T4
con distribucién geométrica de pardmetro p = P(A). Si se observa que

{TAa>1}2{T4>2} D2{T4>3}D---

y que

{Ta =00} = ({Ta > n}

n>1
y se usa la propiedad de continuidad de P, se obtiene que

P(Ty =o0) =P | ({Ta >n} = lim P(Ty >n) = lim (1 —p)" =0.

n—oo
n>1
Por lo tanto, P(T4 < o0) = 1. O

Pérdida de memoria

La variable aleatoria, T', con distribuciéon geométrica de parametro p tiene la propiedad
de pérdida de memoria,

P(T >n+m|T >n)=P(T >m) n,m e N 9)
La identidad (9) se obtiene de (8) y de la férmula de probabilidad condicional:
P(T >n+m,T > n)

P(T'>n+m|T >n) =

P(T > n)
_ P(T>n+m) (1—ptm
- P(T>n)  (1-p)r

= (1-p)™ =P(T >m).

De hecho, la propiedad de pérdida de memoria definida en (9) caracteriza a la distribucién
geométrica.

Teorema 1.9. Si T es una variable aleatoria a valores en N con la propiedad de pérdida de

memoria, entonces T' ~ Geométrica(p), donde p = P(T' = 1).

Demostracién. Sea G(n) :=P(T > n). Si T pierde memoria, tenemos que
G(n+m)=G(n)G(m) (10)

De (10) sigue que G(2) = G(1)G(1) = G(1)%, G(3) = G(2)G(1) = G(1)® y en general
G(n) = G(1)" cualquiera sea n € N. En otros términos, la distribucién de T es tal que

P(T >n)=G1)".
Por lo tanto,

P(T=n)=P(T>n—-1)-P(T>n)=G1)" ' -G1)"=G1)"(1-aG(1)).



1.4. La distribucién Pascal: tiempo de espera hasta el k-ésimo éxito

Si se quieren observar k-éxitos en una sucesiéon de ensayos Bernoulli lo minimo que se
debe esperar es k ensayos. ;Cuando ocurre el evento T, = n, n > k7 El n-ésimo ensayo debe
ser éxito y en los n — 1 ensayos anteriores deben ocurrir exactamente k — 1 éxitos. Hay (Zj)
formas distintas de ubicar k — 1 simbolos 1 en n — 1 lugares. Por lo tanto,

Mﬂ:m:<

n—1

k_lyﬁu—pw* 0>k (11)

La distribucién de T} se denomina distribucion Pascal de parametros k y p y se designa
mediante Pascal(k, p).

La distribucion Pascal de pardmetros k y p es la distribucion de una suma de k variables
aleatorias independientes cada una con ley Geométrica(p). Lo cual es intuitivamente claro si
se piensa en el modo que arribamos a su definicion.

En efecto, definiendo T := 0 vale que

k
Ty => (Ti—Ti1).
i=1
Basta ver que para cada ¢ = 1, ...,k las diferencias T; — T;_1 son independientes y todas se

distribuyen como 77 ~ Geométrica(p). De acuerdo con la regla del producto

P (ﬂle{Ti —Ti1 = mz‘}> = P(Th =m)

n—1
< [T P (T - Tir = mil 02 4T3 = Ty1 = my}) - (12)
i=2
Si se sabe que 171 = myq,..., 1,1 — T;_o = m;_1, entonces el evento T; — T;_1 = m; depende
las variables aleatorias XZ;'_;II 1 ’XZ}=1mj y equivale a decir que las primeras m; — 1
de esas variables valen 0 y la tdltima vale 1. En consecuencia,
P(Ty = Tt = mil MZ5 Ty = Ty = my}) = (1= p)™p. (13)
De (12) y (13) se deduce que
k
P (AT~ T = mi}) = [Ja - p)™ ', (14)
i=1
De la factorizacién (14) se deduce que 11,7y — T, ..., T — Tx—1 son independientes y que
cada una tiene distribucién geométrica de parametro p. ]

Ejemplo 1.10. Lucas y Monk disputan la final de un campeonato de ajedrez. El primero
que gane 6 partidas (no hay tablas) resulta ganador. La probabilidad de que Lucas gane
cada partida es 3/4. ;Cuél es la probabilidad de que Lucas gane el campeonato en la novena
partida? La cantidad de partidas que deben jugarse hasta que Lucas gane el campeonato tiene
distribucién Pascal(6,3/4). Por lo tanto, la probabilidad requerida es

B)E) () o



Ejemplo 1.11. En una calle hay tres parquimetros desocupados. Se estima que en los proxi-
mos 10 minutos pasardn 6 coches por esa calle y, en media, el 80 % tendrd que estacionarse
en alguno de ellos. Calcular la probabilidad de que los tres parquimetros sean ocupados en
los préximos 10 minutos.

La probabilidad requerida es la probabilidad de que la cantidad, N, de ensayos hasta el
tercer éxito sea menor o igual que 6. Como N tiene distribucién Pascal(3, 0.8) resulta que

6

MNS@:ZZWW:MZE:@;ﬁm@%$%3

o . @ (0.2)! + (3) (0.2)% + @ (0.2)3]

= mﬁﬁ[@>@2W+
+6(0.2)* + 10(0.2)°]

= (0.8)% [1+3(0.2)
= 0.983...

Notar que una forma alternativa de obtener el mismo resultado es sumar las probabilidades
de observar 3,4, 5,6 éxitos en 6 ensayos Bernoulli. ]

Relacién entre las distribuciones Binomial y Pascal. Sean S,, ~ Binomial(n,p) y
Ty, ~ Pascal(k, p). Vale que

P(Sn = k) = P(T), < n). (15)

En efecto, decir que en n ensayos Bernoulli ocurren por lo menos k éxitos es lo mismo que
decir que el tiempo de espera hasta observar el k-ésimo éxito no supera a n. ]

1.5. La distribucién multinomial

La distribucién binomial se puede generalizar al caso de n ensayos independientes donde
cada ensayo puede tomar uno de varios resultados. Sean 1,2, ..., r los resultados posibles de
cada ensayo y supongamos que para cada k € {1,2,...,r} la probabilidad p; de observar el
valor k se mantiene constante a lo largo de los ensayos. La pregunta es: ; Cudntas veces ocurre
cada uno de los resultados en los primeros n ensayos?

Consideramos una sucesién X7, Xo,... de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas a valores {1,2,...,7r} tal que P(X; = k) = pi. Fijado n, para cada
k=1,...,r definimos la variables M}, = > | 1{X; = k}. La variable M}, cuenta la cantidad
de veces que ocurre el resultado k£ en n ensayos. La probabilidad de que en n ensayos el
resultado 1 ocurra m; veces, el resultado 2 ocurra mo veces, etc. es

n!
HI)(]\41:7711,JM2:7”I12,...,]\47n:7n7,):

M1 M2y 16
mllmg!-~-mT!p1 P2 Pr ( )
donde los my, son enteros no negativos sujetos a la condicién mi + mg + - -+ +m, = n.

Sir = 2, entonces (16) se reduce a la distribucién Binomial con py = p, pe =1—p, k1 =k

yk‘g:n—/{?.



1.6. % Miscelanea de ejemplos

Observacién 1.12 (Desarrollo de Taylor). Para todo x € (0, 1) vale que

(1—i:)k+1 = <n Z k) ", (17)

n>0

La identidad (17) se obtiene desarrollando la funcién h(z) = (1 — z)~*+1) en serie de
Taylor alrededor del 0: observando que h(™(0) = (k + 1)(k 4 2)--- (k + n), se obtiene que

h(7;>!(0) = ("i’“) -

Ejemplo 1.13 (Variable compuesta). Sean Ni; X1, Xo,... una sucesién de variables aleato-
rias independientes. Supongamos que N7 ~ Geométrica(py) y que X; ~ Bernoulli(pz), i > 1.
Entonces,

Ni—1
e p1
Ny = E X; ~ Geométrica <> — 1. 18

— p1+p2(l—p1) 1)

Por definicién No|N; = n ~ Binomial(n — 1, p2). Aplicando la férmula de probabilidad total
obtenemos

P(Ny=k) = » P(Ny=Ek|N; =n)P(Ny =n)

n>1
= 2 (n L 1>p’§(1 —p2)" P = p)"
n>k+1
= > <m;r k)p’fj(l —p2)™ (1 —p1)"™py
m>0
= 1 -p)m Y (”Z’“) (1= p)(1 = po)]™ (19)

m>0

Usando (17) vemos que

m+k m 1
2 (" mma - =

m>0

1
(p1 + p2(1 — p1))k+t”

Combinando (19) y (20) obtenemos que

o (mO-p))'p pa(l1—p1) \* P1
PN = k)= (p1 4+ p2(1 — p1))Ftt <p1 + p2(1 p1)> <p1 + pa(1 p1)> ' (21)

O]

Ejemplo 1.14 (Rachas). Para cada nimero entero m > 1 sea Y, la cantidad de ensayos
Bernoulli(p) que se deben realizar hasta obtener por primera vez una racha de m éritos segui-
dos. En lo que sigue vamos a calcular E[Y},] mediante condicionales. Para ello introducimos

10



una variable aleatoria auxiliar N que cuenta la cantidad de ensayos que deben realizarse hasta
obtener por primera vez un fracaso y usaremos la identidad E[Y,,] = E[E[Y,,|N]].
Observando que

n+Y, sin<m,

YN =n ~ .
m| {m si n>m,

obtenemos la expresion de la funcion de regresién

o(n) = E[Y;u|N = n] =

n+E[Y,,] sin<m,
si n>m.

En consecuencia, E[Y,,|N] = N1{N < m} + E[Y,,]1{N < m} + m1{N > m}, de donde se
deduce que E[Y,,] = E[N1{N < m}] + E[Y,,]P(N < m) + mP(N > m). Equivalentemente,

N1{N < m}]
P(N > m)

E[Y,,] = & (22)

Debido a que N1{N < m} = N — N1{N > m} el primer término del lado derecho de la
igualdad (22) se puede expresar de siguiente forma

EINI{N <m}] _ E[N]-E[N1{N>m}  E[N]|
PN >m) P(N > m) PN s m)  DNIN>m]
___E[N]
__MN>m_mm—m (23)

La dultima igualdad se deduce de la propiedad de pérdida de memoria de la distribucion
Geométrica. De N|N > m ~ m + N, resulta que E[N|N > m] = m + E[N].
Combinando (22) y (23) obtenemos

E[N] E[N]P(N < m) 1—pm
E[Y,,| = ————— — E[N] = = . 24
[¥on] P(N >m) V] P(N >m) (1—p)pm (24)
O
Ejemplo 1.15 (Coleccionista I). Sea M una variable aleatoria a valores 1,2,...,m. Sea

(M,, : n € N) una sucesién de variables aleatorias independientes tal que M, ~ M para
todo n € N. Sea K = min{n > m : {Mi,...,M,} = {1,2,...,m}} el tamanio de muestra

minimo que se necesita para “coleccionar” todos los valores 1,2, ..., m. En lo que sigue vamos
a calcular E[K| mediante condicionales. Introducimos un elemento aleatorio C' que indica el
orden en que se obtuvieron los valores 1,2,...,m y usamos la identidad E[K] = E[E[K|C]].
Sea S(m) al conjunto de todas las permutaciones de los nimeros 1,2,...,m. Para cada
permutacién o = (01,092, ...,0,) € S(m) vale que:
m—1
P(M =
P(C = o) = PM=on)
el 2iek P(M = 04)
Por otra parte
m—1
K]C:a~1+ZN(ai:1§1§k),
k=1

11



donde N(o; : 1 <i < k) ~ Geométrica(d 7", ., P(M = 0;)). Por lo tanto,

E[K] = > E[K|C=0]P(C =0)
oeS(m)
1 T P(M =oy)
= 1+ . (25)
5 (08 ) T
En el caso particular en que P(M = i) = 1/m para todo ¢ € {1,2,...,m} tenemos que
E[K] = 1+
= (S et Tn
1 = 1 U
( Z D 1/m> m! kZO >t L/m =i
O
Ejemplo 1.16 (Coleccionista II). Sea X7, Xo,... una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas a valores 1,2,...,r. Sea N, = min{n >1: X,, =r}.

Para cada i = 1,...,r — 1 sea M; = Y 0! 1{X = i}. Queremos hallar la funcién de
probabilidad de M;.

Por definicién N, ~ Geométrica(p,) y M;|N, = n ~ Binomial(n —1,pi(1 —pr)’l). De
acuerdo con el Ejemplo 1.13 tenemos que

s Pr L. DPr
M; ~ Geométrica — 1 = Geométrica — 1.
’ <pr+p¢(1—pr)1(1—pr)> (pr+pi>
En particular, E[M;] = p;/pr v V(M;) = pi(pr + p;)/p2. ]

2. La distribucion de Poisson

2.1. Motivacién: Aproximaciéon de Poisson de la distribucién binomial

En diversas aplicaciones tenemos que tratar con ensayos Bernoulli donde, para decirlo
de algin modo, n es grande y p es pequeno, mientras que el producto A = np es modera-
do. En tales casos conviene usar una aproximacién de las probabilidades P(S,, = k), donde
Sy, ~Binomial(n,p) y p = A/n. Para k = 0 tenemos

A n
(s, =0 = (1-p" = (1-2) . (27)
n
Tomando logaritmos y usando el desarrollo de Taylor,
1 1 1
log(1—t) = —t— —t* — -3 — ¢+ — ...
og(l 1) 2" 3" 1 ’
se obtiene
logP(S,, = 0) 1 1 A A A% (28)
o —0)=nlo AR I AN
g n g n om



En consecuencia, para n grande se tiene que
P(S, =0)~ e, (29)

donde el signo &~ se usa para indicar una igualdad aproximada (en este caso de orden de
magnitud 1/n). Méas ain, usando la identidad (6) se puede ver que para cada k fijo y n
suficientemente grande

P(S,=k)  (n—k+1)p A
P(S,=k—1)  k(l—p)  k (30)

Recursivamente se concluye que

P(S,=1) ~ X-P(S, =0)~ ",
A A2
P(S,=2) =~ = -P(S,=1)~Ze?
(Sn=2) ~ 5 BSi=1)~ e
y en general
)\lc
P(S, = k) ~ Ee”. (31)

La igualdad aproximada (31) se llama la aprozimacion de Poisson de la distribucion binomial.

0.35

0.3f L4

0.25

0.2 [ ]

0.15-

0.1}

0.051

Figura 1: Comparacién. Funciones de probabilidad de las distribuciones Binomial(10,1/5)
(bolita negra) y Poisson(2) (cuadradillo vacio).

Otro modo de obtener el mismo resultado.

(s, =) = ok~ (1 )k (1 X
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Ejemplo 2.1 (Articulos defectuosos). Una industria produce tornillos. Supongamos que la
probabilidad de que un tornillo resulte defectuoso sea p = 0.015, entonces la probabilidad de
que una caja de 100 tornillos no contenga ninguno defectuoso es (0.985)1%° = 0.2206... La
aproximacién de Poisson es e 1® = 0.2231... y es suficientemente préxima para la mayoria de
los propdsitos practicos. Si se pregunta: Cuantos tornillos deberia contener la caja para que la
probabilidad de encontrar al menos 100 tornillos sin defectos sea 0.8 o mejor? Si 100+ x es el
numero buscado, entonces x es un niimero pequeno. Para aplicar la aproximacién de Poisson
para n = 100 + = ensayos debemos poner A = np, pero np es aproximadamente 100p = 1.5.
Buscamos el menor entero x para el cual

15 1.5)"
e 1P <1 +T+ (,)> > 0.8 (32)
€T

Para = 1 el valor del lado izquierdo de la inecuacién (32) es aproximadamente 0.558, para
x = 2 es aproximadamente 0.809. Por lo tanto, la aproximacién de Poisson permite concluir
que se necesitan 102 tornillos. En realidad la probabilidad de encontrar al menos 100 tornillos
sin defectos en una caja de 102 es 0.8022. ... O

2.2. La distribucion Poisson

Sea A > 0. Una variable aleatoria N tiene distribucién Poisson(A) si sus posibles valores
son los enteros no negativos y si

o

P(N=n)=e n=0,1,... (33)

nl’

Media y varianza. Usando el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial e* = 7 zo

se demuestra que E[N] = Ay V(N) = A

Aditividad. El rasgo mas importante de la distribuciéon Poisson es su aditividad.

Teorema 2.2 (Aditividad). Si N1 y Na son variables aleatorias independientes con distribu-
cion Poisson de medias A1 y A2, respectivamente. Entonces,

Ni + No ~ Poisson(A + A2).
Demostracion.

n n
P(Ni+Ny=n) = > P(Ny=m,Ny=n—m)= > PN, =m)P(N;=n—m)
m=0 m=0

- AT ApTm e~itre) Iy
E : - 1 _—X 2 _ E : miyn—m
m:oe 1 m! € 2 (n—m)! nl = <m> AT A

(ta) A+ A2)"

= 6_
n!

14



Nota Bene. El resultado del Teorema 2.2 se extiende por induccién a la suma de una
cantidad finita de variables aleatorias independientes con distribucién Poisson.

Teorema 2.3 (Competencia). Sean Ny, Na, ..., Ny, variables aleatorias independientes, cada
N; con distribucién Poisson de media \;, respectivamente. Sea S = Ny +---+ N,,. Entonces,
para cada n > 1 vale que

o At A Am
N1, Na, ..., Ny)IS = n ~ Mult [(n, 2L 22 Am))
( 1,4V2, ) )| n uttrmomaea (’I’L PRDY )\)
donde A =}, \;. En particular,

Aj

B(N; =15 =1) = 3.

Demostracién. Lasuma S = Nj+---+ N, tiene distribucién Poisson de media A = ) 5 Ajs
y entonces siempre que nj + - - - + n, =N,

P(Nl :nl,...,Nm :nm)
P(S =n)

: H<>/ %)

(3

P(Ni =n1,...,Npp =np|S=n) =

O]

Nota Bene. En el caso particular n = 2, el resultado del Teorema 2.3 se reduce a que,
si N1 y N son variables aleatorias independientes con distribucién Poisson de medias A\ y
Ao, respectivamente, entonces, dado que Ny + No = n, la distribucién condicional de N7 es

Binomial(n, p), donde p = /\1)_‘~_1A2. -

Teorema 2.4 (Adelgazamiento). Sea N una variable aleatoria Poisson de media \. Sea M
una variable aleatoria tal que

M|N = n ~ Binomial(n,p).

Entonces, M y N — M son variables aleatorias independientes con distribucion Poisson de
medias pA y (1 — p)A, respectivamente.

Demostracion. Sean m,k > 0

P(M=mN-M=k) = P(M=m,N—M=k|N=m+kPN =m+k)
= P(M =m|N =m+ kPN =m+k)

(("”k) -0
( > <e(1m((1 —kI'?)A)k> .
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Ejercicios adicionales

1. Sea N una variable aleatoria con distribuciéon Poisson de media A. Mostrar que

A
P(N =n)==P(N =n-—1), n=12...
n

Usar ese resultado para encontrar el valor de n para el cual P(N = n) es maximal.

2. gé? Se lanza una moneda una cantidad aleatoria N de veces, donde N tiene distribucion
Poisson. Sean N y Ns la cantidad de total de caras y de cecas observadas, respectivamente.
Mostrar que las variables aleatorias N7 y N2 son independientes y que tienen distribucién
Poisson.

3. Sea X1, Xo,... una sucesién de variables aleatorias independientes, cada una con distribu-
cién Bernoulli(p). Para cada n > 1 se define S,, := Y | X;. Por convencién, Sy := 0. Sea N
una variable aleatoria con distribucién Poisson(\). Mostrar que Sy ~ Poisson(p)).

2.3. %} La aproximacién Poisson. (Técnica de acoplamiento)

En lo que sigue mostraremos que cuando se consideran una gran cantidad de eventos inde-
pendientes y cada uno de ellos tiene una probabilidad muy pequena de ocurrir, la cantidad de
tales eventos que realmente ocurre tiene una distribucién “cercana” a la distribucién Poisson.

0.8

0.7}

0.6

0.5

0.4}

0.3

0.2

0.1}

Figura 2: Comparacién de las funciones de probabilidad de las distribuciones Bernoulli(1/4)
(bolita negra) y Poisson(1/4) (cuadradillo vacio)
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Construccién conjunta de variables Bernoulli y Poisson (Acoplamiento).
Para cada p € [0, 1] dividimos el intervalo [0,1) en dos intervalos

Io(p) =10,1-p),  L(p)=[1-p1) (34)

y en la sucesién de intervalos

k—1 k k k
_ —pP —pP
Jop) =10,e7),  Julp)=|> e o e pk!) o k=1,2,.... (35)
=0 =0

Consideramos una variable aleatoria U con distribucién U[0, 1) y construimos dos variables
aleatorias V' 'y W con distribuciones Bernoulli(p) y Poisson(p), respectivamente:

Vi=1{U e L(p)}, W := imw e Ju(p)}. (36)
k=0

De la desigualdad 1 —p < e™P resulta que Ip(p) C Jo(p) y que Ji(p) C I1(p). En consecuencia,
V=W <= U € Iy(p) U Ji(p). Por ende,

P(V =W)=P(U € I(p) UJi(p)) =1 —p+e Pp, (37)
y en Consecuencia,
P(V#W)=p—ePp=p(l—e?)<p’ (38)

Usando la desigualdad (38) pueden obtenerse las siguientes cotas:

sup P(V =k) —P(W =Fk)| < p* (39)
NPV =k)-P(W =k)| < 2% (40)
k

La cota (39) se deduce de observar que

PV =k) —PW =Fk)| = [E[{V =k} -EL{W = k}]
[E{V =k} — {W = k}]]
E[[H{V =k} = {W = k]
E[{V # W}]

P(V # W).

IN A

La cota (40) se deduce de observar que para todo k = 0,1, ...

PV =k)—P(W =k)| = [P(V=kW#£k) —PW =k V £E)|
< PV=kVAW) +PW =k V #W),

y luego sumar sobre los posibles valores de k:

DS P(V =k) —PW = k)| < 2P(V # W).
k
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Nota Bene. Esta técnica, denominada técnica de acoplamiento de variables aleatorias,
permite probar (sin usar la férmula de Stirling) que la distribucién Binomial converge a la
distribucién Poisson.

Teorema 2.5 (Le Cam). Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes con distribu-
cion Bernoulli de pardmetros pi, ..., pn, respectivamente y sea S =Y | X;. Entonces

SO P(S = k) — BN = B)] <2352, (41)
k =1

donde N es una variable aleatoria con distribucion Poisson de media X =Y | p;.

Demostracién. Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes con distribucién comin
U0, 1). Construimos variables aleatorias acopladas V; ~ Bernoulli(p;) y W; ~Poisson(p;),
1=1,...,n

Vii=1{Ui € L(p)},  Wi:=)Y_ kL{Ui € Ju(pi)},
k=0

y las sumamos

Por construccién, las variables Vi, ..., V,, son independientes y con distribucién Bernoulli(p;),
respectivamente, y entonces, la variable S* tiene la misma distribucién que S; las variables
Wi, ..., W, son independientes y tienen distribucién Poisson(p; ), respectivamente, y entonces,
la variable N tiene distribucién Poisson de media A = >/ | p;.

Observando que cada k

|IP(S* =k) —P(N =k)| <P(S*=k,N #k)+P(N =k S"#k).
se obtiene que

> P(S* =k) - P(N = k)| < 2P(S* # N).
k

Si S* £ N, entonces V; # W; para algin ¢ = 1,...,n. En consecuencia,
P(S*#N) <> P(V; W) <Y 1.
i=1

i=1

Corolario 2.6 (Aproximacién Poisson). Para cada k >0

. (n AMN\"TF ANk
()00 G) -

18



Demostracion. Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes con distribucién comun
U[0,1). Paracadai = 1, ..., n definimos parejas de variables aleatorias (V;, W;) independientes

Vi =1{U; € Li(p)}, Wi = Zkl{Ui € Ji(p)}.
k=0

Por construccién, V; ~ Bernoulli(p) y W; ~ Poisson(p), en consecuencia las sumas

son variables aleatorias con distribuciones Binomial(n, p) y Poisson(np), respectivamente. De
acuerdo con la demostracién del Teorema de Le Cam tenemos que

IEONORS

Teorema 2.7. Supongamos que para cada n, Xy 1,...,Xp,, son variables aleatorias inde-
pendientes con distribucion Bernoulli(py, ). Si

)\2
=|P(S=k)—P(N =k)| < 2np* = 2 0.

O]

rznpn,k — A > 07

max ppr — 0, (42)
Tn
k=1 -

1<k<

entonces

= . BV .
P(ZXnvk:z>—>e Aﬁ, i=0,1,2,.... (43)
k=1

Si A =0, el limite (43) se interpreta como 1 para i =0 y 0 para i > 1. En el caso r, = n
Y Pk = A/n, (43) es la aproximacion Poisson a la binomial. Notar que si X > 0, entonces
(42) implica que r, — oo.

Demostracion. Sea Uj,Us,... una sucesion de variables aleatorias independientes, con
distribucién comtin U0, 1). Definimos

Vn,k = 1{Uk < Il(pn,k)}-

Las variables V,, 1, ..., Vi, son independientes y con distribucién Bernoulli(py, ;). Puesto que

Vais--s Vo, tienen la misma distribucion que Xy, 1,..., Xy, (43) se obtiene mostrando
Tn .

que V,, = > )", Vp, i, satisface

)\i
P(V, =1i) — e*AF. (44)
Ahora definimos

ka = Zil{Uk S Ji(pn’k)}
=0
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W, i tiene distribucién Poisson de media p,, .. Puesto que las W,, ;. son independientes, W,, =
22”:1 W, tiene distribucién Poisson de media \,, = Z;"zl Pn,k- De la desigualdad 1—p < e™P,
se obtiene como consecuencia que

P(Vok #Wak) = P(Var=1#Wni) =PUr € Ii(pnk) — J1(Pnk))
= Pnk — eipn’kpn,k < p?‘[,,k?

y por (42)

Tn
]P)(Vn 7é Wn) < szhk < )\n lgllci}’f‘ Pnk — 0.
k=1 =

(44) y (43) se obtienen de observar que

A AT
P(W, =i) =e 0 o e,
n! n!

3. Cuentas con exponenciales

3.1. Motivacion: pasaje de lo discreto a lo continuo

Para fijar ideas consideraremos una conversacion telefénica y supondremos que su duracion
es un numero entero de segundos. La duraciéon de la conversacién sera tratada como una
variable aleatoria T' cuya distribucién de probabilidades p,, = P(T' = n) es conocida. La linea
telefénica representa un sistema fisico con dos estados posibles “ocupada” (Ey) y “libre” (E1).

Imaginemos que cada segundo se decide si la conversacion contintia o no por medio de
una moneda cargada. En otras palabras, se realiza una sucesiéon de ensayos Bernoulli con
probabilidad de éxito p a una tasa de un ensayo por segundo y se continua hasta el primer
éxito. La conversacion termina cuando ocurre el primer éxito. En este caso la duracién total
de la conversacién, el tiempo de espera, tiene distribucién geométrica p, = (1 —p)"!p. Si en
un instante cualquiera la linea estd ocupada, la probabilidad que permanezca ocupada por
mas de un segundo es (1 — p), y la probabilidad de transicién Ey — E; en el siguiente paso
es p. En este caso esas probabilidades son independientes de cuanto tiempo estuvo ocupada
la linea.

La descripcién de los tiempos de espera mediante modelos discretos presupone la cuanti-
zacién del tiempo y que los cambios solo pueden ocurrir en las épocas ¢, 2¢, . ... El tiempo de
espera T mas sencillo es el tiempo de espera hasta el primer éxito en una sucesion de ensayos
Bernoulli con probabilidad de éxito p(e). En tal caso P(T" > ne) = (1 — p(e))™ y el tiempo
medio de espera es E[T] = ¢/p(e). Este modelo puede se puede refinar haciendo que € sea
cada vez mas chico pero manteniendo fija la esperanza ¢/p(¢) = 1/\. Para un intervalo de
duracién t corresponden aproximadamente n & t/c ensayos, y entonces para £ pequeno

P(T > t) ~ (1 — Xe)/® m e, (45)

Este modelo considera el tiempo de espera como una variable aleatoria discreta distribuida
geométricamente y (45) dice que “en el limite” se obtiene una distribucién exponencial.
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Si no discretizamos el tiempo tenemos que tratar con variables aleatorias continuas. El rol
de la distribucién geométrica para los tiempos de espera lo ocupa la distribucion exponencial.
Es la inica variable continua dotada de una completa falta de memoria. En otras palabras, la
probabilidad de que una conversacién que llegé hasta el tiempo ¢ contintie mas alla del tiempo
t + s es independiente de la duracién pasada de la conversacién si, y solo si, la probabilidad

que la conversacion dure por lo menos ¢ unidades de tiempo estd dada por una exponencial
—At
e .

Nota Bene Sien un momento arbitrario ¢ la linea estd ocupada, entonces la probabilidad
de un cambio de estado durante el préximo segundo depende de cuan larga ha sido la con-
versacién. En otras palabras, el pasado influye sobre el futuro. Esta circunstancia es la fuente
de muchas dificultades en problemas mas complicados.

3.2. Distribucién exponencial

Se dice que la variable aleatoria T tiene distribucion exponencial de intensidad A > 0 y se
denota T' ~ Exp(A) si la funcién de distribucién de T' es de la forma

Fr(t) =P(T < t) = (1 - e_)‘t) 1{t > 0}. (46)
En tal caso T admite la siguiente funcién densidad de probabilidades

fr(t) = Xe7M1{t > 0}. (47)

Media y Varianza. Los valores de la esperanza y la varianza de T son, respectivamente,
E[T] =1/Ay V(T) = 1/)2.

3.3. Suma de exponenciales independientes de igual intensidad

Teorema 3.1. Sean T1,7T5,...,T, variables aleatorias independientes, idénticamente dis-
tribuidas, con distribucién exponencial de intensidad A > 0. La suma S, = T + --- + T,
admite una densidad de probabilidades de la forma

n—1
fs, (1) = Aekt((itzl)!uwo} (48)

y su funcién de distribucién es

n—1 i
Fg, (t) _ <1 M Z ()\Zt')> 1{t > 0} (49)
i=0

En otras palabras, la suma de n variables aleatorias independientes exponenciales de intensi-
dad A > 0 tiene distribucién Gamma de parametros n y A: I'(n, A).
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Demostracién. Por induccién. Para n = 1 no hay nada que probar: S; = 171 ~ Exp()).
Supongamos ahora que la suma S, = T + - -- + T}, admite una densidad de la forma (48).
Debido a que las variables aleatorias S,, y Ty,+1 son independientes, la densidad de S,+1 =
Sy + Th+1 se obtiene convolucionando las densidades de Sy, y Ty11:

o) = (s, * fro)(t / fsu(t — @) oy (2)da

t
— / )\€_>\(t w) ()\(t — x )\ )\xdx
0

(n— 1).

B A\ t o B A7 +n
= )e )‘t(n_l)!/o(t—a:) Lde = Xe )\t(n—l)!g
SO
= Jde o

Las funciones de distribucién (49) se obtienen integrando las densidades (48). Sea t > 0,
integrando por partes puede verse que

t t n—1
Fs (t) = /OfSn(S)dSZ/ (As) e Ads

n—1 t t n—2
_ Q) e 4 / (As) e Mds
C(n—1)! o Jo (n—2)!
(A 75) - Y
= Fg, . (t). 50
Iterando (50) obtenemos (49). O
Nota Bene. En la demostracion anterior se utilizo el siguiente resultado: si 171, ...,7T), son

variables aleatorias independientes, entonces funciones (medibles) de familias disjuntas de las
T; también son independientes. (Para mas detalles ver el Capitulo 1 de Durrett, R., (1996).
Probability Theory and Examples, Duxbury Press, New York.) O

3.4. DMinimos

Lema 3.2. Sean 77 y 15 dos variables aleatorias independientes y exponenciales de intensi-
dades A1 y A2, respectivamente. Vale que

A1
AL+ A

P(Tl < TQ) (51)

Demostracién. La probabilidad P(T} < T») puede calcularse condicionando sobre T;:

P(Tl < Tg) = / P(Tl < Tg‘Tl = t)le (t)dt = / ]P’(t < TQ))\le_)\ltdt
0 0

- N / Tt gy = ), / Teiang o M
0 0 A1+ A2
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Teorema 3.3. Sean 11,715, ...,T, variables aleatorias exponenciales independientes de in-
tensidades A1, Aa, ..., A\, respectivamente. Sean 1" y J las variables aleatorias definidas por

T :=minT;, J := indice que realiza T.
7

Entonces, T tiene distribucién exponencial de intensidad Ay +---+ A\, ¥

s
PJ=j)= — L ——.

( 7) M+ Ay
Ma3s aun, las variables T' y J son independientes.

Demostracién. En primer lugar, hay que observar que T > t si y solo si T; > t para
todo i« = 1,...,n. Como las variables T%,75,...,T;, son exponenciales independientes de
intensidades Aq, Ao, ...\, tenemos que

]P)(T > t) = HP(E > t) = Hefz\it — e—()\1+...+)\n)t.

i=1 i=1

Por lo tanto, T tiene distribucién exponencial de intensidad A\ + - - - + A,,.
En segundo lugar hay que observar que J = j si y solo si 7" = Tj. Por lo tanto,

)\.
P(J =j)=P(T; =minT;) =P(T; < T)=—">"
(J =j)=P(T; miln) ( rgéljn) T

La ultima igualdad se obtiene utilizando el Lema 3.2 pues las variables T y min,;»; T; son
independientes y exponenciales con intensidades \; y Z#j i, respectivamente.
Finalmente, si para cada j definimos U; = min,; T;, tenemos que

P(I=j,T21) = PE<T <Uj)
= / P(T; < Uj|Tj = s)\je Yi%ds
t

= )\j/ P(U; > s)e N%ds = ), / 2izj M)S A% g
t

Aj
— A RN W —(At+An)s g
et v AR AL ;

— #e—(hww\n)t.
M+ A,

Lo que completa la demostracion. ]

Ejercicios adicionales

4. Sean Ty y T» variables aleatorias independientes exponenciales de intensidad 2. Sean
T(1y = min(T1,T2) y T(o) = méx(Ty, T2). Hallar la esperanza y la varianza de T{;y y de T(y).
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5. Suma geométrica de exponenciales independientes. Sean T1,T5,... variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas con ley exponencial de intensidad A. Se define
T = Zfil T;, donde N es una variable aleatoria con distribucién geométrica de pardmetro
p, independiente de las variables 77, Tb, . ... Hallar la distribucién de T'. (Sugerencia: Utilizar
la férmula de probabilidad total condicionando a los posibles valores de N y el desarrollo en
serie de Taylor de la funcién exponencial.)
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