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Espacios Vectoriales

C .- Cgla,
an= (020 Colon) .
Siendo A y B bases.
Av=vA; + ... +v,4, (2)
es una combinacion lineal de las columnas (A; ... A4,) de A.

o sea que Col (BA) C Col(B).

2. Producto Interno

2.1. Axiomas
= (u,v) = (v,u)
w (u,v +w) = (u,v) + (u, w)
au, fv) = af (u,v)

u,uy >0 A (uu)=0<=u=0

(
(
(
=

2.2. (Des)igualdades

= (v,0) = |||
— (u)
= ©08(0) =
<U1!I>
<U11U1>
» Cp(x) = siendo B = {v;...v,} base
<'”n:z>

</U’7lﬂvn>

Cauchy—Bunyakovskii—Schwarz
[[{w, )| < [ul| f[v]]

Triangular -+ oll < Jlull + o]
Pitagoras lut ol = Jull® + lol® st (u,v) = 0)

del Paralelogramo |u + v|® + [ju — v|* = 2 (||uH2 + Hv||2)

2.3. Matriz del Producto Interno

Un P.I. puede definirse en una base B = {v;...v,} de la siguiente manera:

<U17Ul> <Ul,vn> Y1
<f£, y> = [ Ty o Tp :|
<Un7 U1> te <U7L7 Un> Yn
= ETGB Y
Gp s hermitica: Gp=Gp
B €S erm}t'lca. BB <= Es matriz de un P.I.
y definida positiva: ZT' Gpr >0 Vr #0



3.1.

Proyeccién Ortogonal

<Ula .Z‘>
(v1,v1)

<U17U1>
(v1,v1)

Psx = 1+ ...+ - Up,
con B ={v;

r=Psx+ Ps.x
d(z,8) = || Psx|

Gram-Schmidt

Si B = {v;...v,} no es una BOG, podemos construir una a partir de ella:

w1 = U
(w1,v2)
Wwy = Vg — 9 w1
[[ws |
B (wy,v3) (wa, v3)
w3 = - 5 - P} 2
[[ws | [[wa |
Wy, = Uy — <w1’”§> cwy — <w2’”3> cwy — ... — (wn_l,vg> Wy —1
[[wr | [[ws || [[wn—1]|
Siendo {w; ...w,} una BOG.
3.2. Matriz de Proyeccion
Una matriz es de proyeccion si cumple:
. P2 =P
= P= ?T
Px = Psz
Donde § = ColP
Con B = {v1...v,} una BON de S, y siendo Q = { Uj Uf }:

3.3.

P=QQ"

Reflexiéon a través de un hiperplano

Rsr =2z —2Ps.x = Hzx

Siendo St = gen {w} y

T
ww
H=1]-2——
wlw
la matriz de Householder, que cumple:
s H2=1
s H = HT

1Base Ortogonal

(6)
... v, } una BOGH

(7)
(8)

(15)

(16)

(17)



3.4. Minimos Cuadrados
Si Az = b es incompatible, existe un & tal que:
s AZ = Pooiab
» AT Az = ATh

Nota: Si el rango de AT A es méximo, el & es tnico.

3.4.1. Propiedades
» Nul (ATA) = Nul(A)
» Ran (AT A) = Ran (4)

1AT

= A% = (ATA)
s AFA=1T
» AA# = P (matriz de proyeccion sobre Col (A))

= Nul (AA#) = Col (A)*

3.5. Regresion Lineal

T 1 Y1
y1 = mar+b . [ m } _ :
: b =
: — Tn 1 UYn
Yn = MTy+ b
(LA?’ “x” “b”
Si no es compatible, entonces AT A { Tg } = ATy
[fo EriHﬂfL]_{in%]

T on b > Yi

4. Transformaciones Lineales
. T(u+v) = T(u) + T(v)
« T(kv) = kT(v)
» Ker(T) = {v e V/T(v) = Oy}
s I (7) = {we W/3veVAT() =w)
» dim (Ker (7)) + dim (Im (7)) = dim (V)

» Si{vi...v,} son LI = T ({v1...v,}) son LI

4.1. Clasificacién
= Mono=inyectiva
e Siwv 75 Vg —> T(Ul) 7’5 T(Ug)
o Ker (T) =0v
e dim (V) < dim (W)



= Epi=sobreyectiva

e Im(7T)=W

e dim (W) > dim (V)
= [so=biyectiva

e dim (V) = dim (W)

o JT71

4.2. Matriz de una TL

T]an = (T (611))3 - (T (jn))B (19)
(T'(v))p = [T]aB - va (20)
[GoT]ac = [Glpc[T]an (21)

» Ran([T]ap) = dim (Im (7))

s Siesiso = [T Yap = ([T)an)”

» Col([T]ap) = (Im(T))p

Con A (constante para toda base B) y v su autovector asociado:
T(v) = A v

[T]BB v = )\ B
5. Autovalores y Autovectores

Av=2Av (22)
Donde:
= \estal que det (A — A) =0
= vestal que: (A —A)=0
s Nul (Al — A) =8y,

» X4(A\) =det (A — A) es el Polinomio Caracteristico de A
= )\ es rafz de X4 de multiplicidad algebraica ma

= dim (S,) es la multiplicidad geométrica mg



5.1. Propiedades

= mg < ma

= A =0 <= A no es inversible
'ZMZZ%

w det (A) =A™

= A avas distintos corresponden avecs LI
= Aesavade Ayde AT

= kX ava de kA con v avec

= A" ava de A™ con v avec

= A\ 4k ava de A™ + kI con v avec

= Si P es un polinomio, entonces P(\) es ava de P(A)

5.2. Diagonalizabilidad

A es diagonalizable <= sus autovectores forman una base. En estas condiciones, ma = mg.

A=CDC™!

U1 cee Up
C:
R
_——
base de avecs de A
AN - 0

Donde:

D: : .. :
0 - A\

avals de A

5.3. Semejanza

6.

A v B son semejantes si A = QBQ'.
Si A ~ B entonces tienen los mismos avales con la misma mg y ma

Matrices Unitarias

s Col(U) = BON

» Fil(U) = BON

w |[det (U)] =1

= Si U unitaria y V unitaria = UV unitaria
s (z,y) = (Uz,Uy) (conserva el PI canonico)
= A\ =1

w» Si{vy...vn} BON =U{v;...v,} BON
= Si [T)ap es unitaria rota y/o refleja.

s Si Ay B son BON = C4p es unitaria



7. Matrices Hermiticas

» 77 Az € R
» aval € R

= A avales distintos corresponden avecs ortogonales

" Sidse S = Ast e St

7.1. Teorema Espectral
A=UDU" (26)
A= "N vivf
7.2. Formas Cuadraticas
Q(z) = 2" Az (27)

e Rr =k (restriccion) (28)
Para eliminar los términos cruzados:

1. Si la restriccion es de la forma ||z||* = k, saltar al pasoBl Caso contrario, diagonalizar la matriz R
de la restriccion:

"Ry = k
HAUDRU P = k
wiDrw = k (29)
conw= Uz, w? =zHU y por tanto x = Uw, o = wHUH
2. Si la restriccion ahora queda ||w|® = k, saltar al paso Bl Caso contrario, buscar un z tal que

| 2]|> = &, con w = Agz.
3. Con el z buscado, la forma cuadratica Q(z) queda entonces:

Qz) = zfAx

Qw) = wiU"AUw
Q(z) = ZMABUHAUARz
Q(z) = MGz (30)
con la restriccién: ,
[2]]” = & (31)

4. Si G resultara diagonal, saltar al paso Bl Caso contrario, podemos diagonalizar Q(z):

Q) = "Gz (32)
Q(z) = ZfpPDPH,

y, efectuando un cambio de variable tal que y = P72 & y = 2 P, obtener:

Q(2) =y" Dy (33)



Notese que:

2
1yl

lyl*> = y"y (34)
lyl> = z"PP":
Iyl = 2"z
= |zl
lyl> = & (35)

5. En estas condiciones, y considerando A; = Ajs el maximo autovalor:

Q(y) y" Dy

Qly) = Myi+.. .+ uyi+...+\y2

Qly) < A+ FAwyE 4+ Ay

Qy) < A (yi+...+yi+...+yp)

Q) < Aullyl?

Qly) < Amk (36)
valor que es alcanzado por la funcion en y = (0,...,1,...,0), donde 1 ocupa la posicion .
Asimismo, considerando A; = A, el minimo autovalor:

Q(y) y"' Dy

QW) = M+t Ay H o+ Ay

Q) > Amyi+. .. 4+l + ..+ Ay

Qly) > Am(yi+. .. +yi+.. . +up)

Q) > Aulyll

Qly) > Ank (37)
valor que es alcanzado por la funcién en y = (0,...,1,...,0), donde 1 ocupa la posicion j.

7.3.

Una matriz A hermitica es:

Def. positiva si ava > 0

Semidef. positiva si ava >0

Indefinida siava >0y ava <0
Semidef. negativa si ava <0
Def. negativa si ava < 0

Matrices Definidas e Indefinidas

6 bien si z7Az >0 Va#0
6biensizl Az >0 Va#0
6 biensizl Az >0y Tl Az < 0
6 bien si 7 Az <0 Va#0
6 bien si 7T Axr <0 Va#0



8. DVS

A=UxVT

Adefxc /Ran(A)=r

Edefxc/E:[l())r 8]}f
—_———

. Udefxfortogonal/U:{ ul...ur;urﬂ...uf]
N—— ——

BON Col(4) BON Col(A)*

. Vdecxcortogonal/V:[vl...vr;vr+1...vc}

BON Fil(A) BON Fil(A)*

8.1. DVS reducida

A=UD.VT

0’1 ... O
= D =

O PN oS

. U, de f x r ortogonal /U, = [ UL ... Uy }

BON Col(A)

. Vrdecxrortogonal/VT:[ vV1...0p ]

BON Fil(A)

8.2. Pseudoinversa de Moore-Penrose
At =vxtyT

At =V, DUt

0 v Yy

8.2.1. Propiedades

. AAT es Matriz de Proyeccion sobre Col (A)
. At A es Matriz de Proyeccion sobre Fil (A)
" AATA= A

. Si A es inversible entonces AT = A1

(39)

donde o ... o, son los
valores singulares de A



8.2.2. Aplicaciéon a Minimos Cuadrados

Az = Peoyayb
A = AA'b
T = éi_b/ + ZNu(a)
€ Fil(4) ¢ py(ays
o = AT + s
[ (|
Aty = of

Entonces, z' es la solucion del problema de minimos cuadrados de minima norma.

9. Ecuaciones Diferenciales

9.1. Primer Orden

9.1.1. Homogéneo

yp, + p(x)yn

/

Y
Yh
Yh
/
Yn
Yn

Inyp

9.1.2. Particular

Yh

Y +plx)y = f(z)

Variacién de las Constantes

Yp =

Yp =
u'yg +uyy + p(r)uyg =
yn + u(Yy i) =

li
Uy =

!

u =

Yp =

= =
" B

YH
fl@) [ f(x)
YH _/efp@c)dz

M — e p(z) dz f(x)
yH/yH =< /efm)dx

Resto p(x)yp,

Divido por yp

Integro

paso e baseando

(47) Propongo, siendo yg
un yp particular

Derivo
Reemplazo y en (@5)

Factor comin u

Lo otro es solucién
del homogéneo

Divido por yg
Integro

Reemplazo u en (@)

(45)



Coeficientes Indeterminados

e** P, (z)
Yy +ay = f(z) =< e** cos(bx) (48)
T sen (bx)
Yp = €Qm () Propongo
y]/g = e Qm(x)+ ean;n((E) Derivo
ae(QO(x) + e(mQ/ ( ) +ae*Qm (1‘) = e"P, (l') Reemplazo en (@8]
JDky'él/([CVQm(x) + QI ( + an = P, (SC) Factor comtn y cancelo e®®
(a+a)Qm(r) + Qs (73) = Pu(z) Factor comtin Qyy, ()
Sia+a#0 Sia+a=0

m = n y busco los coeficientes de Q(z) | m=n+1y Q). (z) = Pu(z)

9.2. Segundo Orden

y" +ary +aoy = f(2) (49)
9.2.1. Homogéneo

Planteo el polinomio
fundamental asociado

I
o

a? + a1+ ag

(e%1 & (o) Obtengo sus raices

Il
o

P [0 5%4 Me armo una ED homogénea

de 1° orden y la resuelvo

w—aw = =z Me armo una ED no homogénea
de 1° orden y la resuelvo
Yo = wp+wWp
9.2.2. Particular
Variacion de las Constantes
Yp = UWIYH1 T U2YH2 Propongo
i / li / .
Yp = uYH1 +wiYgy + UYH2 + U2l Derivo
1 _ " 2 ! ! " " 2 ! ! 1 .
Yp = W YH1 T2 Y1 + WY T U YH2 + 2UsY o + U2V Derivo
! ! ! " " / "
flx) = wym + 2wy + iy + usyme + 2ubyys + uayiat Reemplazo en ()

a1 (Vi yH1 + Yy + ubyE2 + U2y e) +
+ao (u1Ym1 + v2ymH2)

_ 1" / " / Factor comun u1 y u2
f(x) - W (yH 1 aoyHl) + Uz (yH + 2 aoyH2)+ (lo otro es solucién del homogéneo)

Fuhym + uhyme iy + 2ui Yy + uyyae 4+ 2uby,  (50)

0 = w\ym1 + uhym2 Decreto
0= ulllyHl + U'ﬂ/}ﬂ + U/Q/yHQ + U/2y/HQ Derivo
f(@) = viym+usyne + vy + 2y +ubyms + Zusys Reemplazo en (50)

10



/ ’ _ w (th yHQ)
Resulta: {Z}yfﬂ iZ?y,HZ B (J)“(:c) donde
1YH1 2YH2 = o = —f(2)ym
? W (yw1,ym2)
Coeficientes Indeterminados
Y = eka(x)
P
fopones Yp = ekIQ(az)x Si eF® es raiz de f(zx)
y;, = Derivo
yg = Derivo
fle) = Reemplazo en ([@9)
_ Despejo coeficientes de Q(x)
B y/o de {sen (z), cos (z)}
9.3. Sistemas
Y' =AY +v
Y = AY 4w
Y' = ODC7'Y +w
cly’ DC™'yY +C '
cly = z
Con{ C7YY' = 7' queda:
Clv = w
7' = DZ+w
2] - a 0 21 w1
(2) - Ga)z)-(n)
2] _ az1 + wi
25 B bzo 4+ wo
Finalmente, queda:
(2) = (2)(%)
Z2 Zh2 Zp2
Z = In+ 27,
Donde { = Znt g se encuentran con alguno de los métodos explicados en
Z2 = Zp2+ Zp2
Con Y = CZ queda:
Y = CzZ,+CZ,

/ _ _f('r)yHQ

11
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