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1. Espacios vectoriales

1.1. Subespacios
Sea V un espacio vectorial y S C V, S es subespacio si y sélo si
= Oy €S
= u4+vES VuveS

= AMu€eS VuesS, Viek

1.2. Combinacién Lineal

Sea el conjunto {v1,...,v,} C Vy w € V, w es combinacién lineal de
{v1,...,v,} sl existen A1,..., N\, € K tales que w = \v1 + ...+ Ayvp,.

1.3. Independencia Lineal

El conjunto {vi,...,v,} C V es linealmente independiente si y solo si

i)\ivi:(){:})\izo V1

i=1
1.4. Base
El conjunto {v1,...,v,} C 'V es una base de V si y sélo si
= {v1,...,0,} genera V.

» {v1,...,v,} es linealmente independiente.

Ademés dim (V) = n.

1.5. Coordenadas
Sea B = {v1,...,v,} una base de Vy v € V se denomina coordenadas al
n
conjunto {A1,...,\p} /v = Z)‘ivi'
i=1

Se define la siguiente funcion:
CB 'V — K®

Propiedades:
L] CB(’U) =0gn <= v=0y
s cg(v+u)=cp(v) +cp(u)

cg(Av) = Aeg(v)

w {v1,...,0,} LI <= {cp(v1),...,cp(vy)} L.L



1.6. Matriz de cambio de base
Sean B = {vy,...,v,} y B’ ={w1,...,w,} bases de V.
Cpp = [ cp(n1) ... cp(vy) ] cambio de base B a B’

Cpp=|cplw) ... cplwy) | = [Cpp/]™'  cambio de base B’ a B

2. Wronskiano
Sean @1, @y € C!

¢1(70)  pa(o)
e1'(r0) 2’ (20)

Sid X0 / W((pl,QDQ,CC()) 75 00— {@1,(,02} L.I.

W1, p2,70) =

3. Producto interno
3.1. Definicién
Sea V un R espacio vectorial, (-,-) : V x V — R es producto interno si
= (z,9) = (y,2)
w (ax+ By, 2) =alz,2) + 5 (y,2) «a,BER
s (z,2) >0 A (r,2)=0 < z=0y

Sea V un C espacio vectorial, (-,-) : V XV — C es producto interno si

» (z,y) = (y, )
s (ax + By, 2) =a(zx,2)+ By, 2) «a,BeC

s (z,2) >0 A (r,2)=0 < z=0y

3.2. Desigualdad de Schwarz

() PL = [z, y)| <[] |yl

3.3. Desigualdad triangular

[z +yll < llz]| + [lyll

3.4. Teorema de Pitagoras

2
ulv=lz+y]" =zl + |z +yl



3.5.

3.6.

4.

Igualdad del paralelogramo

2 2 2 2
o+ l* = o = ylI* = 2 () + y)1*)

Propiedades varias

2Ty producto canénico en R™
ZT'y producto canénico en C”
2
[[z]|” = (z,y)
d(z,y) = ||z — y|| ( distancia de x a 'y )

xly <= (z,y)=0

a /cos(a) = H-Sj\ﬁ/zil\ ( 4ngulo subtendido entre x e y )

{v1,...,v,} es un conjunto ortogonal si (v;,v;) Vi j

{v1,...,v,} es un conjunto ortonormal si es ortogonal y (v;,,v;) =1 Vi
Si {v1,...,v,} es un conjunto ortogonal <= es L.L

Sea B ={v1,...,v,} basede V, 2 €V, y € Vy () es P.I. entonces
(,y) = cp(x)Gep(y)

<U1,Ul> T <U1,Un>

donde G = simétrica en R, hermitica en C y

(Un,v1) .. (U, Un)
definida positiva.

Proyeccién ortogonal

Complemento ortogonal: Sea S C V, el complemento ortogonal, S*, es el

conjunto

St={veV/ (v,s)=0YsecS}
St es subespacio.
Si S =V entonces S* = {0y}
stt=s
V=SSt



4.1. Definicién

Sea V un espacio vectorial con PI, SCV, 2z €eVya' €V.
¥ =proys <<= 2 €S A x—2 €S

s Si 3 proyge =2’ = 2’ es tnico.

v d(z,2') <d(z,s) VseS

s Sea B = {vy,...,ur} una base ortogonal de S.
k

Vi, T
proysT = Z a;v; donde o = v, 2)
i—1 <U7l7 Ui>

» proysz =0y < xSt
= SixeS = proysx =z
= Six €V entonces x = proysc + proyg.

= T — pProysk = proys. T

4.2. Gram-Schmidt

SeaSCVyB={v,...,on}) base de S = I B’ = {uq,...,u,} base
ortogonal de S donde:

= U] = V1

= u; =V —Proys, Vi ; Si—1=gen{ui,...,ui1} ; 2<i<n

4.3. Matriz de proyecciéon
Una matriz P de proyeccion verifica
1. P=pPT
2. P2P=P
3. Px = proy.,pyx

Sea S C R" con el P.I. canénico y B = vy, ..., v, base ortonormal de S.
Si Q= [v1...v] entonces P = QQT proyecta sobre S.
5. Cuadrados minimos

Sea A € R™*™,
Si b € col(A) entonces Az = b es compatible.
Si b ¢ col(A) es posible encontrar zo / Azo = proy . ab-

La solucion del sistema Az = b por cuadrados minimos cumple
AT Az = ATp Ecuaciones normales

Observaciones:



= Nul(A) = Nul(AT)
= rango(AT A) = rango(A)

= Sirango(A) = n entonces A% = (AT A)~* AT denominada pseudo-inversa
de A, es tal que

AFA=1T

AA* = matriz de proyeccion

5.1. Regresion lineal

Dado el conjunto de puntos {(x1,41), .., (s, yn)} la recta que mejor ajusta
a los puntos es

y=mx+b

donde

n

n
i=1 i=1

=1 =1 =1

6. Transformaciones lineales

6.1. Definicion

Sean V y W K espacios vectoriales. Una funcién T : V — W es una trans-
formacién lineal si para vi,v2 € Vy A € K se verifican

w T(vy +v2) =T (v1) + T(vs)
= T(Avy) = AT (vq)
Observaciones:

» T(0y) =0w VT.L.

m Sean T :V > Wy G: W — U, la composicion GoT : V — U es una
transformacioén lineal.

» Nu(T)={veV /T(v)=0w} subespacio de V

» Im(T)={weW /w=T(v) para algan v € V}  subespacio de W
Propiedades:

» {T(v1),...,T(vy)} LI = {v1,...,0,} L.L

» dim(Nu(T)) + dim(Im(T)) = dim(V)



6.2.

Sea V un espacio vectorial, B = {vy,..
oWy b CW, IITL.T: VW / T(v) =w; Vi

{wh

6.3.

Teorema de las transformaciones lineales

Clasificacién
Monomorfismo: T inyectiva; v1 # ve = T'(vy) # T'(v2)
Epimorfismo: T sobreyectiva; Im(T) =W

Isomorfismo: T' biyectiva

Propiedades:

6.4.
Sean B = {vy,..

T es monomorfismo <= Nu(T) = {0y}
T es monomorfismo = dim(V) < dim(W)
T es epimorfismo = dim(W) < dim(V)
T es isomorfismo = dim(V) = dim (W)

T es isomorfismo = 3 T-1: W —» V T.L.

T es isomorfismo y {v1,...,v,} base de V.= {T'(v1),...,T(v,)} base

de W

Matriz de la transformaciéon

Mgp = [ ca(T(v1) ... cp(T(v1)) |

cp(T(v)) = [T]gpcn(v)
Observaciones:

7.

7.1.

rango([T) 35,) = dim(Im(T))

Las columnas de [T'] 3 5. son las coordenadas de los generadores de Im/(T').

Si T es isomorfismo = 3 [T_l}B/B = [T]B‘B’_l

Ecuaciones diferenciales

Lineales de primer orden

7.1.1. Generales

y' +altly=bt) yecC
a(t),b(t) € C

Si b(t) = 0, la ecuaioén es homogenea.

.,Un} base de V y dado el conjunto

., Unt base de Vy B’ = {w,...,w,} base de W.



Todas las soluciones de la ecuacién se pueden escribir y = yg +yp donde yp
es una solucién de la ecuacién e yy son las soluciones de la ecuacién homogenea.

yp =e I B(1)
yg = Ke
y=Ke ) L e AOB(1)

siendo

7.1.2. A coeficientes constantes

= Método de los coeficientes indeterminados ( sélo si b(t) = ek P, () )

Sia=—k:

yp = e " P
donde gr(Prny1) = gr(Pm) + 1.
Sia# —k:

yp = ethm(t)

donde gr(Qm+1) = gr(Pm)-

Luego reemplazando yp en la ecuacion diferencial se obtienen los coefici-
centes de P41 0 Q-

7.1.3. Principio de superposicion

y1 /[ oyl +ay = bi(t)
v/ Yol + ays = ba(t)

Sumando se obtiene:

(Y1 +y2)! +alys +y2) = bi(t) + ba(t)

Entonces y1 + y2 es solucion de y/ + ay = by (t) + ba(t).

7.1.4. Problemas a valores iniciales

{y/+a(t)y = b(t)

y(to) = Y
1. Se obtiene yqg.

2. Reemplazando t por ty resulta ya(to) = yo, de donde se obtiene el valor
de K.



7.1.5. Sistemas de ecuaciones

El sistema de ecuaciones diferenciales

T, =

E Li - A1

n
§ Tj + Qjn
i=1

puede interpretarse matricialmente como

&= Ax
donde
a1 A1n
A= .
Qnl Qnn
C ]
i =
L "E‘" J
C oy ]
T =
L Tn J
Si A es diagonalizable, A = QDQ~! con
A1 0
D=
0 An
Q=1[wn vn |

Seay=Q 'z, y=Q i

j=Q ' =Q 'QDQ 'z = Dy

quedando el sistema en y:
%1

y’!L
que tiene solucién inmediata,

y T =Qy.

= M

= /\nyn

kle)\lt

kne)‘”t

10



7.2. Lineales de segundo orden a coeficientes constantes

yi + ay! + by = c(t)

7.2.1. Solucién homogenea

P(z)=2* +ax+b — polinomio caractristico de la ecuacion

Sean A1 y A1 las raices de P(x).
lSi)\l#)\Q )\1,)\2€R

SH zgen{eklt,eAﬁ}
lSi)\lz/\g )\1,/\2€R
Su = gen {teM! eM'}
ISI)\1:/\72 )\1,)\26@
)\1 :OZ+Zﬁ
)\2 = — Zﬁ
Sy :gen{e/\lt,e)‘2t}

Empleando una combinacién lineal adecuada de estos generadores es posi-
ble obtener la siguiente solucion:

Sy = gen {eo‘t cos ft, e** sen Bt}
7.2.2. Solucién particular

» Coeficientes indeterminados( c(t) = Ppe* )

p=e"Q(t)
gr(Pm) sio M1 #F A Fk
donde gr(Q(t)) =< gr(Pm)+1 si M=k#XVi=k#X\

gr(Ppn)+3 si M=M=k
= Método de variacién de las constantes
ya = K191 + Koo
yp = c1(t)g1 + c2(t)d2

alpr+elps = 0
C1/¢1/ + 02/(]52/ = C(t)

Resolviendo el sistema por regla de cramer:

—c(t)a2(t)
W1, ¢2)
—c(H)o1(t)
W (1, ¢2)

De donde se obtienen c; y c2 por integraciéon de sus respectivas derivadas.

c1/ =

Ccol =

11



7.2.3. Problemas a valores iniciales

y+ayl +by = c(t)
y(to) = Yo
y/(to) = W

1 yo=yp + K191 + Ka¢2

2. Reemplazando ¢ por to resulta ya(to) = yo ¥ ya!(to) = y1, de donde se
obtiene el valor de K7 y Kos.

8. Autovectores y Autovalores

v#0,v € K" es autovector de A € K"*"si I e K / Av=Xv Y se dice
que X\ es el autovalor de A asociado al autovector v.

Polinomio Caracteristico: Pa(\) = det(A — \I)

P4 tiene grado n y sus raices son los autovalores de A.

Sy = Nul(A—M\I): autoespacio de A asociado a A (generado por autovectores
asociados a \)

Multiplicidad algebraica: (m.a.) multiplicidad de A como raiz de P4

Multiplicidad geométrica: (m.g.) dimension de Sy

Observaciones:

= Si A =0 es autovalor de A = A es singular.

= Si A es trianguar superior o inferior o diagonal = Los elementos de la
diagonal son los autovalores de A.

wtrz A=\
w det A=T["N" dondek;esm.a.de);
w Si\ # N = {v;, v} L.
= Sea P: K" — K" "yp: K — K
PA) =) wd y ple)=) aa’

Si A es autovalor de A asociado a v = p(\) es autovalor de P(A) asociado
a v.

s Py(\) = Par(\) .. autovalores de A = autovalores de A”. Ademas, si
X es autovalor de A de m.g. k = X es autovalor de AT de m.g. k.

9. Diagonalizacion

A es diagonalizable & A = PDP~! < 3 base de K" formada por autovec-
tores de A Siendo:

P= [ V1 o Up } v1 -+ - vpautovectoresde A

D=1 A1 -+ - Apautovaloresde A
An

12



9.1. Semejanza

A es semejante a B, y selonota A ~ B, siysolosi 3 Q tal que A = QBQ'.
Sean A, B, semejantes y B, C, semejantes, entonces:

= Pa(A) = Ps(})

n dim(Sy;.a) = dim(sx, B)

- A = Ay & BQM0) = M(Qwy)
w v LL & Q ty Qo LLL
s A~ C (relacion transitiva)

Si A diagonalizable = A ~ D. (donde D es la matriz diagonal de autoval-
ores.)

9.2. Aplicacién a transformaciones lineales

v # 0 es autovector de la transformacion T : V — V', si T'(v) = \v
At
B ={vy---v,} base de autovectores = [T, =1 |
An

v es autovector de T asociado a A < cp,(v) es autovector de [T] 5, asociado
a A para cualquier base B’'.

Observaciones:

- [T]BB ~ [T}B’B’

= T es diagonalizable si existe B base de autovectores de T'.

10. Matrices unitarias y ortogonales
( Con producto interno canoénico. )

U es unitaria si U~ =UH =0T sus columnas
P es ortogonal si P~ = PT son una BON

Si P es ortognal = P es unitaria.
Propiedades:

|det(U)| = 1

U, V, unitarias = UV, unitaria.

U, unitaria = (u,v) = (Uu, Uv).

Se dice que U ¢onserva el producto interno" . . conserva norma y angulo.

Si A, autovalor de U, unitaria = |A| = 1.

SiB={vi--v,} BONde C*y B' ={w; - w,} BON de C" = Cpp,
unitaria.

13



11. Matrices simétricas y hermiticas

A € R™™ es simétrica si AT = A

A € C™*" ¢s hermitica si A = A= AT
A es simétrica = A es hermitica.
Propiedades:

» A, hermitica = 27 Ax € RVx € O™

= Si A es autovalor de A, hermitica = A\ € R

Si A es hermitica y A\; # A; autovalores de A = v; Lv;

Si S C O™ es invariante por A = S+ es invariante por A.

12. Teorema espectral

A es simétrica si y solo si 3 P ortogonal tal que A = PDPT.
A es hermitica si y solo si 3 U unitaria tal que A = UDUT.

13. Formas cuadraticas
F(z) = 27 Az con A simétrica

Las formas cuadréaticas mas sencillas resultan cuando A es diagonal:
2
2

= Elipses: f—z +4=1

.o, 2 2
» Hipérboles: &7 — 43 =1

Si A no es diagonal resultan elipses o hipérboles rotadas respecto de los ejes
cartesianos: 27 + 2x179 + 73

Empleando el siguiente cambio de variable se logra obtener una expresiéon
sencilla respecto de los ejes apropiados:

2T Az = ¢
2'PDPTz =¢ A= PDPT

Seay = PTz, yI' =27 P:
2T Az =yTDy=c

Faltan 3 graficos

13.1. Clasificacién
Q(z) = 2T Az A simétrica
= Definida positiva si: 27 Az > OVx # 0
= Definida negativa si: 7 Az < OVx # 0

= Semi-definida positiva si: 7 Az > 0Vz > 0

14



= Semi-definida negativa si: 2T Ar < OVz <0
= Indefinida si: 3z, x5 tal que 27 Az; > 0y 22 Arg <0
Q(x) definida positiva Leftrightarrow A; > 0Vi, con \; autovalores de A.

13.2. Optimizaciéon

Q(x) = 27 Az con restriccion ||z||, = 1

mazQ(x) R minQ(x)
]y =1 [zl =1
mazQ(z) = Amaz Q%) = AMnaw < = = v (autovector)
[y =1
minQ(zr) _ Amiz  Q(%) = Apniz & = = v (autovector)
]l =1
Si la restriccion es ||x||, = k, expresando = como ||z||,0 con © = T, resulta:
2
o Az = ||z||507 Ao
siendo Apmin < 0T AD < Apas
= ||$||§A'min S xTAx S ||xH;ArnaJL
Si la restriccion es 7 BX = 1:
(si fuera 27Cz =k - 2"Bz =1AB= %)
A1
B=SDST con D=1 :
An
VAL
Sea D =D1D;i con D; =1 — 2T Bx = SCTSDlDlSTI =1
VAn

Al introducirse la variable z: z = D157z, la restriccién se convierte, en z, a
[Iz]l2 = 1. Ya que:

2T =2TD, ST A r=SD; 'z
= 2" Bx = ZTDlSTSDl_lz =Tz

Sustituyendo en la forma cuadritica se reduce el problema a la restriccién
[[2]l2 = 1:

Q(z) = 2T Az — Q(z)=2TCz
siendo C' = D;*STASD; ' A w = SDy 2.

15



14. Descomposicion en valores singulares (DVS)

Propiedad: si A € R™*" = AT A € R™*" es simétrica y semi-definida posi-
tiva.

Se llama valor singular de A a o = v/, siendo A autovalor de AT A,

SiAe R rg(A)=r=3UyVtal que A=UXVT, donde

g1 0
Z c R’mX’n , E —

Or

0 --- ‘0

con o1 > 09 > -+ > o, > 0: valores singulares de A.

U e R™*™ | ortogonal U =[p1 fyfbrt1 " fhn)

con gy = 2%V e {17}y {ftra1 - pin} tal que {p1 - pun} es BON de R™ y

gq

v; autovector de AT A asociado a \;.

V e R™" | ortogonal V=1[vy vy

14.1. DVS Reducida

A=U,3%, V]
con
Up = [p1 -+ o]
01
Y,=1| ..
Or

14.2. Observaciones
« {v1---v,} BON Fil(A)
s {Uy41- v} BON Nul(A)
» {yt1 -y} BON Col(A)
= {sr41--- pr} BON [Col(A)]T

14.3. Pseudo inversa de Moore-Penrose
Sea A =U,X, VT sedefine AT =V, SIUT o AT = VETUT donde

L]0
b
> ot

16



14.4. Propiedades
» U, Ul = Matriz de proyecciéon sobre Col(A)
» UTU, = Iy,
= V. VT = Matriz de proyecciéon sobre Fil(A)
» AAT =U,UT
» ATA=V, VT
. A(ATA) = A
» ATAAT = Af
= A€ R™" rg(A) =n = AT = A# (A# = (ATA)~1A)
= A€ R™" no singular = AT = A~!

= Relacién con minimos cuadrados:

Ax = b incompleto = AZ = proycoia)b
AAT es la matriz de proyeccion = Az = AATH

= 2t = A'b es soluciéon del problema de cuadrados minimos de menor
norma y todas las soluciones se escriben & = 2 + z,,, con z,, € Nul(A).
15. Observaciones de la practica
= |[Psoll < lof] Vo

s Pso=v VvelS

2 T
= Householder (ver figura 1). H =1 — Ty YW

= Sea P € R™™ la matriz de proyecciéon sobre S, I — P es matriz de
proyeccién sobre S-+.

m A € R"™ rg(A) =k, k<n = 0 es autovalor de m.g. n — k.

= Sea A autovalor de A, )\ es autovalor de rA.

» Sea X autovalor de Ay k € N, \F es autovalor de A*.

» Sea )\ autovalor de A, A~! es autovalor de A~!

= Sea A autovalor de A, A + r es autovalor de A + r1.

= Sea A autovalor de A, r\ es autovalor de rA.

= Si A € R™™ posee n autovalores distintos entonces A es diagonalizable.
» SiA2=Ayax € Col(A), Az = .

= Sea T'(z) = Px con P € R"™ "™ y ortogonal. Si S es invariante por T,

T(S) =Sy T(S*) = St

17



Figura 1: Matriz de Householder.

» 27Qy = (z,y), con Q € C™ " hermitica, define un productoo interno
< @ es definida positiva.

« A € RV |det(A)| = [] o

= A~ B = A tiene los mismos valores singulares que B.
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