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1. Espacios vectoriales
1.1. Subespacios

Sea V un espacio vectorial y S ⊂ V, S es subespacio si y sólo si

0V ∈ S
u+ v ∈ S ∀ u, v ∈ S
¸u ∈ S ∀ u ∈ S; ∀ ¸ ∈ K

1.2. Combinación Lineal
Sea el conjunto {v1, . . . , vn} ⊂ V y w ∈ V, w es combinación lineal de

{v1, . . . , vn} si existen ¸1, . . . , ¸n ∈ K tales que w = ¸1v1 + . . .+ ¸nvn.

1.3. Independencia Lineal
El conjunto {v1, . . . , vn} ⊂ V es linealmente independiente si y sólo si

n∑

i=1

¸ivi = 0 ⇔ ¸i = 0 ∀ i

1.4. Base
El conjunto {v1, . . . , vn} ⊂ V es una base de V si y sólo si

{v1, . . . , vn} genera V.

{v1, . . . , vn} es linealmente independiente.

Además dim (V) = n.

1.5. Coordenadas
Sea B = {v1, . . . , vn} una base de V y v ∈ V se denomina coordenadas al

conjunto {¸1, . . . , ¸n} / v =
n∑

i=1

¸ivi.

Se de�ne la siguiente función:
cB : V → Kn

cB(v) =

⎛
⎜⎝

¸1

...
¸n

⎞
⎟⎠

Propiedades:

cB(v) = 0Kn ⇐⇒ v = 0V

cB(v + u) = cB(v) + cB(u)

cB(¸v) = ¸cB(v)

{v1, . . . , vn} L.I. ⇐⇒ {cB(v1), . . . , cB(vn)} L.I.
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1.6. Matriz de cambio de base
Sean B = {v1, . . . , vn} y B′ = {w1, . . . , wn} bases de V.

CBB′ =
[
cB′(v1) . . . cB′(vn)

]
cambio de base B a B′

CB′B =
[
cB(w1) . . . cB(wn)

]
= [CBB′ ]

−1 cambio de base B′ a B

2. Wronskiano
Sean '1, '2 ∈ C1

W ('1, '2, x0) =

∣∣∣∣
'1(x0) '2(x0)
'1

′(x0) '2
′(x0)

∣∣∣∣
Si ∃ x0 / W ('1, '2, x0) ∕= 0 =⇒ {'1, '2} L.I.

3. Producto interno
3.1. De�nición

Sea V un ℝ espacio vectorial, ⟨⋅, ⋅⟩ : V× V→ ℝ es producto interno si

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩
⟨®x+ ¯y, z⟩ = ® ⟨x, z⟩+ ¯ ⟨y, z⟩ ®, ¯ ∈ ℝ
⟨x, x⟩ ≥ 0 ∧ ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0V

Sea V un ℂ espacio vectorial, ⟨⋅, ⋅⟩ : V× V→ ℂ es producto interno si

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩
⟨®x+ ¯y, z⟩ = ® ⟨x, z⟩+ ¯ ⟨y, z⟩ ®, ¯ ∈ ℂ
⟨x, x⟩ ≥ 0 ∧ ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0V

3.2. Desigualdad de Schwarz

⟨⋅, ⋅⟩ P.I. =⇒ ∣⟨x, y⟩∣ ≤ ∥x∥ ∥y∥

3.3. Desigualdad triangular

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

3.4. Teorema de Pitágoras

u ⊥ v =⇒ ∥x+ y∥2 = ∥x∥+ ∥x+ y∥
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3.5. Igualdad del paralelogramo

∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)

3.6. Propiedades varias
xT y producto canónico en ℝn

xT y producto canónico en ℂn

∥x∥2 = ⟨x, y⟩
d(x, y) = ∥x− y∥ ( distancia de x a y )

x ⊥ y ⇐⇒ ⟨x, y⟩ = 0

® / cos(®) = ⟨x,y⟩
∥x∥∥y∥ ( ángulo subtendido entre x e y )

{v1, . . . , vn} es un conjunto ortogonal si ⟨vi, vj⟩ ∀ i ∕= j

{v1, . . . , vn} es un conjunto ortonormal si es ortogonal y ⟨vi, vi⟩ = 1 ∀ i

Si {v1, . . . , vn} es un conjunto ortogonal ⇐= es L.I.

Sea B = {v1, . . . , vn} base de V, x ∈ V, y ∈ V y ⟨⋅, ⋅⟩ es P.I. entonces

⟨x, y⟩ = cB(x)GcB(y)

donde G =

⎡
⎢⎣

⟨v1, v1⟩ . . . ⟨v1, vn⟩
... . . . ...

⟨vn, v1⟩ . . . ⟨vn, vn⟩

⎤
⎥⎦ simétrica en ℝ, hermítica en ℂ y

de�nida positiva.

4. Proyección ortogonal
Complemento ortogonal: Sea S ⊂ V, el complemento ortogonal, S⊥, es el

conjunto
S⊥ = {v ∈ V / ⟨v, s⟩ = 0 ∀ s ∈ S}

S⊥ es subespacio.

Si S = V entonces S⊥ = {0V}

S⊥⊥
= S

V = S⊕ S⊥
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4.1. De�nición
Sea V un espacio vectorial con P.I., S ⊂ V, x ∈ V y x′ ∈ V.

x′ = proyS ⇐⇒ x′ ∈ S ∧ x− x′ ∈ S⊥.
Si ∃ proySx = x′ =⇒ x′ es único.

d(x, x′) ≤ d(x, s) ∀ s ∈ S
Sea B = {v1, . . . , vk} una base ortogonal de S.

proySx =

k∑

i=1

®ivi donde ®i =
⟨vi, x⟩
⟨vi, vi⟩

proySx = 0V ⇐⇒ x ∈ S⊥

Si x ∈ S =⇒ proySx = x

Si x ∈ V entonces x = proySx+ proyS⊥x

x− proySx = proyS⊥x

4.2. Gram-Schmidt
Sea S ⊂ V y B = {v1, . . . , vn} base de S =⇒ ∃ B′ = {u1, . . . , un} base

ortogonal de S donde:

u1 = v1

ui = vi − proySi−1
vi ; Si−1 = gen {u1, . . . , ui−1} ; 2 ≤ i ≤ n

4.3. Matriz de proyección
Una matriz P de proyección veri�ca

1. P = PT

2. P 2 = P

3. Px = proycol(P )x

Sea S ⊂ ℝn con el P.I. canónico y B = v1, . . . , vk base ortonormal de S.
Si Q = [v1 . . . vk] entonces P = QQT proyecta sobre S.

5. Cuadrados minimos
Sea A ∈ ℝm×n.

Si b ∈ col(A) entonces Ax = b es compatible.
Si b /∈ col(A) es posible encontrar x0 / Ax0 = proycol(A)b.

La solución del sistema Ax = b por cuadrados mínimos cumple

ATAx = AT b Ecuaciones normales

Observaciones:
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Nul(A) = Nul(AT )

rango(ATA) = rango(A)

Si rango(A) = n entonces A# = (ATA)−1AT , denominada pseudo-inversa
de A, es tal que

A#A = I

AA# = matriz de proyección

5.1. Regresión lineal
Dado el conjunto de puntos {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} la recta que mejor ajusta

a los puntos es

y = mx+ b

donde ⎡
⎢⎢⎢⎣

n
n∑

i=1

xi

n∑

i=1

xi

n∑

i=1

x2
i

⎤
⎥⎥⎥⎦
[

b
m

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎣

n∑

i=1

yi

n∑

i=1

xiyi

⎤
⎥⎥⎥⎦

6. Transformaciones lineales
6.1. De�nición

Sean V y W K espacios vectoriales. Una función T : V → W es una trans-
formación lineal si para v1, v2 ∈ V y ¸ ∈ K se veri�can

T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2)

T (¸v1) = ¸T (v1)

Observaciones:

T (0V) = 0W ∀T.L.
Sean T : V → W y G : W → U, la composición G ∘ T : V → U es una
transformación lineal.

Nu(T ) = {v ∈ V / T (v) = 0W} subespacio de V

Im(T ) = {w ∈W / w = T (v) para algún v ∈ V} subespacio de W

Propiedades:

{T (v1), . . . , T (vn)} L.I =⇒ {v1, . . . , vn} L.I.

dim(Nu(T )) + dim(Im(T )) = dim(V)
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6.2. Teorema de las transformaciones lineales
Sea V un espacio vectorial, B = {v1, . . . , vn} base de V y dado el conjunto

{w1, . . . , wn} ⊂W, ∃ ! T.L. T : V→W / T (vi) = wi ∀ i.

6.3. Clasi�cación
Monomor�smo: T inyectiva; v1 ∕= v2 =⇒ T (v1) ∕= T (v2)

Epimor�smo: T sobreyectiva; Im(T ) =W

Isomor�smo: T biyectiva

Propiedades:

T es monomor�smo ⇐⇒ Nu(T ) = {0V}
T es monomor�smo =⇒ dim(V) ≤ dim(W)

T es epimor�smo =⇒ dim(W) ≤ dim(V)

T es isomor�smo =⇒ dim(V) = dim(W)

T es isomor�smo =⇒ ∃ T−1 :W→ V T.L.

T es isomor�smo y {v1, . . . , vn} base de V =⇒ {T (v1), . . . , T (vn)} base
de W

6.4. Matriz de la transformación
Sean B = {v1, . . . , vn} base de V y B′ = {w1, . . . , wn} base de W.

[T ]BB′ =
[
cB′(T (v1)) . . . cB′(T (v1))

]

cB′(T (v)) = [T ]BB′cB(v)
Observaciones:

rango([T ]BB′) = dim(Im(T ))

Las columnas de [T ]BB′ son las coordenadas de los generadores de Im(T ).

Si T es isomor�smo =⇒ ∃ [
T−1

]
B′B = [T ]BB′

−1

7. Ecuaciones diferenciales
7.1. Lineales de primer orden
7.1.1. Generales

y′+ a(t)y = b(t) y ∈ C1

a(t), b(t) ∈ C

Si b(t) = 0, la ecuaión es homogenea.
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Todas las soluciones de la ecuación se pueden escribir y = yH +yP donde yP
es una solución de la ecuación e yH son las soluciones de la ecuación homogenea.

yP = e−¸(t)B(t)

yH = Ke−¸(t)

y = Ke−¸(t) + e−¸(t)B(t)

siendo
¸(t) =

∫
a(t)

B(t) =
∫
e¸(t)b(t)

7.1.2. A coe�cientes constantes
Método de los coe�cientes indeterminados ( sólo si b(t) = ektPm(t) )
Si a = −k:

yP = e−atPm+1

donde gr(Pm+1) = gr(Pm) + 1.
Si a ∕= −k:

yP = ektQm(t)

donde gr(Qm+1) = gr(Pm).
Luego reemplazando yP en la ecuación diferencial se obtienen los coe�ci-
centes de Pm+1 o Qm.

7.1.3. Principio de superposición
y1 / y1′+ ay1 = b1(t)
y1 / y2′+ ay2 = b2(t)

Sumando se obtiene:

(y1 + y2)′+ a(y1 + y2) = b1(t) + b2(t)

Entonces y1 + y2 es solución de y′+ ay = b1(t) + b2(t).

7.1.4. Problemas a valores iniciales{
y′+ a(t)y = b(t)

y(t0) = y0

1. Se obtiene yG.

2. Reemplazando t por t0 resulta yG(t0) = y0, de donde se obtiene el valor
de K.
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7.1.5. Sistemas de ecuaciones
El sistema de ecuaciones diferenciales

⎧
⎨
⎩

ẋ1 =

n∑

i=1

xi ⋅ ®i1

...

ẋn =

n∑

i=1

xi ⋅ ®in

puede interpretarse matricialmente como

ẋ = Ax

donde

A =

⎡
⎢⎣

®11 ⋅ ⋅ ⋅ ®1n

... . . . ...
®n1 ⋅ ⋅ ⋅ ®nn

⎤
⎥⎦

ẋ =

⎡
⎢⎣

ẋ1

...
ẋn

⎤
⎥⎦

x =

⎡
⎢⎣

x1

...
xn

⎤
⎥⎦

Si A es diagonalizable, A = QDQ−1 con

D =

⎡
⎢⎣

¸1 0
. . .

0 ¸n

⎤
⎥⎦

Q =
[
v1 ⋅ ⋅ ⋅ vn

]

Sea y = Q−1x, ẏ = Q−1ẋ:

ẏ = Q−1ẋ = Q−1QDQ−1x = Dy

quedando el sistema en y:
⎧
⎨
⎩

ẏ1 = ¸1y1
...

ẏn = ¸nyn

que tiene solución inmediata

y =

⎡
⎢⎣

k1e
¸1t

...
kne

¸nt

⎤
⎥⎦

y x = Qy.
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7.2. Lineales de segundo orden a coe�cientes constantes

y′′+ ay′+ by = c(t)

7.2.1. Solución homogenea

P (x) = x2 + ax+ b Ã− polinomio caractrístico de la ecuación
Sean ¸1 y ¸1 las raices de P (x).

Si ¸1 ∕= ¸2 ¸1, ¸2 ∈ ℝ

SH = gen
{
e¸1t, e¸2t

}

Si ¸1 = ¸2 ¸1, ¸2 ∈ ℝ

SH = gen
{
te¸1t, e¸1t

}

Si ¸1 = ¸2 ¸1, ¸2 ∈ ℂ
¸1 = ®+ i¯
¸2 = ®− i¯

SH = gen
{
e¸1t, e¸2t

}

Empleando una combinación lineal adecuada de estos generadores es posi-
ble obtener la siguiente solucion:

SH = gen
{
e®t cos¯t, e®t sen¯t

}

7.2.2. Solución particular
Coe�cientes indeterminados( c(t) = Pmekt )

yP = ektQ(t)

donde gr(Q(t)) =

⎧
⎨
⎩

gr(Pm) si ¸1 ∕= ¸2 ∕= k
gr(Pm) + 1 si ¸1 = k ∕= ¸2 ∨ ¸2 = k ∕= ¸1

gr(Pm) + 3 si ¸1 = ¸2 = k

Método de variación de las constantes
yH = K1Á1 +K2Á2

yP = c1(t)Á1 + c2(t)Á2

{
c1′Á1 + c2′Á2 = 0
c1′Á1′+ c2′Á2′ = c(t)

Resolviendo el sistema por regla de cramer:

c1′ = −c(t)Á2(t)

W (Á1, Á2)

c2′ = −c(t)Á1(t)

W (Á1, Á2)

De donde se obtienen c1 y c2 por integración de sus respectivas derivadas.
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7.2.3. Problemas a valores iniciales⎧
⎨
⎩

y′′+ ay′+ by = c(t)
y(t0) = y0
y′(t0) = y1

1. yG = yP +K1Á1 +K2Á2

2. Reemplazando t por t0 resulta yG(t0) = y0 y yG′(t0) = y1, de donde se
obtiene el valor de K1 y K2.

8. Autovectores y Autovalores
v ∕= 0, v ∈ Kn es autovector de A ∈ Kn×n si ∃ ¸ ∈ K / Av = ¸v Y se dice

que ¸ es el autovalor de A asociado al autovector v.
Polinomio Característico: PA(¸) = det(A− ¸I)
PA tiene grado n y sus raíces son los autovalores de A.
S¸ = Nul(A−¸I): autoespacio de A asociado a ¸ (generado por autovectores

asociados a ¸)
Multiplicidad algebraica: (m.a.) multiplicidad de ¸ como raiz de PA

Multiplicidad geométrica: (m.g.) dimensión de S¸

Observaciones:
Si ¸ = 0 es autovalor de A ⇒ A es singular.

Si A es trianguar superior o inferior o diagonal ⇒ Los elementos de la
diagonal son los autovalores de A.

trz A =
∑n

¸i

det A =
∏n

¸i
ki dondekiesm.a.de¸i

Si ¸i ∕= ¸j ⇒ {vi, vj}L.I.
Sea P : Kn×n −→ Kn×n y p : K −→ K

P (A) =
∑

aiA
i y p(x) =

∑
aix

i

Si ¸ es autovalor de A asociado a v ⇒ p(¸) es autovalor de P (A) asociado
a v.

PA(¸) = PAT (¸) ∴ autovalores de A = autovalores de AT . Además, si
¸ es autovalor de A de m.g. k ⇒ ¸ es autovalor de AT de m.g. k.

9. Diagonalización
A es diagonalizable ⇔ A = PDP−1 ⇔ ∃ base de Kn formada por autovec-

tores de A Siendo:

P =
[
v1 ⋅ ⋅ ⋅ vn

]
v1 ⋅ ⋅ ⋅ vnautovectoresdeA

D = I

⎡
⎢⎣

¸1

...
¸n

⎤
⎥⎦ ¸1 ⋅ ⋅ ⋅¸nautovaloresdeA
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9.1. Semejanza
A es semejante a B, y se lo nota A ∼ B, si y solo si ∃ Q tal que A = QBQ−1.
Sean A, B, semejantes y B, C, semejantes, entonces:

PA(¸) = PB(¸)

dim(S¸i,A) = dim(s¸i,B)

Avi = ¸ivi ⇔ B(Q−1vi) = ¸i(Q
−1vi)

vi ⋅ ⋅ ⋅ vk L.I. ⇔ Q−1vi ⋅ ⋅ ⋅Q−1vk L.I.

A ∼ C (relación transitiva)

Si A diagonalizable ⇒ A ∼ D. (donde D es la matriz diagonal de autoval-
ores.)

9.2. Aplicación a transformaciones lineales
v ∕= 0 es autovector de la transformación T : V → V , si T (v) = ¸v

B = {v1 ⋅ ⋅ ⋅ vn} base de autovectores ⇒ [T ]B = I

⎡
⎢⎣

¸1

...
¸n

⎤
⎥⎦

v es autovector de T asociado a ¸ ⇔ cB′(v) es autovector de [T ]B′ asociado
a ¸ para cualquier base B′.

Observaciones:

[T ]BB ∼ [T ]B′B′

T es diagonalizable si existe B base de autovectores de T .

10. Matrices unitarias y ortogonales
( Con producto interno canónico. )

U es unitaria si U−1 = UH = ŪT

P es ortogonal si P−1 = PT

}
⇔ sus columnas

son una BON
Si P es ortognal ⇒ P es unitaria.
Propiedades:

∣det(U)∣ = 1

U , V , unitarias ⇒ UV , unitaria.

U , unitaria ⇒ (u, v) = (Uu,Uv).
Se dice que U çonserva el producto interno"∴ conserva norma y ángulo.

Si ¸, autovalor de U , unitaria ⇒ ∣¸∣ = 1.

Si B = {v1 ⋅ ⋅ ⋅ vn} BON de Cn y B′ = {w1 ⋅ ⋅ ⋅wn} BON de Cn ⇒ CBB′ ,
unitaria.
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11. Matrices simétricas y hermíticas
A ∈ Rn×n es simétrica si AT = A
A ∈ Cn×n es hermítica si AH = A = ĀT

A es simétrica ⇒ A es hermítica.
Propiedades:

A, hermítica ⇒ x̄TAx ∈ R∀x ∈ Cn

Si ¸ es autovalor de A, hermítica ⇒ ¸ ∈ R

Si A es hermítica y ¸i ∕= ¸j autovalores de A ⇒ vi⊥vj

Si S ⊂ Cn es invariante por A ⇒ S⊥ es invariante por A.

12. Teorema espectral
A es simétrica si y solo si ∃ P ortogonal tal que A = PDPT .
A es hermítica si y solo si ∃ U unitaria tal que A = UDUT .

13. Formas cuadráticas
F (x) = xTAx con A simétrica

Las formas cuadráticas más sencillas resultan cuando A es diagonal:

Elipses: x2

a2 + y2

b2 = 1

Hipérboles: x2

a2 − y2

b2 = 1

Si A no es diagonal resultan elipses o hipérboles rotadas respecto de los ejes
cartesianos: x2

1 + 2x1x2 + x2
2

Empleando el siguiente cambio de variable se logra obtener una expresión
sencilla respecto de los ejes apropiados:

xTAx = c

xTPDPTx = c A = PDPT

Sea y = PTx, yT = xTP :
xTAx = yTDy = c

Faltan 3 grá�cos

13.1. Clasi�cación
Q(x) = xTAx A simétrica

De�nida positiva si: xTAx > 0∀x ∕= 0

De�nida negativa si: xTAx < 0∀x ∕= 0

Semi-de�nida positiva si: xTAx > 0∀x ≥ 0

14



Semi-de�nida negativa si: xTAx < 0∀x ≤ 0

Inde�nida si: ∃x1, x2 tal que xT
1 Ax1 > 0 y xT

2 Ax2 < 0

Q(x) de�nida positiva Leftrigℎtarrow ¸i > 0∀i, con ¸i autovalores de A.

13.2. Optimización
Q(x) = xTAx con restricción ∥x∥2 = 1

maxQ(x)
∥x∥2 = 1

o minQ(x)
∥x∥2 = 1

maxQ(x)
∥x∥2 = 1

= ¸max Q(x) = ¸max ⇔ x = v (autovector)

minQ(x)
∥x∥2 = 1

= ¸mix Q(x) = ¸mix ⇔ x = v (autovector)

Si la restricción es ∥x∥2 = k, expresando x como ∥x∥2v̂ con v̂ = x
∥x∥2

resulta:

xTAx = ∥x∥22v̂TAv̂
siendo ¸min ≤ v̂TAv̂ ≤ ¸max

⇒ ∥x∥22¸min ≤ xTAx ≤ ∥x∥22¸max

Si la restricción es xTBX = 1:
(si fuera xTCx = k → xTBx = 1 ∧B = C

k )

B = SDST con D = I

⎡
⎢⎣

¸1

...
¸n

⎤
⎥⎦

Sea D = D1D1 con D1 = I

⎡
⎢⎣

√
¸1

...√
¸n

⎤
⎥⎦ =⇒ xTBx = xTSD1D1S

Tx = 1

Al introducirse la variable z: z = D1S
Tx, la restricción se convierte, en z, a

∥z∥2 = 1. Ya que:

xT = zTD1S
T ∧ x = SD−1

1 z

⇒ xTBx = zTD1S
TSD−1

1 z = zT z

Sustituyendo en la forma cuadrática se reduce el problema a la restricción
∥z∥2 = 1:

Q(x) = xTAx −→ Q(z) = zTCz

siendo C = D−1
1 STASD−1

1 ∧ x = SD−1
1 z.
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14. Descomposición en valores singulares (DVS)
Propiedad: si A ∈ Rm×n ⇒ ATA ∈ Rn×n es simétrica y semi-de�nida posi-

tiva.
Se llama valor singular de A a ¾ =

√
¸, siendo ¸ autovalor de ATA.

Si A ∈ Rm×n, rg(A) = r ⇒ ∃ U y V tal que A = UΣV T , donde

Σ ∈ Rm×n , Σ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

¾1 0
. . . ...

¾r

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤
⎥⎥⎥⎦

con ¾1 ≥ ¾2 ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ¾r > 0: valores singulares de A.

U ∈ Rm×m , ortogonal U = [¹1 ⋅ ⋅ ⋅¹r¹r+1 ⋅ ⋅ ⋅¹n]

con ¹i =
Avi
¾i

∀i ∈ {1 ⋅ ⋅ ⋅ r} y {¹r+1 ⋅ ⋅ ⋅¹n} tal que {¹1 ⋅ ⋅ ⋅¹n} es BON de Rm y
vi autovector de ATA asociado a ¸i.

V ∈ Rn×n , ortogonal V = [v1 ⋅ ⋅ ⋅ vn]

14.1. DVS Reducida

A = UrΣrV
T
r

con

Ur = [¹1 ⋅ ⋅ ⋅¹r]

Σr = I

⎡
⎢⎣

¾1

. . .
¾r

⎤
⎥⎦

Vr = [v1 ⋅ ⋅ ⋅ vr]

14.2. Observaciones
{v1 ⋅ ⋅ ⋅ vr} BON Fil(A)

{vr+1 ⋅ ⋅ ⋅ vr} BON Nul(A)

{¹1 ⋅ ⋅ ⋅¹r} BON Col(A)

{¹r+1 ⋅ ⋅ ⋅¹r} BON [Col(A)]
⊥

14.3. Pseudo inversa de Moore-Penrose
Sea A = UrΣrV

T
r , se de�ne A† = VrΣ

†
rU

T
r o A† = V Σ†UT donde

Σ† =
[

Σ−1 0
0 0

]
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14.4. Propiedades
UrU

T
r = Matriz de proyección sobre Col(A)

UT
r Ur = Ir×r

VrV
T
r = Matriz de proyección sobre Fil(A)

AA† = UrU
T
r

A†A = VrV
T
r

A(A†A) = A

A†AA† = A†

A ∈ Rm×n, rg(A) = n ⇒ A† = A# (A# = (ATA)−1A)

A ∈ Rn×n, no singular ⇒ A† = A−1

Relación con mínimos cuadrados:
Ax = b incompleto =⇒ Ax̂ = proyCol(A)b

AA† es la matriz de proyección =⇒ Ax̂ = AA†b

⇒ x† = A†b es solución del problema de cuadrados mínimos de menor
norma y todas las soluciones se escriben x̂ = x† + xn, con xn ∈ Nul(A).

15. Observaciones de la práctica
∣∣PSv∣∣ ≤ ∣∣v∣∣ ∀ v

PSv = v ∀ v ∈ S

Householder (ver �gura 1). H = I − 2

wTw
wwT

Sea P ∈ ℛn×n la matriz de proyección sobre S, I − P es matriz de
proyección sobre S⊥.

A ∈ ℛn×n, rg(A) = k, k < n ⇒ 0 es autovalor de m.g. n− k.

Sea ¸ autovalor de A, r¸ es autovalor de rA.

Sea ¸ autovalor de A y k ∈ N , ¸k es autovalor de Ak.

Sea ¸ autovalor de A, ¸−1 es autovalor de A−1

Sea ¸ autovalor de A, ¸+ r es autovalor de A+ rI.

Sea ¸ autovalor de A, r¸ es autovalor de rA.

Si A ∈ ℛn×n posee n autovalores distintos entonces A es diagonalizable.

Si A2 = A y x ∈ Col(A), Ax = x.

Sea T (x) = Px con P ∈ ℛn×n y ortogonal. Si S es invariante por T ,
T (S) = S y T (S⊥) = S⊥.
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Figura 1: Matriz de Householder.

xHQy = (x, y), con Q ∈ Cn×n hermítica, de�ne un productoo interno
⇔ Q es de�nida positiva.

A ∈ Rn×n, ∣det(A)∣ = ∏
¾i.

A ∼ B ⇒ A tiene los mismos valores singulares que B.
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