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1. Definicion

Sea V' un C-espacio vectorial, yseanu € V,v eV, w eV y a € C , entonces
(+,-) : VexVe — C es un producto interno (pi) en V' si se cumplen los siguientes axiomas:

a;) (u,v) = (v,u) VvV (u,v)=(v,u) siV es R-ev
az) (u+wv,w) = (u,w)+ (v,w)
az) (ou,v) =a(u,v) V (au,v)=a(u,v) siV es R-ev

az) (u,u) >0 A (u,u)=0 <= u=0y

2. Propiedades del pi

(i) (u,v+w)=(u,v)+ (u,w)
(17) (u,awv) = a(u,v)

(iid) (v,0y) =0

El producto interno canénico (pic)

En R": (u,v) = u’v



En C" : (u,v) = ufv = (ul)v

En R™" . (A, B) = Eaijbij
i=1

j=1

3. Norma y distancia

Sea V un EV PI (espacio vectorial con prod. int.), se define como norma al nimero real
[ull = (u,u)
y la distancia entre dos elementos vy v de V' se define como:

d(u,v) = || — |

3.1. Propiedades de la norma

(2) lul| >0 A Jul|=0 <= u=0y
(@) ||kul = [k|lull (k€ K)

(173) |lu+ | < Ju||+ |Jv|]| (Desigualdad Triangular)

4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Ver apunte 7.

5. Ortogonalidad

5.1. Definicion

Dos elementos u y v de V' (EV PI) son ortogonales <= (u,v) =0



Atencién: La ortogonalidad depende del producto interno del correspondiente espacio vec-
torial

5.2. Propiedad Pitagoérica

Siuy v son ortogonales = |lu+ v||> = |Jul]® + ||v|?

Si el espacio vectorial es Real entonces se cumple el "si y solo si".

5.3. Conjuntos Ortogonales

Definicién: {uy, us, ....,u,} es un conjunto ortogonal <= (u;,u;) =0 Vi#j
Propiedad: Todo conjunto ortogonal que no contenga al Oy es LI

B es una base ortogonal (BOG) si es base y es ortogonal

5.4. Conjuntos Ortonormales

Definicién: {uy, ug, ....,u,} €s un conjunto ortonormal <= { lw|[=1, i=1,..,r

B es una base ortonormal (BON) si es base y es ortonormal

ﬁ es llamado versor asociado a v y tiene norma 1.

6. Matriz del Producto Interno (Matriz de Gram)

Sea B = {uy,us, ....,u,} base de V. (EV PI), y sean v y w de V, entonces:

(v,w) = [v]2.Gp.lw|p // Con la otra notacién: (v, w) = Cg(v)”.Gp.Cp(w)
(wi,r)  (ur,uz) -+ (ur,ur) Gp € K™ (Sidim(V) =r)
(ug,u1) (ug,ug) -+ (uz,u,) e Hermitica (Simétrica)
donde G = : . .

: : : e Definida Positiva
(up,ur)  (wp,ug) -+ (up,uy) e Inversible



6.1. Observaciones

o A€ C es hermitica < A= A" (a;; =7ay)
o A€ R"™ es simétrica <= A=A" (a; = a;)

e Si K = C, entonces sea A € C"™" hermitica = A es definida positiva +— z7 Az >0
Ve AN 2HAz =0 < =0

e Si K =R, entonces sea A € R™" simétrica = A es definida positiva <= x7 Az >0
Ve AN 2TAz=0 <= 2=0

e Sea A € C"" (R™") hermitica (simétrica) = A es definida positiva <= todos los
subdeterminantes (o menores) principales de A son > 0

e Sea A € C™" (R"™") hermitica (simétrica) = A es definida positiva <= todos los
autovalores de A son > 0

6.2. Casos Especiales

(91,91) 0 0
0 (g2, 92) - +- 0

e B={g1,92,..-,9} BOGde V = Gp = (Diago-

0 0 - (9r9)
nal)

e B={uj,us,...,u} BONde V —= Gp=1 (pues ||u;|| = 1)

7. Proyecciones Ortogonales

Sea V un EV PI, S un subespaciode Vyv eV :

7.1. Definicién

ve s

v es la proyeccién de v sobre S <= {v—ﬁJ_S V (0—Tw)=0 YweS

Notacién: v = pg(v) 6 v = pgv
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Ejemplo en R

7.2. Propiedades

e Si existe la proyeccién de v sobre S = pg(v) es tnica
e ps(u—+v)=ps(u)+ps(v)

o ps(kv) = kps(v)

e ps(v)=v <= vels

o ps(v) =0y <= v lS

7.3. Formula de proyeccion

Sea S un subespacio de V'y B = {¢1, g2, ...., -} una BOG de S, entonces:

(gi

1 llgi

v

ps(v) =

||Mﬁ

79

Caso particular: Si B = {uq, ug, ....,u, } es BON de S, entonces:

Mﬁ

ps(v) = > (ug,v).u,

1

..
Il



7.4. Método de Gram-Schmidt (Construccién de una BOG)

Sea S subespacio de V'y B = {vy,vs,....,v,.} base de S = I B’ = {¢1, 92, ...., -} BOG
de S donde:

g1 =11
gi = v; — ps,_,(v;) donde S;_ 1 ={g1,....., gi—1} con 2 <i<r
7.5. La proyeccién como mejor aproximacion

Sea S subespacio de V' y v € V, si U = pg(v) resulta:
d(v,0) <d(v,w) YweS (flo—=2] <|lv—w]|)

es decir, ¥ es el vector de S que estd "mads cerca" de v o "mejor aproxima" a v.

7.5.1. Distancia de un vector a un subespacio

d(v,S) = |lv =]l

7.6. Complemento Ortogonal
7.6.1. Definicién

Sea S subespacio de V' (EV PI) entonces el complemento ortogonal de S se define como:
St={wveV /(vw)=0 YVweS}
S+ es subespacio de V.

Si S =gen{vi,va,...v,} CV = St={veV /(vn)=0,.,(v,uv)=0}

7.6.2. Propiedad

Sea S C V un subespacio de V tal que V v € V existe pg(v)



— SesSt=V (SNSt={0y} A S+St=1V)

7.6.3. Corolarios

(i) Sidim(S) es finita = I pg(v) VveV = S@St=V
(i) Sidim(V)=n = dim(S® S*)=dim(S)+dim(S*)=n
(i) SiS®St=V = (SHt=389

(iv) SiSaSt=V = v=ps(v)+ps(v) YoEV

7.6.4. Casos Especiales

e 5iS = Nul(A) ={zreR" | Az = 0},
En general, para p.i. candnico:

r€Nul(A) & Az =0 < (F',2) =0 < z L Fil(A) < =z € [Fil(4)]t =
Nul(A) = [Fil(A)]*

= St = Fil(A)

e Si S = Nul(A") ={z e R" /| ATz =0},

Nul(AT) L Fil(AT) = Col(A) = | Nul(AT) = [Col(A)]*| = S+ = Col(A)

7.8. Matriz de Proyeccion

Atencion: A partir de ahora usamos sdélo p.i. candnico.
Sea V = K" (p.i.c.), S subespacio de V :

7.8.1. Definicién

P € K™ es la matriz de proyeccion sobre S si P.v = pg(v) tal que P = QQ, con Q = [uy
Uy ..... ur] y B ={uy,us,......,u,.} una BON de S.



7.8.2. Propiedades

e P es tUnica
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e Col(P)=Col(Q) =S
e PH = P (Hermitica) A P? = P (Idempotente)

Obs: rg(P) = dim(S) =r

7.8.3. Relacién entre Psy Pg.

Si Pg la matriz de proyeccién sobre S y Pg1 la matriz de proyeccién sobre S+ entonces:
v=ps(v)+pgi(v) YveR"

v=PFPsv+ Pgr.v

Iv=(Ps+Ps)v = [Pg+Pg=1

7.8.4. Un par de observaciones

Pv e Col(P) = wv— Puve[Co(P)]*:

e P esinversible <= det(P)#0 < ... < P=1

SiP#1 = rg(P)<(n—1)

o P =P = Nul(PT) = [Col(P)]* = Nul(P) = [Col(P)]|* = Nul(P) L Col(P)

= | Nul(P) & Col(P) = R"




