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Respuestas 

TEMA 1 

EJERCICIO 1: 

[𝑇]𝐵 (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 3

) ;    𝐵 = {𝐸11; 𝐸12+𝐸21; 𝐸22; 𝐸12−𝐸21} 

 

EJERCICIO 2: 

𝐴 = [𝑇]𝐸
ℝ2𝐸

ℝ3 = (
2 −1
2 −1
2 −1

) ; 𝐴+ =
1

15
(

2 2 2
−1 −1 −1

); 𝑥𝑚í𝑛 =
1

15
(

14
−7

) 

 

EJERCICIO 3: 

a) Para cada autovalor 𝛼 de 𝑝(𝐴) = 𝐴 + 𝐼 existe un autovalor 𝜆: 𝛼 = 𝜆 + 1. Como 𝐴 + 𝐼 es 

definida positiva: 𝛼 > 0; por lo tanto 𝜆 + 1 > 0. 

Para cada autovalor 𝛽 de 𝑞(𝐴) = 𝐴 − 2𝐼 existe un autovalor 𝜆: 𝛽 = 𝜆 − 2. Como 𝐴 − 2𝐼 es 

definida negativa: 𝛽 < 0; por lo tanto 𝜆 − 2 < 0.  

Luego, los autovalores de la matriz 𝐴 cumplen: −1 < 𝜆 < 2. 

b) Siendo   𝐴 = 𝑈 Σ VT, una descomposición en valores singulares de la matriz A, las columnas 

𝑣𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, de 𝑉 son autovectores de 𝐴𝑇𝐴, por construcción; esto es, 𝐴𝑇𝐴𝑣 =  𝜆𝑣. Las 𝑟 

primeras columnas de la matriz 𝑈, siendo 𝑟 el rango de 𝐴, se calculan como 𝑢𝑖 =
𝐴𝑣𝑖

𝜎𝑖
, donde 𝜎𝑖 

es el i-ésimo valor singular de 𝐴, que será no nulo para 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟. Multiplicando por 𝐴 y 

dividiendo por 𝜎𝑖:   

𝐴𝐴𝑇 𝐴𝑣𝑖

𝜎𝑖
=  𝜆

𝐴𝑣𝑖

𝜎𝑖
   si y sólo si 𝐴𝐴𝑇𝑢𝑖 =  𝜆𝑢𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟. Por lo tanto 𝑢𝑖 es autovector de 𝐴𝐴𝑇. 

Por otra parte, 𝜆 = 0 es autovector de 𝐴𝑇𝐴 de multiplicidad 𝑛 − 𝑟. Luego, las 𝑛 − 𝑟 columnas 

restantes de 𝑈 son autovectores de 𝐴𝐴𝑇 asociadas al autovalor 0. En efecto: 𝐴𝐴𝑇𝑢𝑖 =  0ℝ𝑢𝑖, 

con 𝑟 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

 

EJERCICIO 4: 

a) Para que los conjuntos de nivel 𝑘 > 0 sean curvas cerradas, debe ser |𝛼| < 2.  

 

b) Con 𝛼 = 2, el máximo de la forma cuadrática 𝑄(𝑥), sujeta a 𝑥𝑇𝐵𝑥 = 1, con 𝐵 = (
1 0

0
1

4

), es 

8, y se alcanza en 𝑥 = ± (
1 0
0 2

) (
1
1

)
1

√2
=  ± (

1/√2

−2/√2
). 
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EJERCICIO 5: 

𝑋: ℝ → ℝ2/ 𝑋(𝑡) = −
1

10
(

3
−1

) 𝑒−
1
2

𝑡 +
3

10
(

1
3

) 𝑒
1
3

𝑡
 

 

TEMA 2 

EJERCICIO 1: 

[𝑇]𝐵 (

−2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 4

) ;    𝐵 = {𝐸11; 𝐸12+𝐸21; 𝐸22; 𝐸12−𝐸21} 

EJERCICIO 2: 

𝐴 = [𝑇]𝐸
ℝ2𝐸

ℝ3
= (

1 1
1 1
1 1

) ; 𝐴+ =
1

6
(

1 1 1
1 1 1

); 𝑥𝑚í𝑛 = −
1

6
(

1
1

) 

 

EJERCICIO 3: 

a) Para cada autovalor 𝛼 de 𝑝(𝐴) = 𝐴 − 𝐼 existe un autovalor 𝜆: 𝛼 = 𝜆 − 1. Como 𝐴 − 𝐼 es 

definida negativa: 𝛼 < 0; por lo tanto 𝜆 − 1 < 0. 

Para cada autovalor 𝛽 de 𝑞(𝐴) = 𝐴 + 2𝐼 existe un autovalor 𝜆: 𝛽 = 𝜆 + 2. Como 𝐴 + 2𝐼 es 

definida positiva: 𝛽 > 0; por lo tanto 𝜆 + 2 > 0.  

        Luego, los autovalores de la matriz 𝐴 cumplen: −2 < 𝜆 < 1. 

b)  Sea 𝐴 = 𝑈 Σ VT, una descomposición en valores singulares de la matriz 𝐴. 

Entonces 𝑃𝐴 = (𝑃𝑈)Σ VT es una descomposición en valores singulares de la matriz 𝑃𝐴, ya 

que 𝑃𝑈 es ortogonal. En efecto: (𝑃𝑈)𝑇𝑃𝑈 = 𝑈𝑇(𝑃𝑇𝑃)𝑈 = 𝑈𝑇𝑈 = 𝐼  y también 𝑃𝑈(𝑃𝑈)𝑇 =

𝑃(𝑈𝑈𝑇)𝑃𝑇 = 𝑃𝑃𝑇 = 𝐼. Entonces, (𝑃𝐴)+ = 𝑉Σ+(𝑃𝑈)𝑇 = 𝑉Σ+𝑈𝑇𝑃𝑇 = 𝐴+𝑃𝑇. 

 

EJERCICIO 4: 

a) Para que los conjuntos de nivel 𝑘 ≠ 0 sean hipérbolas, debe ser |𝛼| > 2.  

 

b) Con 𝛼 = 2, el máximo de la forma cuadrática 𝑄(𝑥), sujeta a 𝑥𝑇𝐵𝑥 = 1, con 𝐵 = (
1 0

0
1

4

), es 

8, y se alcanza en 𝑥 = ± (
1 0
0 2

) (
1
1

)
1

√2
=  ± (

1/√2

2/√2
). 

EJERCICIO 5: 
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𝑋: ℝ → ℝ2/ 𝑋(𝑡) =
1

5
(

−2
1

) 𝑒−2𝑡 +
2

5
(

1
2

) 𝑒−
1

12
𝑡
. 


