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1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

A lo largo de estas notas consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales lineales a
coeficientes constantes, es decir, sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma

Yy = anyr+aiy2 + -+ amyn + fi(t)
: ;
ro_
Yp = AniY1 + an2y2 + - + GnpYn + fn(t)
donde las funciones diferenciables y1, . .., y, son las incognitas, los coeficientes a;; son constantes
y las funciones fi(t),..., fn(t) estdn definidas en un intervalo Z C R y son continuas alli.

El sistema anterior se puede escribir en forma matricial

Y =AY + F(t) (1)
considerando
y1(t) Y1 (?) air e a fi(t)
Yt)y=| + |, Y@=] |, A=] : y F)=]
Yn(t) Yn(t) Gni -+ Gnn fa(t)

Por ejemplo, el sistema de ecuaciones diferenciales

Yi = 2yitye—t
vy = —y1+ 3y2 +cos(t) ’

es equivalente a la ecuacién diferencial matricial
Y' =AY + F(t)

con

yl(t)] : [y’l(t)] [ 2 1} [ —t }
Y(t) = o Y(t) = , A= P(t) = .
o=|n ] ro=|5 s ] Y TS L eos
El sistema (1) se denomina homogéneo si F'(t) = 0 y no homogéneo en otro caso.

Una solucién de (1) es una funcién ® : 7 — C" con J un intervalo, ®(¢) = [¢1(t) - - - ()]
y ¢i + J — C diferenciable en J para cada i = 1,...,n, que satisface (1) para todo t € J, esto
es

O'(t) = AD(t) + F(t) Vte J.

Al igual que para ecuaciones diferenciales de primer orden, dados ty € Z e Yy € C™, se considera
también el problema a valor inicial

Y/ = AY + F(t), Y (to) = Yo,

y se dice que una funcién ® : 7 — C" es solucién del mismo si ® es solucién de (1), tg € J y
O (tg) = Yo.



2. Sistemas homogéneos

En lo que sigue consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneos, es
decir, de la forma:

Y' =AY (2)

donde A es una matriz n x n.

Puede demostrarse que las soluciones de (2) estan definidas para todo ¢t € R y son continua-
mente diferenciables, es decir, el conjunto S de soluciones de (2) es un subconjunto del espacio
vectorial

CR,C") ={®:R—C": ®&=[¢ - da]', ¢i €CR),i=1,...,n}.
Més atin, S es un subespacio de C*(R,C"), ya que
1. ®(t) =0 es solucién de (2).
2. Si &7 y ®9 son soluciones de (2),
(P71 + y) = @) + D) = APy + ADy = A(Dq + Do),

con lo cual ®; + @2 también es solucién de (2).

3. Si ® es solucion de (2) y ¢ € C, entonces
(c®) = c® = cAD = A(c®),
y ¢® resulta solucién de (2).

El siguiente resultado informa sobre la dimensién del conjunto de soluciones de (2).

Teorema 1 El conjunto de soluciones de (2) es un subespacio de C'(R,C") de dimensién n.
En particular, si {®1,...,®,} es un conjunto linealmente independiente de soluciones de (2),
entonces

Y=c1P14+c2Ps+ - +¢,P,, €C,i=1,...,n,

es la solucién general de (2).

A un conjunto {®1,...,®,} de soluciones de (2) linealmente independiente — por lo tanto base
del conjunto de soluciones de la ecuacién (2)— se lo denomina conjunto fundamental de
soluciones de (2).

El problema que surge ahora es cémo hallar un conjunto fundamental de soluciones del
sistema homogéneo. Veremos a continuacién que en el caso en que la matriz A es diagonalizable,
este conjunto se obtiene directamente a partir de los autovalores y autovectores de la matriz (el
Apéndice contiene un breve resumen de los resultados de matrices necesarios para abordar el
tema).



2.1. Caso A diagonalizable

Antes de tratar el caso general consideremos el caso més simple, aquél en el cual la matriz
A es diagonal:

A O - 0

0 X -+ 0
Y'=1| . . . .| Y

0 0 - A\,

Este sistema es muy simple de resolver ya que y;, la i-ésima componente de Y, debe satisfacer
la ecuacion diferencial de primer orden
, — . .
Yi = Ailis

cuya solucion general es

Y = cl-e’\it, ¢ € C.

Luego, toda solucion del sistema de ecuaciones es de la forma

At crett 0
ci1€e
. 0 0 it Ant
Y(t) = : = . + et _ =ci(e1e™’) + -+ cplene™),
At : :
Cne 0 cpetnt
con ci,...,c, constantes arbitrarias y eq,...,e, los vectores candénicos de C™. En particular,
{®1,...,®,} con ®;(t) = e;e?! parai=1,...,n, es un conjunto fundamental de soluciones de
la ecuacion.

Supongamos ahora que A € C™"*™ es diagonalizable. Entonces existe una base {v1,...,v,}
de C™ compuesta por autovectores de A, es decir Av; = A\jv; para i = 1,...,n. Si consideramos
las matrices n X n,

M O - 0
0 Ao 0
P =1v- vy y D= : ,
0 0 An
tenemos que P es inversible y que
A=PDP .

Con el objeto de resolver (2), utilicemos el cambio de variables lineal Y = PZ. Teniendo en
cuenta que Z = P~'Y, 72/ = P~'Y" y que D = P~' AP, tenemos que Y es solucién de (2) si y
solo si

7' =P %' =P YAY)= (P 'AP)Z = DZ.

Como la solucién general del sistema Z’' = DZ es
Z = ci(e1e™Mt) 4 - 4 cp(enet),
tenemos que la solucién general de (2) es

Y = PZ = ci1(Pe1)eM + - + ¢, (Pey)e.



Finalmente, teniendo en cuenta que Pe; = v;, pues el producto de una matriz con el i-ésimo
vector candnico da por resultado la i-ésima columna de la matriz, tenemos que

Y =ci(vieM) + -+ ep(vpe™t), ¢ eCi=1,...,n, (3)
es la solucién general de (2) y que {®1,...,®,} con ®;(t) = v;e*t para i = 1,...,n, es un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién. La independencia lineal de {®q,...,®,}

puede probarse directamente, ya que

n n n
Zaifbi(t):OVtEIR{:>Zai<I>i(O):O:>Zaivi:O:>ai:0, Vi=1,...,n
=1 =1 =1

pues {vi,...,v,} es base de C", o en forma indirecta apelando al Teorema 1, pues, por un
lado (3) nos dice que {®1,...,P,} genera al conjunto S de soluciones del sistema, mientras
que, por otra parte, el Teorema 1 afirma que la dimensién de S es n, entonces, necesariamente,
{®q,...,P,} debe ser linealmente independiente ya que en caso contrario S tendria dimensién
menor que n.

Hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales lineal homogéneo a coeficientes

constantes (2). Supongamos que {vy,...,v,} es una base de C" compuesta por autovectores de
A, estoes Av; = v, , €Ci=1,...,n.
Entonces {®1,...,®,} con ®;(t) = v;e*?’ para i =1,...,n, es un conjunto fundamental de

soluciones de (2).
Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 1 Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones Y’ = AY con

4 -5
A= .
Los autovalores de A son Ay =6 y Ao = —1, mientras que los autoespacios correspondientes
son:

Su=gen{[-52'} vy Sy =gen{[l1]'}

Entonces {[—5 2];[1 1]'} es una base de C? (en este caso también de R?) compuesta por
autovectores de A, y, por lo tanto, {[—5e5 2e54)t; (e e~!]'} es un conjunto fundamental de
soluciones del sistema de ecuaciones. La solucién general del sistema es:

-5 1
Y(t)=¢c [ 9 ] % + ¢y [ 1 ] e, c1,c0€C.

Ejemplo 2 Resolver el problema a valores iniciales Y/ = AY, Y(0) = Y} con

3 -2 4 ~1
A= -2 6 2| e Yo=1| -1
4 23 3

Los autovalores de A son A\; = 7 doble y Ay = —2 simple.



Los autoespacios asociados a cada uno de esos autovalores son
Sy, =gen{[101]", [-110]'} vy S\, =gen{[-2 —1 2]'}.

Luego, dado que {[1 0 1]; [-1 1 0]%; [-2 —1 2]*} es base de C3, la solucién general del sistema

1 —1 —2
Y(t) =c | 0 et + c2 1 |e™ +c3 | —1 6_%,
1 0 2

con c¢1,cy vy c3 constantes complejas arbitrarias.
Como queremos que Y (0) = Y, necesariamente

1 —1 —2 ~1
YO =ci | 0 |+e| 1|+es| -1]=]|-1]=w
1 0 2 3

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se obtienen ¢; =1, co =0y ¢3 = 1, con lo cual
la solucién buscada es

1 -2 et —2e72
Yt)=|0 e+ | -1 e = —e~ 2
1 2 et 4 2¢=2

Cuando la matriz A del sistema de ecuaciones Y/ = AY pertenece a R"*™ es diagonalizable y
todos sus autovalores son reales, siempre es posible hallar un conjunto linealmente independiente
{v1,...,v,} compuesto por autovectores de A tal que v; € R™ para ¢ = 1,...,n; por lo tanto
el conjunto fundamental de soluciones {vie*?, ... v,e*?}, que surge de aplicar el Teorema 2,
estd compuesto por funciones reales, cosa que se observa en los dos ejemplos anteriores.

Cuando A es real, pero tiene algin autovalor A complejo, el conjunto fundamental de solu-
ciones obtenido siguiendo el Teorema 2 contendra algunas soluciones a valores complejos, cosa
que no es conveniente en algunas aplicaciones. Sin embargo, aiin en ese caso, siempre es posible
hallar conjuntos fundamentales de soluciones compuestos por funciones reales.

Veamos primero el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 Hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY con

0 1
A= [ o ] .
Su polinomio caracteristico es ps(A) = A2 —2X+5 y sus autovalores son A\; = 14+2i y Ay = 1—2i
(note que uno es el conjugado del otro). Respecto de los autoespacios, estos son

Sy, =gen{[l 1+2i]'} y Sy, =gen{[l 1-2i]"}.

Observe que los generadores de Sy, y de S, obtenidos estan relacionados entre si, ya que
conjugando componente a componente uno de ellos se obtiene el otro, es decir, si llamamos
v =[1 14+ 2i]' y vo =[1 1 — 2i]" entonces vo = v;.
Luego {®1, 5} con ®1(t) = vieM? y ®o(t) = v2e*?! es un conjunto fundamental de soluciones
del sistema, es decir
Y =c1P1 4 0Py



es la solucién general del sistema de ecuaciones.
Como v9 = U1 y A2 = A1 tenemos que

(I)Q(t) = 1)26)\2t = ﬂlexlt = 516)‘1t = vle*lt = @1(75).

Por lo tanto, si llamamos, respectivamente, ®£(¢) y ®!(¢) a las partes real e imaginaria de &1,
tenemos que

o =0t iol vy 0y =0f —ial
Con lo cual la solucién general del sistema se puede escribir en la forma

Y = 1P+ 2Dy
= (PF 4+ i®]) 4 co(F —i®])
= (a+ CQ)CD{% + (icy — i@)‘b{
= GO + 3@,

donde ¢ = ¢1 + c2 y ¢b = i(c1 — ¢2). Luego, toda solucién del sistema es combinacién lineal
de ®f y ®I. Por otra parte ®F y ®! son soluciones del sistema, pues ®¥ = (®; + ®3)/2
y & = (&; — ®3)/(2i). Como la dimensién del conjunto de soluciones es en este caso 2 y
{®F &I} genera tal conjunto, necesariamente {®, ®!} es linealmente independiente y por lo
tanto conjunto fundamental de soluciones.

Vamos ahora a calcular &% y &1,

_ 1 i
‘bl(t) _ -y :| €(1+2 )t

r e(1+2i)t
I (1 +2i)6(1+2i)t :|

- e' cos(2t) + ie’ sen(2t) ]
(1 + 2i)(e! cos(2t) + iet sen(2t))

el cos(2t) w el sen(2t)
| €' cos(2t) — 2e’ sen(2t) 2¢! cos(2t) + el sen(2t)

Por lo tanto

el cos(2t) ]

t
Rim I e sen(2t)
() = [ el cos(2t) — 2e! sen(2t) Y ®1 = ’

[ 2¢e! cos(2t) + el sen(2t)
forman un conjunto fundamental de soluciones y la solucion general del sistema es

V() = ¢! el cos(2t) e el sen(2t)
— | el cos(2t) — 2¢! sen(2t) 2| 2e!cos(2t) + el sen(2t) |

Cuando A € R™ " pero tiene algin autovalor complejo A, siempre serd posible proceder como
en el ejemplo anterior para hallar un conjunto fundamental de soluciones reales del sistema
Y’ = AY, gracias al siguiente resultado, cuya demostracion se encuentra en el Apéndice.

Lema 1 Supongamos que A = a + ib con a,b € R, b # 0 es un autovalor de A € R"*™.
Entonces A = a — ib también es autovalor de A y v € C" es autovector de A asociado a A\ si
y s6lo si T es autovector de A asociado a .
En particular, si {v1,...,v.} es base de Sy entonces {1,...,7,} es base de Sy.



El Lema 1 asegura que siempre podremos hacer lo efectuado en el Ejemplo 3 para construir
un conjunto fundamental de soluciones reales cuando A es real pero tiene algin autovalores
complejos.

En efecto, si {\, A} es un par de autovalores complejos conjugados de A € R"*" y la multi-
plicidad geométrica de A (y por lo tanto de A) es r, podemos encontrar una base {vi,vs, ..., v, }
de Sy, vy, a partir de ella, r soluciones linealmente independientes del sistema de ecuaciones:

() = vieM, By(t) = voe™, ..., Dp(t) = v

Como {v1,72,...,0,} es base de Sy, también tenemos las r soluciones linealmente indepen-
dientes:

i (t) = v, B(t) = ae™, ..., DX (t) = M.

Debido a que ®}(t) = ®;(t) parai=1,...,r, lo que generan las funciones
Oy, Dy,..., D, D7, D5,..., D
es igual a lo que generan,
off, ol off @ ... of &l
siendo, respectivamente, <I>f% y (IDiI las partes real e imaginaria de ®;.
En efecto, como ®; = <I>ZR + i@f y & = @fz — i(IJ{,

T T T
Zai@i +Zaf®;‘ = Z(ai@i + o] D))
=1 =1 =1
T

= > (s + af)®F + (icy; — ia})®!]

i=1
T T
= Z(ai + o) dE 4 Z(iai —ia})®!
i=1 i=1

T T
= D B+ gl
=1 i=1

donde 8 =a; + o] y BF =i(o; — ), parai =1,...,7.

Luego, si las funciones ®, ®9,...,®,, @7, P5,..., @ forman parte de un conjunto fundamen-
tal de soluciones del sistema y se las reemplaza por las funciones CID{%, <I>{ , @g, ®lL.... OF Bl el
conjunto resultante sigue generando el total de soluciones del sistema de ecuaciones y es line-
almente independiente debido a que la cantidad de funciones que componen el conjunto sigue
siendo la misma.

Ejemplo 4 Consideremos la ecuaciéon Y/ = AY con

-1 -2 -2 6

1 1 3 —4

A= 0 O 1 -2
0 0 1 -1

El polinomio caracteristico de A es

det(A—=AD =M +22+1=N+1)2=A+0)*A—0)%



Por lo tanto, Ay =iy Ay = —i, son los autovalores de A. Notamos que la multiplicidad algebraica
de ambos autovalores es 2.

Calculemos el autoespacio asociado a A;. Para ello resolvemos el sistema de ecuaciones lin-
eales homogéneo (A — iI)x = 0 y obtenemos

1407 [1-3i
0

S = gen 0 || 1+
0 1

Por el Lema 1, conjugando componente a componente los generadores de Sy, se obtienen gen-
eradores de Sy,:

—1—1 1+ 3¢
1 0

S)\Q_gen 0 ’ 1_2
0 1

Como ambos subespacios tienen dimensién 2, la matriz A es diagonalizable. Para hallar un
conjunto fundamental de soluciones compuesto por funciones reales, de acuerdo con lo que hemos
desarrollado, sélo debemos hallar las partes real e imaginaria de las soluciones complejas que se
obtienen a partir de uno de los autovalores, por ejemplo, las de las que provienen de Ay = i:

-1+ 1—-3¢
B (t) = é ¢ty Dy(t) = 1?“' it
0 1
Como
[ (-1 + i) (—1+ i)(cos(t.) + isen(t))
Bi(t) = cos(t) 4;)1 sen(t)
I 0
[ —cos(t) — sen cos(t) — sen(t)
_ cos(t w ser(l)(t)
L 0
y
[ (1— 32 (1 —3i)(cos(t) + isen(t))
0
() = (1 (1 + ) (cos(t) + i sen(t))
i (cos(t) +isen(t))
cos(t + 3sen(t sen(t) — 3 cos(t)
_ 0
N cos(t) — sen(t ] cos(t) +sen(t) |’
cos(t sen(t)




la solucién general del sistema es

— cos(t) — sen(t) [ cos(t) — sen(t)
Y(t)=c coz(t) + Se%(t)
0 I 0
cos(t) + 3sen(t) sen(t) — 3 cos(t)
+ ¢ 0 +c 0
31 cos(t) — sen(t) Y1 cos(t) + sen(t)
cos(t) sen(t)

2.2. Caso A no diagonalizable

En estas notas sélo estudiaremos el caso en que A € R?*2 ¢ R3*3 no es diagonalizable. Para
poder hacerlo necesitamos algunos resultados de algebra lineal.

Cuando una matriz A € C™*" no es diagonalizable, es decir, no existen matrices P € C™**"
inversible y D € C™"*™ diagonal tal que

A=PDP

0, en otras palabras, A no es semejante a una matriz diagonal, es necesario recurrir a lo que se
denominan formas de Jordan. Aceptemos el siguiente resultado sin demostracién.

Teorema 3 Dada A € C™*" existe una matriz inversible P € C™*™ tal que
PlAP=J (A=PJP

con J € C™"™ una matriz que tiene la siguiente estructura en bloques

50 - 0 0
0o Jy --- 0 0
o 0 -+ J—1 O

L 0o 0 - 0 Jr ]

donde cada bloque J; es una matriz k; X k; de la forma

A1 0 - 0 0
0 N 1 - 0 0

Ji = : 5
0 0 0 1 0 (5)
0 0 0 Al
0 0 0 0 A

para algin autovalor A; de A.

A una matriz que tiene la forma (5) se la denomina bloque de Jordan correspondiente al
autovalor \;.



Notamos que la suma de los niimeros k; es n y que un mismo autovalor de A podria aparecer
en mas de un bloque, es decir, podria ser que \; = \; para algin par de indices ¢ # j. La
multiplicidad algebraica de un autovalor A de A es igual a la suma de los k; correspondientes a
bloques J; en los cuales aparece A, mientras que la multiplicidad geométrica de A es igual a la
cantidad de bloques en los cuales éste aparece.

Cuando A es diagonalizable, la matriz J estd compuesta sélo por bloques 1 x 1, es decir, J es
una matriz diagonal. Si A no es diagonalizable, entonces por lo menos algiin bloque de J debe
ser de dimensién k X k con k > 1.

A continuacién analizamos la forma que adquiere la matriz J en el caso en que A € R?*?
6 R3*3 no es diagonalizable y las condiciones que deben satisfacer las columnas de la matrix P.
En primer lugar observamos que necesariamente los autovalores de A deben ser reales, ya que,
si A es 2 X 2 y tiene un autovalor complejo, entonces el conjugado de éste también es autovalor
y A resulta diagonalizable. Si A es 3 x 3, A necesariamente posee un autovalor real, ya que el
polinomio caracteristico es de grado impar. Si tuviese ademéas un autovalor complejo, como el
conjugado de éste también seria autovalor, A tendria tres autovalores distintos y por lo tanto
seria diagonalizable.

Caso A € R?>*2, A no diagonalizable. A necesariamente posee un autovalor doble A € R
de multiplicidad geométrica 1, con lo cual la matriz J posee un solo bloque correspondiente a A:

J:[g}\] (6)

Respecto de la matriz P = [v; ve], P deber ser inversible y AP = PJ. La primera condicién se
cumple si y sélo si {v1,v2} es Li. Respecto de la condiciéon AP = PJ, como

AP = A[’Ul ’UQ] = [A’Ul A’UQ}

PJ = [/\’Ul V1 +>\’U2],
AP = PJ & Avy = Ay, Avg =01 + Ay & (A—)\I)Ul =0, (A—)\I)UQ = 1.

En resumen, la matriz P se obtiene hallando un par de vectores v y vs 1.i. que satisfagan las
condiciones

(A— )\I)Ul = 0, (A— )\I)UQ = 1.

Observamos que v es autovector de A asociado a A.

Caso A € R*3, A no diagonalizable. En este caso hay varias posibilidades para la ma-
triz J. Respecto de la matriz P damos sin demostracién las condiciones que deben satisfacer sus
columnas, ya que estas condiciones pueden deducirse procediendo como en el caso 2 x 2.

1. A tiene un autovalor triple A € R de multiplicidad geométrica 1. En este caso J consta de
un so6lo bloque 3 x 3 correspondiente a A:

A
J=10 (7)
0

S > =
> = O

10



Respecto de P = [v; v v3], {v1,v2,v3} debe ser Li. y satisfacer las condiciones
(A—X)vy =0, (A—A)va =v1, (A— A)vz = va.
Observamos que v1 es autovector de A asociado a .

2. A tiene un autovalor triple A € R de multiplicidad geométrica 2. En este caso J debe tener
dos bloques de Jordan correspondientes a A de dimensiones 2 X 2 y 1 x 1, con lo cual

A
J=10 (8)
0

S >
> O O

Respecto de P = [v; v2 v3], {v1,v2,v3} debe ser Li. y satisfacer las condiciones
(A — /\I)’Ul = 0, (A — /\I)’UQ = V1, (A — /\I)’Ug = 0.
Observamos que v1 y vs son autovectores de A asociados a A.

3. A tiene un autovalor doble A € R de multiplicidad geométrica 1 y un autovalor p € R
simple. En este caso J debe tener dos bloques de Jordan, uno de ellos correspondiente a A
de dimension 2 x 2 y otro correspondiente a p de dimension 1 x 1, luego

J= 9)

o O >
I
T O o

Respecto de P = [v1 v v3], {v1,v2,v3} debe ser Li. y satisfacer las condiciones
(A= X)vy =0, (A—A)vy =1, (A— pul)vs =0.
Observamos que v1 y vs son autovectores de A asociados a A y u respectivamente

Resolucién de (2) en el caso no diagonalizable

Aplicamos a continuacién lo expuesto sobre formas de Jordan a la resolucién de sistemas con
matrices no diagonalizables. Comencemos por el caso A € R?*2,

Consideremos el sistema (2) con A € R?*? no diagonalizable. Entonces existen P = [v; v3]
inversible y J de la forma (6) tales que

A=PJjpP
Aplicando el cambio de variable Y = PZ tenemos que Y es solucién de (2) si y sélo si
Z'=pP Y =P 'AY =P 'APZ = JZ.
El sistema Z’' = JZ es mds simple que el sistema original, pues es de la forma
21 = A+ (10)

2y = Az (11)

11



Resolviendo (11) obtenemos

29 = CQ@At, c € C.

Reemplazando zo en (10) por la solucién obtenida, queda la ecuacién lineal de primer orden no

homogénea

zi = Az + C2€>\t,

cuya solucién general es (verificarlo)
21 = c1e™M + eote™, ¢, 9 € C.
Luego, la solucién general de Z’ = JZ es

cle)‘t + czte)‘t
coet

Z(t) = [

} = crere™ + co(ter + eg)eAt,

donde e1 y ey son los vectores canénicos de C2.
Finalmente, la solucién general de (2) es

Y (t) = PZ(t) = c1(Per)e™ + ca(t(Pey) + Pes)e = crve + cotvg + vo)e,

pues Pe; = v; y Pea = vs.
Observamos que {®1, P} con ®y(t) = vieM y $o(t) = (tvg + v2)eM es un conjunto funda-
mental de soluciones de (2).

Ejemplo 5 Consideremos el sistema Y’ = AY con

3 —18
A= 5]
El polinomio caracteristico de A es pa(A\) = (A +3)2, con lo cual A = —3 es un autovalor doble.

El autoespacio asociado a A es
Sy = gen{[3 1]’}

con lo cual A no es diagonalizable.
Por lo desarrollado anteriormente, la solucién general del sistema serd de la forma

Y(t) = crvie 3t + co(tvr + U2)€_3t
con {vy,va} Li. y tal que
(A+3I)U1:0 y (A+3[)U2=’U1.

Como la primera condicién dice que vy debe ser autovector, podemos tomar v; = [3 1]¢. Para
obtener vy resolvemos el sistema no homogéneo (A + 31)x = vy, es decir

6 -18] _[3

2 -6 1|
cuya solucién general es x = [1/2 0]' + a3 1]t. Como sélo necesitamos un vector vs que cumpla
la ecuacién, tomamos o = 0 y obtenemos vy = [1/2 0]*. Claramente, {v1,v2} es Li.
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Entonces, la solucién general del sistema es

o ofterenl 3[4

3e 3t (3t + %)e*Bt
= a [ o3t ] e [ to—3t :

El caso A € R3*3 con A no diagonalizable se resuelve en forma similar al caso 2 x 2, es de-
cir, mediante el cambio de variables Y = PZ, con P inversible y tal que A = PJP~!, siendo J
una matriz en bloques de Jordan, se transforma el sistema (2) en el sistema més simple

Z'=JZ.

Se resuelve este ultimo y luego se vuelve a la variable original ¥ mediante la relacion Y = PZ.

A continuacién describimos la soluciones de Z’ = JZ en cada caso (resuélvalo usted mismo)
y escribimos la solucién general de (2) en funcién de los vectores que componen la matriz
P = [Ul V2 U3].

Caso 1. J es de la forma (7). La solucién general de Z' = JZ es

2
Z(t) = clele)‘t + co(ter + eg)e’\t + c3 (261 + teg + 63) e’\t,

y, por lo tanto Y = PZ es

t2
Y(t) = crvre + co(tvr + vg)e)‘t +c3 (21}1 + tvg + v3> eAt,

pues Pe; = v; parai =1,2,3.
Caso 2. J es de la forma (8). La solucién general de Z/ = JZ es
Z(t) = crere™M + co(ter + 62)6)‘t + csege,
y, por lo tanto Y = PZ es
Y(t) = crvre + co(tvr + vg)e/\t + c3vge,
pues Pe; = v; parai=1,2,3.
Caso 3. J es de la forma (9). La solucién general de Z' = JZ es
Z(t) = crere™ + co(ter + eg)ekt + cgeselt,
y, por lo tanto Y = PZ es

Y (t) = crvre™ + ea(tvy + vg)eM + cavgett,

pues Pe; = v; parai=1,2,3.
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Ejemplo 6 Resolver el sistema
2 16
Y'=10 2 5
0 0 2
Dado que la matriz A del sistema es triangular superior, sus autovalores son los elementos de la
diagonal. Luego A = 2 es un autovalor triple.
Dado que la matriz

Y.

A—-2] =

o O O

1
0
0

O ot O

es de rango 2, el autoespacio correspondiente a A = 2 es de dimensién 1 y por lo tanto la matriz
J de Jordan que corresponde es la de la forma (7).
Luego la solucién general del sistema sera de la forma

t?
Y (t) = cyuie® + co(tvy + v2)e* 4¢3 (2111 + tvg + Ug) e,

con {v1,v2,v3} Li. y tal que satisface las condiciones
(A—20)v1 =0, (A—2)va =v1, (A—2I)v3 =0.
Para hallar v; resolvemos (A — 2I)z = 0, cuya solucién general es
r=afl 00"
Con a = 1 obtenemos v; = [1 0 0]'. Ahora, con tal vy, resolvemos (A — 2I)z = v cuya solucién
general es
z=[010]"+afl 00]".

Ponemos a = 0 y obtenemos vy = [0 1 0]°.

Finalmente resolvemos (A — 2I)x = vy, cuya solucién es

6 1] .

Obtenemos v3 = [0 — & 1]’ tomando o = 0. Claramente {v, vz, v3} es Li. Entonces, la solucién
general del sistema es

1 1 0 o [1 0 0
V(1) = e[ 0 e (0] 04 1] ey G0 brf e g e
|0 0 | 0 0 0 5
[ 2t te2t %621}
= O + Co €2t + C3 (t — g)€2t
K )
y {®1, P2, P3}, con
o2t 12t %6215
Oit)=| 0 |, PBo(t)=| € | y B3(t)=| (t— e
0 0 %e%

es un conjunto fundamental de soluciones.
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Ejemplo 7 Hallar la solucién del problema a valor inicial

330 3
Y=103 0]Y, Y(0)= |1
01 3 2

Primero buscamos la solucién general del sistema de ecuaciones. El polinomio caracteristico de
la matriz A del sistema es p4(A\) = (A — 3)3. Luego A = 3 es un autovalor triple de A.
Como

0
0
0

30
A-3I= 00
10
tiene rango 1, el autoespacio asociado a A es de dimensién 2, con lo cual A no es diagonalizable.

En este caso la matriz J de Jordan que corresponde es la de la forma dada en (8) y la solucién
general del sistema es de la forma

Y(t) = crvedt + co(tvr + vg)egt + cyuze,
con {v1,v2,v3} un conjunto li. que satisface las relaciones
(A - 3[)1)1 = 0, (A — 3[)1)2 =, (A — 3])1)3 =0.

La primera y la tercera igualdad dicen que vy y vg deben ser autovectores, luego, procedemos
a buscar el autoespacio Sy. Resolviendo la ecuacién (A — 31)z = 0 concluimos que

Sy = gen{[1 0 0]*,[0 0 1]*}.

En principio pareceria que cualquier par de autovectores linealmente independientes servirian
para definir v; y v3. Sin embargo esto no es asf. Por ejemplo, si definimos v; = [1 0 0], nos
encontramos con que el sistema de ecuaciones (A — 3I)xz = v; es incompatible y por lo tanto no
podemos definir vy. Lo mismo sucede si tomamos vy = [0 0 1]°.

La forma correcta de proceder es la siguiente: elegimos v; de modo tal que v; sea autovector
de A y el sistema (A — 3[)z = v; sea compatible. Entonces, como v; debe ser autovector y
Sy = gen{[1 0 0]*,[0 0 1]*}, v1 debe ser de la forma vy = [a 0 3]. Consideramos ahora el sistema
(A —3I)x = v; y determinamos « y 3 para que éste sea compatible:

0 30| « 0 0 |
000 1] 0|~1]0 0 |
0108 000 -9
luego B3— 5 = 0 o, equivalentemente, o = 33. Tomamos 3 = 1y a = 3 y obtenemos v; = [30 1]t
Usamos tal v para hallar vo. Resolviendo la ecuacién (A — 2I)x = v; vemos que vy = [0 1 0] es

solucién de la misma.

v3 se elige de modo tal que sea autovector y que el conjunto {vi,ve,v3} sea li. Elegimos
entoces vs = [0 0 1]%.

Con esta eleccién de los vectores v; obtenemos la solucién general

o O w
o Q

3 3 0 0
Yt)=c | O Sttt o]+ |1 et tes| 0] e
1 1 0 1
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Imponiendo ahora la condicién inicial determinamos los valores de las constantes c;:

3 0 0 3
YO0)=c |0 |+ec2| 1 |4+es|0|=|1]|Sca=cc=c3=1
1 0 1 2

Luego, la soluciéon buscada es

3 3 0 0 3+3t
Yt)y=|0 e+ (t|0o|+]1]|]|+]0]|el= 1 3.
1 1 0 1 2+t

3. Sistemas no homogéneos

En lo que sigue veremos cémo resolver el sistema no homogéneo (1).

3.1. Resolucion mediante cambio de variables

En la seccién 2 vimos que el sistema homogéneo (2) puede resolverse mediante un cambio
de variables adecuado. El mismo cambio de variables también permite la resolucién del sistema
no homogéneo (1). En efecto, si la matriz A de la ecuacién (1) es diagonalizable, es decir,
A = PDP! con P inversible y D diagonal, mediante el cambio de variables Y = PZ tenemos
que Y es solucién de (1) si y sélo si

Z' =P Y =P YAY + F(t)) = P"'APZ + P7'F(t) = DZ + P"'F(¢).

Entonces, llamando F*(t) = P~1F(t), tenemos que Y es solucién de (1) siy solosi Y = PZ y
Z es solucion de

7' = DZ + F*(t). (12)

Como la matriz D es diagonal, el sistema (12) consta de n ecuaciones lineales no homogéneas
de primer orden que pueden ser resueltas empleando alguno de los métodos ya estudiados.

Ejemplo 8 Resolver el sistema de ecuaciones
;L 2 -1 et
y! = [ I

Los autovalores de la matriz del sistema son A\; = 1y A9 = 3 y los correspondientes autoespacios
son

Sy =gen{[l 1]} v Sy =gen{[l —1]}.

Por lo tanto, si A es la matriz del sistema y definimos

11 10
pelia] v oelo]

tenemos que A = PDP~ L.
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Entonces, con el cambio de variables Y = PZ, tenemos que Z debe ser solucién del sistema
Z'=DZ + F*(t),

IRk

lo cual es equivalente a que las componentes de Z = [z 2] satisfagan las ecuaciones:

con

F*(t)=P 'F(t) = [

DO =D | =
N[O | —
2| Rpo|

t t
e e
/ /
Z1 =21+ — Zo = 329 + —.
! 2 2 2
Resolviendo estas ecuaciones tenemos que
" tet 3t et
21 =ce + —2 y 29 = cge”’ — Z

Por lo tanto

t t _
” crel + —t; v — py 1 1 crel + —tg cret + coedt + —2t4 Let
- st_et | T 1= - 3t _ e | T t 3t 241t
coe . 1 -1 coe 1 cre’ — e’ + =5—e

Si A no es diagonalizable, empleamos el cambio de variables Y = PZ con P una matriz
inversible tal que A = PJP~! con J la matriz de Jordan correspondiente. En este caso la
ecuacion que satisface Z es

7' =JZ +F*(t) con F*(t)= P 'F(t).

Si bien ahora las ecuaciones que componen el sistema involucran m&s de una incognita, su
estructura triangular facilita su resolucion, como muestra el siguiente

Ejemplo 9 Resolver el sistema de ecuaciones

e[z ][]

Como hemos visto en el Ejemplo 5, la matriz del sistema posee un tinico autovalor A = —3 cuyo
autoespacio asociado estd generado por el vector v = [3 1]°.
Por lo tanto la forma de Jordan que corresponde en este caso es

-3 1
=17
Por lo desarrollado en la seccién anterior, la matriz P = [v1 v3] se obtiene buscando dos

vectores 1.i., v1 y vy tales que (A4 3I)vy =0y (A + 3I)vy = v1. Como vy debe ser autovector,
tomamos v; = v. Respecto de v, por lo hecho en el Ejemplo 5, podemos tomar ve = [1/2 0]%.

Luego
3 1
— 2
P [1 0}



Entonces, con el cambio de variable Y = PZ tenemos que la ecuacién para Z es

7' = JZ + F*(t)

F*(t):P_IF(t):[g —é][i]:[Q—th]'

En consecuencia, las componentes de Z = [21 23]' deben satisfacer las ecuaciones:

con

2/1 =—-3z1+ 20+t Zé = —3z + 2 — 6t. (13)

La diferencia con el caso diagonalizable es que ahora las ecuaciones no pueden resolverse en
forma independiente, sino que primero debemos resolver la correspondiente a zs.
La solucién general de 25, = —329 + 2 — 6t es
4 — 6t

29 = 026_3t + T

Reemplazando 29 en la primera ecuacién de (13), obtenemos la ecuacién

— 6t
zi =-3z1 + 62673)& + 3 +t,
cuya solucion general es
_ap 0 —3t
21 = (1 + cot)e™>" + 5
Luego
—3t | 5-3t 1 -3t | 76t
g | latae™+ 521 Lo | Bat(g+3ele™ + 5

- 4— — —
cpe™3t 4 A0 (c1 + cot)e 3t 4 25

El método expuesto implica, ademaés del calculo de la matriz P y de su inversa, la resolucién
de n ecuaciénes diferenciales de primer orden, lo cual cual puede resultar inconveniente si la
matriz posee autovalores complejos o n es relativamente grande. Por ello es conveniente disponer
de otros métodos de resolucién.

3.2. Método de variacion de parametros

En lo que sigue expondremos un método para la resoluciéon de sistemas no homogéneos
conocido como método de variacion de pardmetros. Antes de ello es conveniente enunciar el
siguiente resultado, tipico en sistemas que reciben el apelativo “lineal”.

Teorema 4 Supongamos que ®, es una solucién particular de (1). Entonces ® es solucién de

(1) siy solo si
O=0,+ Py,

con ¥, solucién del sistema homogéneo (2).
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Demostracion. Supongamos primero que ® = ®, + ®;, con ®;, solucién del sistema homogéneo
(2). Entonces
D' =P, + D), = AD + F(t) + AD), = AD + F(t).

Por lo tanto @ es solucién de (1).
Supongamos ahora que ® es solucién de (1). Sea &, = & — ¢,,. Como

h=0" —®, = AD + F(t) — AD, — F(t) = Adp,
®}, es solucién de la ecuacién homogénea (2). La demostracién finaliza teniendo en cuenta que,

por la definicién de ®;, & = &, + ®;,. L.

De acuerdo con el Teorema 4, la resolucién del problema (1) se reduce a la resolucién de (2)
por un lado y a encontrar una solucién particular de (1) por el otro.

El método de variacion de parametros que expondremos a continuacion, produce como resul-
tado final una solucién particular de la ecuacién no homogénea. Para aplicarlo es prerrequisito
conocer un conjunto fundamental de soluciones {®1, ®o, ..., P, } del sistema homogéneo.

El método es como sigue: Se plantea una solucién particular de la ecuacién (1) de la forma

n
(I)p = Z ulsz
=1

con funciones u; a determinar. Como queremos que ®, sea solucién del sistema de ecuaciones,
debe cumplirse que

P, = Ad, + F(t). (14)

Dado que

n n n
= Yl = S+ 3w
=1 1 i=1
y @, = Ad;, tenemos que
n n n n n
<I>;) = Z ué@i + Z w; Ad; = Z u;(I)i + A (Z Uiq)i> = Z ug(I)i + Ad,,.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Reemplazando en (14) ®;, por Y 1" | uj®; + A®,, tenemos que
n
> ud; + A, = AD, + F (1),
i=1

y, por lo tanto, ®, es solucién de (1) si y sélo si

n
> uid; = F(t).
=1
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Esta ultima igualdad puede ser expresada en forma matricial:

u
/
U3
M@)| | =F@), (15)
Up,
con M(t) = [®1(t) Pa(t) - Pp(t)] (la i-ésima columna de M (t) es ®;(t)).
Entonces, si u1,us, ..., u, son funciones diferenciables que satisfacen (15), ®, = > "' | u;®;
resulta solucién particular de (1).
El siguiente resultado, que damos sin demostracion, garantiza la existencia de tales funciones
Uy .

Teorema 5 Sea {®1,P,,...,P,} un conjunto fundamental de soluciones de (2). Entonces el
determinante de la matriz M (t) = [®1(t) ®2(t) - - - P, (t)] es no nulo para todo ¢t € R.

En efecto, debido al teorema anterior, el sistema de ecuaciones (15) es compatible determi-
nado para todo t € R, con lo cual las derivadas de las funciones u; pueden ser determinadas en
forma univoca, més atn, como M (t) resulta inversible para todo t,

uy
ul
2 -1
=[M(t)]F(t), (16)
Uy,
y las funciones u; se obtienen integrando el lado derecho de la igualdad.

Ejemplo 10 Resolver el sistema no homogéneo Y/ = AY + F(t) con

e

De acuerdo con el Ejemplo 1, {[—5e5 2€5]t: [e=! e7!]*} es un conjunto fundamental de soluciones
del sistema homogéneo.

Para hallar una solucién particular empleamos el método de variacién de parametros. Planteamos
una solucién @, = u; ®1 +us®y con @1 (t) = [—5e5 2%t y ®9(t) = [e~t e !]%. Por lo desarrollado
arriba, u} y uf, deben ser soluciones del sistema de ecuaciones

—5ebt et wp ||t
2e0 et uh |2t |

Resolviendo estas ecuaciones mediante la regla de Cramer obtenemos:

‘ t et
2t et te=t —2tet 1 _
uy = 6t —t | 5 = —te™™
—5e’ e —Te’t 7
266t €_t
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—5e8t ¢
, 25t 2t —10te5 — 2te% 12,
Uy = Tt 5 —te’.
—5e’ e —Te°t 7
2€6t et

Integrando hallamos las primitivas

1 L\ et ¢
=+ — = 2t -1)e.
“ (252 N 42) ° yoouz=p(t=le

Luego

B Lot g [ =5t ] 12 ple ] [ R
‘I’p(t)——<252+42)€ |:266t +7(t—1)6 et | T | 32l

v la solucién general del sistema es

11, 61 6t —t
T —de e
o(t) = [ 55 oy }WLCl[ 6t ]4‘02[ —t}
5t — 1333 2e €

4. Apéndice
4.1. Matrices

Dada una matriz A € C™*"™, cada una de sus columnas puede ser interpretada como un
vector de C™. Entonces, si denominamos a; a la i-ésima columna de A, tenemos que a; € C" y
que A =lay ag - an).

1 2 1 2

Por ejemplo, siA=| 1 1 |,suscolumnassona;=| 1 |yay=]1
10 1 0

Los siguientes resultados sobre el producto de matrices son de utilidad en las aplicaciones, y
dan otra perspectiva sobre esta operacién.

Sea A€ C"™™ con A =[ay ag---am]ya € C"yseax=|[r; x2: x| € C™, entonces el

producto de A por z es igual a la siguiente combinacion lineal de las columnas de A:
T
Z2
Az =layag---apm] | . | =z1a1+ 2202 + - + T,

Tm

Por ejemplo, si A es la matriz del ejemplo anterior y x = [1 — 2],
1 1 2 -3
[ _ ] =1|1|4+(=2)|1|=| -1/,

lo cual coincide, por supuesto, con el producto calculado empleando la regla usual para la
multiplicacién de matrices.
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Entonces, de acuerdo con lo anterior, el producto de una matriz A por un vector x no es otra
cosa que la combinacion lineal de las columnas de A cuyos coeficientes son las componentes de
T.

Reciprocamente, toda combinacién lineal de las columnas de A puede expresarse en la forma
Ax con x € C™. En efecto, si y = ajas + -+ + Quuam, entonces y = Az con z = [y -+ - aup )t

Notamos que de la interpretacion precedente del producto de una matriz por un vector, se
desprende en forma inmediata que el producto de A € C™*™ con el i-ésimo vector candnico de
C™ e;=1[0---1---0]*, donde el 1 estd la i-ésima posicién y el resto son ceros, da por resultado
la i-ésima columna de A. En efecto

Ae; =0.a1+ -+ la;+ -+ 0.am = a;.
Respecto del producto de una matriz B € C"™*" con A € C"*™, se tiene que
BA = Blaj ag - ay] = [Baj Bag -+ Bay),

es decir, la i-ésima columna del producto BA es el producto de B con la i-ésima columna de A.

4.2. Autovalores y autovectores

En lo que sigue repasaremos algunos resultados béasicos sobre autovalores y autovectores
de matrices cuadradas que se utilizan en la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales.

De aqui en adelante A serd siempre un matriz n X n de componentes posiblemente complejas.

Definiciones basicas

Un nimero A € C es un autovalor de A si y sélo si existe un vector v € C", v # 0 tal que
Av = dv.

Si A es autovalor de A se dice que v € C" es un autovector de A asociado al autovalor \ si
v#0y Av = .

El autoespacio asociado al autovalor A de la matriz A es el conjunto formado por todos los
autovectores asociados a A junto con el vector nulo (el vector nulo no es autovector):

Sy={veC": Av=)v}.

Sy es un subespacio de C™ de dimensién mayor o igual a 1. A la dimensién de Sy se la
denomina multiplicidad geométrica del autovalor A y se la denota usualmente p). La multiplici-
dad geométrica del autovalor indica la cantidad maxima de autovectores asociados a A que son
linealmente independientes.

Los autovalores de la matriz A se calculan usualmente con el auxilio de su polinomio carac-
teristico:

pa(N) = det(A — AT),

donde I es la matriz identidad n x n. Notamos que los coeficientes de p4 son nimeros reales si
A tiene componentes reales.

Como es sabido, p4 es un polinomio de grado n y sus raices son los autovalores de A. La
multiplicidad algebraica de un autovalor A\ es la multiplicidad de A como raiz de pga, y se la
denota usualmente m.
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Las multiplicidades algebraica y geométrica de un autovalor A estan relacionadas a través de
la desigualdad: py < my.

Diagonalizacion de matrices

Se dice que A es diagonalizable si existen P € C™*" inversible y D € C™*" diagonal tales
que
A=PDpP

Teorema 6 A es diagonalizable si y sélo si es posible hallar una base de C™ compuesta por
autovectores de A.

Demostracién. Supongamos primero que A es diagonalizable. Sean entonces P = [v] vy - - - vy, €
C™*" (v; € C™) inversible y

M O - 0
0 Ao

= . = [A1e1 Agea - - Apen), (17)
0 0 - \,

tales que A = PDP~!,
Como P es inversible, el conjunto {v1,...,v,} compuesto por las columnas de P es Li. y por
lo tanto base de C". Por otro lado, como

AP = Alvy vy - -] = [Avy Avg - -+ Auy), (18)
PD = P[)\lel )\262 s )\nen] = [)\1P61 )\2P€2 cee )\nPen] = [)\11}1 )\21)2 e )\nvn] (19)
y AP = PD, tenemos que Av; = \;v;, es decir, que cada v; es autovector de A.
Reciprocamente, si {v1,...,v,} es una base de C" compuesta por autovectores de A, es decir,
Av; = \jv; para cierto autovalor A; de A, consideramos P = [v] vy - - - v,] y la matriz D definida
en (17). Como {vy,...,v,} es base de C™, P resulta inversible.

De las igualdades Av; = A\jv;, @ = 1,...,n, se deduce, teniendo en cuenta (18) y (19), que
AP = PD, y de alli que A = PDP~! con lo cual finaliza la demostracién del teorema. (]

Notamos que de la prueba del teorema se deduce que la matrices P y D que diagonalizan
la matriz A se construyen del siguiente modo: Se buscan n autovectores de A que sean l.i. y
con ellos se forma la matriz P poniéndolos como columnas de la misma. La matriz diagonal
D se obtiene poniendo en su diagonal los autovalores de A en el orden en que se ubicaron los
correspondientes autovectores en la matriz P.

Recordamos que la condicién necesaria y suficiente para que puedan hallarse n autovectores
de A linealmente independientes es que las multiplicidades algebraica y geométrica de cada au-
tovalor A coincidan, esto es, uy = m). Esta condiciéon se cumple automaticamente en el caso en
que todos los autovalores son simples, es decir, en el caso en que la matriz A tiene n autovalores
distintos. Luego, para que A no sea diagonalizable es necesario (pero no suficiente) que alguno
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de sus autovalores tenga multiplicidad algebraica mayor a 1.
Autovalores complejos de matrices reales

El siguiente resultado, utilizado para la construccion de conjuntos fundamentales de soluciones
reales para sistemas de ecuaciones con autovalores complejos, vincula los autoespacios asociados
a pares de autovalores conjugados.

Lema 2 Supongamos que A = a + ib con a,b € R, b # 0 es un autovalor de A € R™*™,
Entonces A = a — ib también es autovalor de A y v € C" es autovector de A asociado a \ si
y s6lo si U es autovector de A asociado a .
En particular, si {vy,...,v.} es base de Sy entonces {71,...,7,} es base de Ss.

Demostracion. Supongamos que A € C es autovalor de A y que v € C" es un autovector de A
asociado a A. Entonces Av = A\v. Teniendo en cuenta que A es real, tenemos que

AT = Av = \v = \T.

Como v # 0, T # 0 y por lo tanto A es autovalor de A y ¥ es autovector de A asociado a \.
Hasta aqui hemos probado que si A es autovalor de A entonces A también es autovalor de A y
que si v es autovector de A asociado al autovalor A entonces T es autovector de A asociado al
autovalor \.

Reciprocamente, por lo anterior, si 4 = X\ es autovalor de A entonces A\ = [i también es
autovalor de A y si u es autovector de A asociado a p entonces v = U es autovector de A
asociado a \. De esto dltimo se deduce que todo autovector u de A asociado al autovalor \ es
de la forma u = v con v autovector asociado al autovalor A.

Finalmente, si {vy,...,v,} es base de Sy, entonces todo elemento de Sy es de la forma

T
v = E V5.
=1

Usando lo anterior, tenemos que entonces todo elemento u € S es de la forma

Ti I8 IS
u= E Qv = g ;v = g Bi i,
i—1 i—1 i—1

con lo cual {v1,...,v,} genera Sy y, en particular, dim(S5) < dim(S,). Con un razonamiento
analogo (considerando A en lugar de ), obtenemos que dim(Sy) > dim(S)). Entonces dim(Sy) =
dim(S)) y necesariamente {71, ...,7,} debe ser linealmente independiente y por lo tanto base
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