Ecuaciones diferenciales lineales
Notas para los cursos 21 y 22 (J.L. Mancilla Aguilar)

1. Funciones de variable real a valores complejos

A lo largo de estas notas trabajaremos con funciones definidas en un intervalo Z C R a
valores en C, es decir funciones f : Z — C. Ejemplos de estas fuciones son:

Ejemplo 1
L fO)=0+t)+i(t®*+1) (T=R),
2. g(t) = (sent + 3it)3 (T = R),
3. h(t) = goy—aape (€ = (1,+00)).

Dada una funcién f : Z — C quedan definidas dos funciones fi, fo : Z — R:

fi(t) = Re(f(t)) (parte real de f(t)) y fa(t) =Im(f(¢)) (parte imaginaria de f(t))

y f puede escribirse en la forma
f(t) = f1@t) +ifa(t).

Por ejemplo, si g es la funcion del Ejemplo 1, operando algebraicamente vemos que g se escribe
g(t) = (sen®t — 27t% sent) + (9t sen®t — 27¢°),

con lo cual, la parte real de g es g1(t) = sen®t — 27t?sent y la parte imaginaria es gs(t) =
9t sen? t — 27t3.

Se dice que f : Z — C es continuaen t € Z si fi y fo son continuas en ¢, es decir, si tanto
la parte real como la parte imaginaria de f son continuas en t, y que f es continua en Z si es
continua para todo t € 7.

Observamos que si f,g : Z — C son continuas en t € 7 y ¢ € C entonces cf, f + g, fg
también son continuas en ¢ y que £ es continua en ¢ si ademds g(t) # 0 (compruébelo).

Decimos que f : T — C es derivable en t € T si tanto su parte real f; como su parte
imaginaria fo son derivables en t y definimos la derivada de f en t mediante

F1(t) = fi(t) +ifs(t).

En forma similar se definen las derivadas de orden 2 o superior.
Es facil ver que permanecen vélidas las reglas de derivacién, es decir, si f,g : Z — C son
derivables en t € 7 y ¢ € C, entonces

L (ef)'(t) = cf'(t)
2. (f+9)(t) =) +4'()
3. (f9)' (1) = f'(D)g(t) + F(D)g' (1)

/
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B. (f*)(t) = nf"=H(t)f'(t) sin € Z — {0},
Ejemplo 2 Aplicando las reglas de derivacién a las funciones del Ejemplo 1, resultan

—2(1 — 2it)t
[(1—2i)— (1 — 2022

g (t) = 3(sent + 3it)*(cost + 3i) y K (t) = (-1)

Dada f :Z — C y dos puntos a,b € Z definimos

/abf(t)dt = /ab f1(t)dt+@'/ab fo(t)dt

siempre que existan las integrales de la parte real e imaginaria de f que aparecen en el lado
derecho.
Es facil comprobar la linealidad de la integral:

1. fab cf(t)dt = cf; f(t)dt para todo c € C

2. [L(f(t)+g(t)dt = [ f(t)dt + [ g(t)dt.

Para poder calcular integrales es 1til, al igual que en el caso de funciones reales, introducir el
concepto de primitiva. Una funcién F : Z — C es primitiva de f : T — C si F'(t) = f(t) para
todo t € Z. De la definicion de derivada adoptada se deduce inmediatamente que F' es primitiva
de f siy solo si las partes real e imaginaria de F' son primitivas de, respectivamente, la partes
real e imaginaria de f, en otras palabras, si F((t) = F1(t)+iFa(t) y f(t) = fi(t) +if2(t) entonces
Fl = fi y Fy = fo. Es fécil ver, a partir de esto tltimo, que si F' es primitiva de f entonces
todas las primitivas de f son de la forma F' + ¢ con ¢ una constante compleja. Al igual que para
funciones reales, empleamos la notacién [ f(¢)dt para denotar una primitiva general de f. Por
ejemplo,

4

t
/(t3+32' sent)dt:/t?’dt—i—?)i/sentdt: I —3i cost+c¢ (ceC).

Regla de Barrow. Si F' es primitiva de f entonces

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

En efecto, si F' = Fy + iF, es primitiva de f = f1 + ifa, entonces F] = f1 y Fy = fo, y, por la
regla de Barrow para funciones reales,

b b
/ﬁ@ﬁzﬂ@E@)yl/ﬁwﬂZH@R@~

Luego,
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1.1. Funcién exponencial compleja

La funcién exponencial compleja, que extiende la funcién exponencial real e* al campo
complejo, es una de las funciones mas importantes del andlisis matematico, y juega un papel
fundamental en el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales.

Dado un nimero complejo z = x + iy, donde z,y € R son las partes real e imaginaria de z,
se define

e® = e“(cosy +i seny).

Notamos que si z es real, es decir y = 0, e* = e y obtenemos la funcién exponencial real.

De la definicién de e* se deduce que |e*| = e” (en consecuencia e* # 0 para todo z € C) y
que y es un argumento de e®.

Como cosy y seny son funciones de periodo 27, también se tiene que

T2 — ¢ Yz e C.

La funcién exponencial compleja mantiene la propiedad de la exponencial real

(para verificarlo use las identidades: sen(a 4+ b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b) y cos(a + b) =
cos(a) cos(b) —sen(a) sen(b)) y permite expresar las funciones trigonométricas en funcién de ella.
En efecto, teniendo en cuenta que para t € R

et = cost + isent
y .
e it — cos(—t) + i sen(—t) = cost — isent,
tenemos que
et 4 it it _ o=t
cost = ———— sent = ————
2 Y %

En lo que sigue utilizaremos a menudo la siguiente propiedad que se demuestra en forma direc-
ta a partir de la definicién de funcién exponencial empleando las propiedades de la derivada:
supongamos que P : Z — C es una funcion derivable, entonces

(eP(t)>/ — P(1)ePD.
En particular, tenemos que
(GCt)/ =ce® (ceC).
Veamos una aplicacién interesante de estas propiedades.

Ejemplo 3 Supongamos que queremos calcular f; e cos Btdt y f; e sen Btdt con a y 3 reales
y no ambos nulos.
Como

b b b
/ platiB)t g / e cos Bt dt + i / e sen 3t dt,
a a a



basta calcular la primera y luego tomar las partes real e imaginaria de ésta. Llamemos ¢ = a+i(.

c

t o
Como “- es primitiva de e,y

et (acos (Bt + Bsen (t)et i (asen Bt — [ cos Bt)et
= i

c a? + (32 o 1 32 )
resulta que

b

/b e cosBtdt = (a cos ft + Bsen ft)e
a 062 + ﬂ? .
b

/b e senftdt = (avsen Bt — 3 cos Bt)e!
a OéQ + /82 .

2. Ecuacién diferencial lineal de primer orden

En esta seccién consideramos la ecuacion diferencial lineal de primer orden general:

ay(t)y" + ao(t)y = b(t). (1)

Cuando b(t) = 0, es decir, b(t) es la funcién nula, decimos que la ecuacién es homogénea; en
cualquier otro caso decimos que la ecuacién es no homogénea o inhomogénea.
Por ejemplo, la ecuacion

ty —2y=t (2)
es una ecuacién diferencial lineal no homogénea de primer orden. También es lineal la ecuacion
cos(t)y + t = sen(t)y,

ya que se puede escribir en la forma
sen(t)y’ — cos(t)y = t.

La ecuacion
/
ty' +y° =0,
no es lineal debido al término y®. Tampoco son lineales las ecuaciones

yw +2y=0 vy Yy +({t+Dy=9y>

Definicion de solucién. Una funcién derivable ¢ : T — C es solucion de la ecuacion diferencial
(1) si:

= 7 es un intervalo de R;

= al reemplazar en (1) y e 3’ por, respectivamente, ¢ y ¢/, la igualdad vale para todo t € Z,
es decir

ao(t)¢'(t) + ar(t)o(t) =b(t) VteT.



Ejemplo 4 La funcién ¢ : (0, +00) — R, ¢(t) = 1/t, es solucién de la ecuacién lineal homogénea
ty' +y=0,

yva que su dominio es un intervalo, es derivable en él y
1\ 1
t ; +¥:0 Vt6(0,+oo).

Otra solucién de la ecuacién es la funcién ¢ : (—00,0) — R definida por ¢(t) = 1/t. Notar
que ¢ y @ son funciones distintas porque estan definidas en diferentes intervalos.

La funcién ¢ (t) = 1/t con dominio R—{0} no es solucién de la ecuacién porque su dominio
no es un intervalo.

Usualmente la ecuacién diferencial (1) admite infinitas soluciones.

Ejemplo 5 la funcién ¢(t) = ct? —t, con c constante, es solucién de (2) para cualquier valor de
¢, ya que
t(ct? —t) —2(ct> —t) =t VteR.

En muchos casos nos interesa resolver la ecuacion (1) sujeta a condiciones adicionales. Un ejem-
plo importante de ese tipo de problema es el denominado:

Problema a valores iniciales

a1(t)y’ + ao(t)y = b(t), y(to) = vo, (3)

el cual consiste en hallar todas las soluciones ¢ de la ecuacién que satisfagan la condicion
o(to) = yo para ciertos ty e yo dados.

Un problema fundamental de la teoria de ecuaciones diferenciales es dar condiciones bajo
las cuales el problema a valores iniciales posee solucién tnica, es decir, condiciones que aseguren
que hay una tnica solucién ¢ de la ecuacién (1) que satisface la condicidn inicial ¢(ty) = yo.

Notemos, antes de continuar, que si ¢(t) es solucién del problema a valores iniciales (3)
entonces

ao(to)¢' (to) + a1(to)d(to) = ao(to)¢’ (to) + a1(to)yo = b(to),

con lo cual, en el caso en que ag(tp) = 0 tenemos que yp debe satisfacer la relacién

—ay(to)yo = b(to)

y por lo tanto no puede ser arbitrario (salvo el caso excepcional en que a;(ty) = b(tg) = 0).
Por ejemplo, el problema a valores iniciales

ty —y=2, y(0)=uyo

carece de soluciones si yy # —2.
Del analisis anterior concluimos que una condicién necesaria para que el problema a valores
iniciales tenga solucién para yg arbitrario, es que ag(tg) # 0. Es por ello que de ahora en adelante



supondremos que ag(t) # 0 para todo ¢ € Z, donde Z es un intervalo que contiene al punto t
de interés.

Dividiendo ambos miembros de (1) por ag(t) obtenemos lo que se denomina forma normal
o estandar de la ecuacién lineal

Y+ p(t)y = f(1). (4)

De aqui en adelante, supondremos que tanto p(¢) como f(¢) son funciones continuas a valores
complejos definidas en un intervalo abierto Z C R.

En lo que sigue veremos c6mo hallar todas las soluciones de la ecuacién (4); para ello utili-
zaremos el siguiente método:

Método del factor integrante

Sea P(t) una funcién definida en Z tal que P'(t) = p(t) (es decir P(t) es una primitiva de
p(t) en T). Entonces, multiplicando ambos miembros de (4) por el factor integrante e, y
teniendo en cuenta que ef’(*) = 0 para todo t € Z, tenemos que

y +pt)y=ft) <= POy +ePOpt)y =D f(1).

Como ,
|7 Oy| = POy 1 POP 1)y = POy + P Opt)y,

tenemos que una funcién y es solucién de la ecuacion (4) si y sélo si

[ R0 y} " _ P ().

Por lo tanto, integrando resulta que y es solucién de (4) si y sélo si

POy — / PO F(t)dt,

0, equivalentemente, si y solo si

y=e T /eP(t)f(t)dt.

Si Q(t) es una primitiva de e’*) f(t), tenemos que [P f(t)dt = Q(t) + ¢ (c € C); por lo tanto,
todas las soluciones de la ecuacién (4) son de la forma

y(t) = Q1) + e PV = Q(t)e "W 4 eV (c € C). (5)

A la expresién (5) se la denomina solucion general de la ecuacién (4), pues contiene todas
las posibles soluciones de ésta.
El método expuesto puede resumirse de la siguiente manera:

1. Escribir la ecuacién (1) en la forma normal (4);

2. Hallar un primitiva P(t) de p(t);



3. multiplicar ambos miembros de la ecuacién (4) por el factor integrante pu(t) = e’ para

obtener la ecuacion
p()y + pt)p(t)y = p(t) f(t);

)yl

4. integrar ambos miembros de la ecuacién y despejar y(t).

De lo recién expuesto se deduce el siguiente teorema, denominado Teorema de existencia
y unicidad.

Teorema 1 Consideremos la ecuacién diferencial lineal

Y +p(t)y = f(t) (6)

con p(t) y f(t) funciones continuas a valores complejos definidas en un intervalo Z.
Entonces, dados ¢ty € Z e yp € C, existe una unica ¢(t) : Z — C que es solucién (6) y satisface
la condicién ¢(ty) = yo.

Demostracién. Debido al método de resolucién por factor integrante, si P(¢) es una primitiva
de p(t) en Z, y Q(t) es una primitiva de e”’® £(t), se tiene por la férmula (5) que toda solucién
de la ecuacién es de la forma

y(t) = [Q(t) + e P® conceC.

Consideremos la solucién ¢(t) que se obtiene con el valor de la constante ¢ = yoe!’ ) — Q(ty),
es decir

(t) = [Q(t) + yoe ") — Q(to)]e 1.

Tal solucién estd definida en el intervalo Z y satisface ¢(tg) = yo. Luego existe al menos una
solucién al problema a valores iniciales.

Para ver que es tnica, supongamos que existe otra solucién 1 (t) definida en Z que satisface
Y(tg) = yo. Como 9 (t) debe ser de la forma

Y(t) = [Q(t) + e,

tenemos que
Yo = (to) = [Q(to) + e ") = ¢ = yoe") — Q(to),

con lo cual ¢(t) = 1(t) para todo t € Z.

Corolario 1 Consideremos la ecuacion diferencial lineal

ao(t)y’ + a1 (t)y = b(t) (7)

con ag(t), ai(t) y b(t) funciones continuas a valores complejos definidas en un intervalo Z, y
ao(t) # 0 para todo t € 7.

Entonces, dados ¢ty € Z e yp € C, existe una unica ¢(t) : Z — C que es solucién (6) y satisface
la condicién ¢(tp) = yo.



Demostracién. Es consecuencia inmediata del Teorema 1y de que, como ag(t) # 0 para todo
t € Z, las soluciones de la ecuacién (7) y las de la ecuacién en la forma normal que se obtiene
dividiendo la primera por ap(t) son las mismas.

Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 6 Hallar la solucién del problema a valor inicial

y —ty=0, y(l)=-1

Como la ecuacién ya estd en la forma normal, buscamos un factor integrante. Para ello necesita-
.. 2 t?
mos una primitiva de p(t) = —t. Como [(—t) dt = =5 + ¢, podemos tomar P(t) = —% . Luego,

2
wu(t) = e~'T es un factor integrante.
Multiplicando por u(t) ambos lados de la ecuacién, obtenemos

+2

2 2
ey —te Ty=0 <= [e?y] = 0.

Integrando resulta
2 2

e 2y=c — y=cez ceC.

Imponiendo ahora la condicién y(1) = —1, tenemos que
2
-1=y() = ce’s = ce%,
t=1
1 .
con lo cual ¢ = —e™ 2 y la solucién que buscamos es

12 21

y = —e 22 = —e 2
Notar que la solucién hallada, ademds de ser la unica que satisface la condicién y(1) = —1,

esta definida en todo R como afirma el Teorema de existencia y unicidad.

Ejemplo 7 Hallar la solucién del problema a valores iniciales

y —tg(t)y =sen(t), y(0)=0.

Como tg(t) estd definida y es continua en los intervalos de la forma (-3, %), (3, 37”),..., y el
punto en el cual tenemos dada la condicién inicial es ¢t = 0, trabajamos en el intervalo (-3, 7).

En ese intervalo tendremos asegurada (por el corolario del Teorema 1) la existencia de una tunica
solucion que satisface la condicién inicial dada.

Como p(t) = —tg(t) y

—/tg(t) dt = —/ ) 14— In(lcos(t))) + c.

cos(t)

tomamos P(t) = In(| cos(t)]). Por lo tanto u(t) = (s = | cos(t)| = cos(t) (esto dltimo
porque cos(t) > 0 en (=3, 5)) es un factor integrante.



Multiplicando ambos lados de la ecuacién por u(t), tenemos que
cos(t)y’ — sen(t)y = sen(t) cos(t) <= [cos(t)y] = sen(t) cos(t).

Como

cos(t) 2 “

/sen(t) g — cos?(t)

tenemos que
c cos(t)

cos(t) 2

Imponiendo la condicién inicial y(0) = 0, resulta que

ceC.

y:

c cos(0) 1 1
— —c— = -
cos(0) 2 2 2’

0=y(0) =

con lo cual la solucién buscada es

Ejemplo 8 Consideremos ahora el problema a valores iniciales
ty —y=~te, y-1) =1 (8)

Como la funcién ag(t) =t se anula en t = 0, para pasar a la forma normal deberemos trabajar
en (—o0,0) o en (0,+00). Como el dato inicial es y(—1) = 1, el intervalo de trabajo debe ser
(—00,0).

La forma normal resultante es

y’f%:t%t (t<0).

Como p(t) = —1 y [(—1) dt = —In(|t|) + ¢, escogemos P(t) = —In([t|) = In(|1]). Entonces,
el factor integrante es u(t) = (i) = 1]. Como ¢ < 0, tenemos que u(t) = —1.

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por pu(t) obtenemos,

1’+1 tel  — Ll tet
—= —y = —te ——y| = —te".
i T Y Y

Como [(—t)e! dt = (1 —t)e’ + ¢, resulta entonces que todas las soluciones de la ecuacién en

el intervalo (—o0, 0) satisfacen

_%:(1—t)et+c — y:(tZ—t)et—ct ceC.

Imponiendo la condicién inicial y(—1) = 1, obtenemos ¢ = 1 — 2 y la solucién es

y(t) = (12 — t)et + <i - 1) t.

Note que la funcién obtenida es solucién de la ecuacién (8) en todo R y no sélo en el intervalo
(—00,0) como asegura el Corolario del Teorema de existencia y unicidad.



Ejemplo 9 Hallar todas las soluciones de la ecuacién

1-¢

/ _
Sh(t)y' + Ch(t)y = ;-

Como Sh(t) = et_;ft =0siysélosit=0y f(t) = % es continua en los intervalos (—oo, —1) y
(—1,400), el Corolario del teorema de existencia y unicidad nos asegura la existencia y unicidad
de las soluciones en cada uno de los siguientes intervalos: Z; = (—oo0,—1), 7o = (—1,0) e
I3 = (0, +OO).

Para hallar las soluciones definidas en esos intervalos, podemos pasar a la forma normal y

proceder como en los ejemplos anteriores. Sin embargo ello no es necesario en este caso, pues,

como
el + et

[Sh(t)]'z[et;e_t]lz - cno),

Sh(t)y’ 4 Ch(t)y = [Sh(t)y]’,

v la ecuacién se puede escribir

1—t
h(t)y] = —.
[Sh()y] = 1=
Como
1—t t—1 t+1-—2 2 9
—dt=— | —dt=— | ———dt =— 1——| dt=—t+In(|1+¢
1+¢ /1+t / 1+t /[ 1+t] +In(|1 +t) +¢,
tenemos que
In(|1 +¢%) —¢t
y(t) = 2L+ 1) ‘_ cec.

Sh() ' sh)
La féormula obtenida describe todas las soluciones de la ecuacion en cada uno de los intervalos
Z; con i = 1,2,3 (note que y(t) no estd definida en los puntos t = —1 y t = 0).

2.1. Estructura de las soluciones de la ecuacion lineal de ler orden

En la seccion anterior resolvimos el siguiente problema:
Hallar todas las soluciones de la ecuacion

Y +p(t)y = f(t) 9)

siendo p(t) y f(t) funciones continuas a valores complejos definidas en un intervalo I.

En el lenguaje del algebra lineal el problema anterior puede plantearse del siguiente modo:
SeanC(Z) ={¢: T — C: ¢escontinuaenZ}yCY(Z)={¢p:T — C: ¢, ¢' son continuas en Z},
entonces se tiene que ambos conjuntos son espacios vectoriales complejos con la suma y el produc-
to por escalares usuales para funciones. Sea L : C}(Z) — C(Z) la transformacién lineal definida
por
L(y) =y +p(t)y.

Entonces resolver la ecuacién (9) es equivalente a hallar todas las funciones y € C!(Z) tales que
L(y) = 1,

10



lo cual a su vez es equivalente a hallar la preimagen de f via L.

En el caso particular en que la ecuacién es homogénea, es decir, f(t) = 0, resolver la ecuacién
es equivalente a hallar el nicleo de la transformacion L, en otras palabras, si denominamos S al
conjunto de soluciones de la ecuacién

y' +p(t)y =0 (10)

entonces
S={¢peCYT): L(y) =0} = Nu(L).

El siguiente resultado dara informacién sobre la estructura de las soluciones de la ecuacién
(9).
Teorema 2 Dada una transformacién lineal T': V. — W, con V y W espacios vectoriales, y
dados w € Im(T) y v, € V tal que T(v,) = w, el conjunto de soluciones de la ecuacién

T(v) = w,
denominado 7~ !(w), es de la forma
T Y w)={veV: v=uw,+uv, conv, € Nu(T)}.

Demostracién. Sea v = v, +vy, con vy, € Nu(T'), entonces T'(v) = T'(vp+vp) = T(vp) +T'(vp) =
w+0 = w, con lo cual v € T~ (w). Por otro lado, si v € T~ (w), entonces T(v) = w. Como T
es lineal, T'(v — vp) = T'(v) — T'(vp) = w — w = 0. Entonces vy, =v — v, € Nu(T') y v = vp + vp,.

Considerando L = T y teniendo en cuenta que el conjunto de soluciones de (9) es L7(f) y
que Nu(L) es el conjunto de soluciones de (10), tenemos el siguiente resultado, que nos informa
sobre la estructura de las soluciones de una ecuacion diferencial lineal no homogénea.

Corolario 2 Sea y, una solucién particular de la ecuacién diferencial lineal (9). Entonces y es
solucién de (9) si y sélo si y =y, + yn, con yp, solucién de la ecuacion homogénea (10).

Este resultado nos dice que para hallar todas las soluciones de la ecuacién (9) es suficiente
resolver la ecuacién homogénea asociada y hallar una solucién particular de la ecuaciéon no
homogénea.

Respecto de la ecuacién homogénea (10), como el conjunto S de soluciones de la ecuacién
es el nicleo de la transformacién lineal L, tenemos que S es un subespacio de C!(Z). Con el
objeto de determinar su dimensién, tengamos en cuenta que, de acuerdo con la férmula (5), la
solucién general y, de (10) es

() = Q) + de O cec,
con P(t) una primitiva de p(t) y Q(t) primitiva de f(t)e’®. Como en este caso f(t) = 0,
podemos tomar Q(t) = 0, con lo cual

Yp = ce "W cec.

Esto nos dice que S est4 generado por e~ ¥ (t) y que por lo tanto tiene dimensién 1. Pero entonces

cualquier solucién no trivial ¢; de (10) genera S y por lo tanto
yp =c¢p,  (c € C) es la solucién general de (10).

En otras palabras {¢p} es base del conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea (10).

11



Teorema 3 Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogénea de primer orden (10) con
p(t) continua en el intervalo abierto Z. Entonces

1. Si ¢ es una solucién no trivial de (10) entonces {¢} es una base de soluciones de la
ecuacién (10), es decir, la solucién general de la ecuacién es

yn = cop  (c € C).

P(t)

2. Si P(t) una primitiva de p(t), entonces ¢p, = e~ "\¥) es solucién no trivial de (10).

Ejemplo 10 Consideremos la ecuacion

Y + 3y =0.
Es facil comprobar que ¢y (t) = e~3 es una solucién no trivial. Entonces todas las soluciones
son de la forma
yp =ce 3t ceC.

Ejemplo 11 Resolver
y' +tg(t)y = 0.

En este caso es facil ver que ¢ (t) = cos(t) es solucién de la ecuacién en cualquier intervalo en
el cual tg(t) esté definida. Luego,

yp, = ccos(t) ceC,

es la solucién general de la ecuacién en cualquier intervalo (a,b) contenido en el dominio de
tg(t).

Observacion 1 El conjunto S de soluciones de la ecuaciéon homogénea

ao(t)y' + a1 (t)y =0,

con ap(t) y ai(t) continuas en un intervalos Z también es un subespacio de C1(Z), y tiene
dimensién 1 si ag(t) # 0 para todo t € Z. Cuando ap(t) se anula en algin punto t* de Z, entonces
no es posible asegurar que S tenga dimensién 1, como lo demuestra el siguiente ejemplo.
Consideremos la ecuacion
ty' +y=0.

Tomemos un intervalo cualquiera de la forma Z = (a,b) con a < 0y b > 0y veamos que la tinica
solucién de la ecuacién definida en 7 es la nula, con lo cual dim(S) = 0.

Supongamos que y : (a,b) — C es solucién de la ecuacién, entonces, dado que ty’ +y = [ty]’,
tenemos que

[ty =0 Vte€ (a,b).

Luego, necesariamente, ty = k para alguna constante k € C. Como y estd definida en (a,b), y
0 € (a,b), tenemos que
ty|t:0:]€ :>k7:0,

y por lo tanto y es la funcién nula.
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Respecto del calculo de soluciones particulares de (9), una vez que se dispone de una solucién
no trivial de la ecuacién homogénea asociada, éstas puede hallarse a través del siguiente:

Método de variacién de parametros.

Supongamos que ¢y es una solucién no trivial de la ecuacién lineal homogénea (10). Debido
al punto 2. del Teorema 3, ¢, = ce?” para alguna primitiva P de p y alguna constante no nula
¢, y por lo tanto no se anula en ningtin punto de Z.

Propongamos una solucién particular de (9) de la forma y, = u¢p, con u una funcién
derivable a determinar.

Reemplazando en la ecuacién (9) tenemos

u' b + ug), + pugn = f.
Como u¢), + pugy, = u(¢, + p¢j) = 0, tenemos que debe ser

u'op = f,

[ f@)
u_/ébh(t)dt'

Observamos que combinando esto ultimo con lo desarrollado previamente, tenemos la si-
guiente formula para la solucién general de la ecuacién lineal no homogénea

0, equivalentemente,

y=u¢p+cop, ceC (11)

donde ¢y, es una solucién no trivial de la ecuaciéon homogénea (10) y u es una primitiva de f/¢p.
Tomando ¢, = e~* con P una primitiva de p, la férmula (11) coincide con la férmula (5) hallada
anteriormente.

Ejemplo 12 Hallar la solucién del problema a valor inicial

y +ty=2t, y(0)=1.

2 o _

De acuerdo con el Teorema 3, como P(t) = L es una primitiva de p(t) = t, ¢, = e Pt) =

2

2 ., .. . . . .,
e~ 2 es una solucién no trivial de la ecuacién homogénea asociada. Planteamos una solucién
particular de la forma y, = u¢;,. Reemplazando en la ecuacién no homogénea queda
;2 2 2
we 2 —tue 2 +tue 2z =2t

con lo cual )
W =2te?.
integrando obtenemos ,
u=2e7 + k.
Como estamos buscando una solucién particular, consideramos k = 0 y obtenemos

2 42
Yp =2e2e 2 =2
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Luego, la solucién general de la ecuacién es

2
y:ce_% +2 (ceC).

Imponiendo la condicién y(0) = 1, tenemos que

2
1:y(0):cef%+2 =c+2,
t=0
con lo cual ¢ = —1 y la soluciéon que buscamos es

+2

y=—e 2 +2.
Ejemplo 13 Consideremos la ecuacién no homogénea
y —y/t=3t t>0.

Es fécil ver que ¢p(t) = t es solucién no trivial de la ecuacién homogénea asociada. Por lo tanto,
para hallar la solucién general basta con encontrar una solucién particular. En lugar de aplicar
el método de variacién de parametos, propongamos una solucién de la forma yp,(t) = At? con A
una constante a determinar (cuidado: esto puede o no funcionar!). Entonces tenemos que

v~y Jt =2At - At=At=3t & A=3.
Por ende y, = 3t? es una solucién particular v la solucién general es
y=3t"+ct (ceC).

Finalizamos este estudio general de la ecuacién lineal de primer orden enunciando lo que se
conoce como principio de superposicién.

Teorema 4 Sean y; una solucién de (9) con f = fi e yo una solucién de (9) con f = fo.
Entonces y = c1y1 + caya, con c1,ca € C, es solucién de (9) con f = c1f1 + cafo.

Demostracién. Como L(y1) = f1 vy L(y2) = fo,
L(ciyr + cay2) = e1L(y1) + c2L(y2) = c1fr + cafo,

que es lo que se queria probar.

2.2. Ecuacién de primer orden a coeficientes constantes

Ahora estudiaremos el caso particular en que la funcién p(t) en (9) es constante, es decir, la
ecuacion

Yy —y=f(t) (AeC). (12)

Por lo visto en el caso general, teniendo ahora en cuenta que p(t) = —\ y que P(t) = —\t es
primitiva de p(t), tenemos que la solucién general de la ecuacién lineal homogénea

Y —Ay=0 (13)
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es y = ce™ con ¢ € C. Por lo tanto B = {e*} es base del espacio de soluciones de (13) y, por

(11),
y= ue™ + ceM (ce C), (14)

con

u(t) :/f(t)e_)‘t dt, (15)

At

es la solucién general de (12). Observamos que y, = u(t)e™" es una solucién particular de la

ecuacion no homogénea.
Vamos a analizar ahora la forma que adquiere la solucién particular y, en el caso en que f(¢)
es de la forma

F(&) = q(t)e™

con ¢(t) un polinomio de grado n y o € C.
Es conveniente considerar dos casos: @« = Ay a # A.

Caso a = .

En este caso,
ut) = [aerte™ dr= [awr =g+ k.

con ¢*(t) un polinomio de grado n+1 tal que (¢*)’(t) = ¢(¢) y k una constante compleja arbitraria.
Eligiendo la constante k de modo tal que el término independiente de la suma ¢*(t) + k sea nulo,
vemos que podemos elegir u(t) de modo tal

u(t) = tg(t) con ¢(t) un polinomio de grado n.
Luego, existe una solucién particular y, de la forma

yp = tG(t)e™  con §(t) un polinomio de grado n.

Caso a # A.

Ahora,
u(t) = /q(t)eate_)‘t dt = /q(t)eﬁtdt,

con f=a—A#0.
Si q(t) = ant™ + ap_1t"" '+ --- + ag con a, # 0, y escribimos ¢(t) = a,t™ + qi(t) con
q1(t) = ap_1t"" 1 + - + ag, tenemos que

/ q(t)ePtdt = ay, / t"ePt dt + / q1(t)ePt dt.

Como por la férmula de integracién por partes,

/t”eﬁt dt = t;eﬁt — / %t"—leﬁt dt,
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resulta que

/q(t)eﬁtdt - %"t"eﬁt n /[ql(t) - %t"‘l]eﬁt dt = %”t"eﬂt n /q*(t)eﬁt dt

con ¢*(t) = q(t) — %t”fl un polinomio de grado n — 1 o menor. Procediendo ahora con

f ¢*(t)ePt dt como hicimos con J q(t)eltdt, llegaremos, después de un nimero finito de pasos, a
una expresion de la forma

/ q(t)ePtdt = G(t)e + k,

con ¢(t) un polinomio de grado n y k una constante compleja arbitraria. Tomando k& = 0,
tendremos u(t) = §(t)e’* y la solucién particular

yp = q(t)e” e = g(t)e™".
Luego, hemos probado la existencia de una solucién particular ¥, de la forma

at

yp = q(t)e™* con ¢(t) un polinomio de grado n.

Como resultado del andlisis efectuado, se tiene el siguiente
Teorema 5 Consideremos la ecuacién lineal de primer orden a coeficientes constantes (12) con
f(t) =q(t)e®, q(t) un polinomio de grado n.
Entonces
1. Si a = A, existe una solucién particular y, de la forma

“  con §(t) un polinomio de grado n.

Yp = tq(t)e
2. Si a # ), existe una solucién particular y, de la forma

Yp = §(t)e* con ¢(t) un polinomio de grado n.

Ejemplo 14 Hallar la solucién general de la ecuacién
y' + 2y = 3te.
Dado que A = —2, la solucion general de la ecuaciéon homogénea es, en este caso,
y=ce ? (ceC).
Por otra parte, debido a que o = 1 # A, sabemos que existe una solucién particular de la forma
yp = (At + B)e'.
Para hallar A y B reemplazamos en la ecuacién diferencial y e 3’ por y, e y]/g, respectivamente:

[(At + B)e']' + 2(At + B)e! = 3te!
Aet + (At + B)e! + 2(At + B)e! = 3te
[3At + (A+3B)|e! = 3te.
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Cancelando e?, tenemos que
3At + (A+3B) = 3t,

y, por lo tanto A =1y B = —1/3. Luego,

y la solucién general es

1
()t —2t
Y < 3>e + ce

Ejemplo 15 Resolver el problema a valor inicial
Y + 2y = 3tel + 572, y(0) = 2.

Primero hallamos la solucién general. Dado que la solucién general de la ecuacién homogénea es
la misma que la del ejemplo anterior, basta hallar una solucién particular. Para ello empleamos
el principio de superposicién, es decir, buscamos soluciones particulares para las ecuaciones

y +2y=3te! e y +2y=5e%,

y luego las sumamos (superponemos). Como del ejemplo anterior sabemos que g, = (t — %) el

es una solucién particular para la primera ecuacién, s6lo nos resta hallar una para la segunda.
En este caso a = —2 = )\, y el polinomio que acompana al término e~ es el constante 5. Luego
la solucién particular que debemos proponer es

Yp = tAe 2.
Operando como en el ejemplo anterior, llegamos a que
Ae™ 2 — 2Ate™? + 2467 = 52,

Por lo tanto A = 5, obteniéndose la solucién particular y,; = 5te~2t. Sumando ahora la solucién
particular para la primera ecuacién con esta iltima, obtenemos

1
Yp = <t - ) el + 5te 2,
3
v la solucién general
1
Yy = <t — 3) el + 5te ™t 4 ce™ 2,

Finalmente, con la condicién inicial y(0) = 2, determinamos c:

1 1
<t — 3) el + 5te ™ 4 ce™? = —3 +c =2,

t=0

7
Yy, por ende, ¢ = 5
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Ahora veremos que el método de seleccién se puede extender al caso en que en la ecuacién (12)
AER Yy f(t) = q(t)e* cos(Bt) 6 q(t)e* sen(Bt) con g un polinomio con coeficientes reales y a y
8 # 0 son reales.

Para ello notamos primero que si y, = yp1 + iyp2 (con yp1 € yp2 las partes real e imaginaria
de yp,) es solucién particular de la ecuacién

Yy — X y=F(t) con F(t) = Fi(t) + iFs(t),
entonces (probarlo)

Yp1 — AYp1 = Fi(t) y Ypa — Myp2 = Fi(t).

Supongamos entonces que f(t) = q(t)e* cos(Bt) 6 q(t)e**sen(Bt) con ¢(t), a y S como
dijimos antes. Llamemos F(t) = q(t)e*! con A\; = a + i3. Entonces la parte real de F(t) es
Fi(t) = q(t)e* cos(Bt) y la parte imaginaria es Fy(t) = q(t)e® sen(St). Dado que A # A1, por el
punto 2. del Teorema 5 existe una solucién particular y, de la ecuacién

Y — Ay = F(t)

de la forma

At

yp = q(t)e con ¢ un polinomio del mismo grado que q.

Entonces, la parte real de y, es solucién de la ecuacién

y' — Xy = q(t)e®" cos(t),

y la parte imaginaria de de g, es solucién de la ecuacién

y' — Xy = q(t)e sen(ft).

Veamos ahora que forma tienen las partes real e imaginaria de y,.

Escribamos (t) = ¢1(t) + iG2(t), donde ¢1(t) y G2(t) son, respectivamente, las partes real e
imaginaria de ¢. Tanto ¢ (t) como ¢2(t) son polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual al de ¢.

Entonces
Y = @(t)e)\lt
= (@1(t) +1ig2(t))e™ (cos(Bt) + isen(Bt))
= [e*(qu(t) cos(Bt) — Ga(t) sen(Bt))] +ile™ (g1 () sen(Bt) + ga(t) cos(6t))],
con lo cual

Ypl = e (g (t) cos(Bt) — Go(t) sen(ft)) e yp2 = e (q1(t) sen(Bt) + Go(t) cos(ft)).

En ambos casos las soluciones particulares halladas tienen la forma

yp = €™ (a1 (t) cos(Bt) + g5 (t) sen(t))

con ¢j y g5 polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que el grado de q.
Hemos demostrado el siguiente teorema
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Teorema 6 Consideremos la ecuacién lineal de primer orden a coeficientes constantes (12) con
ANeRYy
f(t) = q(t)e™ cos(Bt) 6 q(t)e™ sen(5t)

con « € R, € R—{0} y ¢(t) un polinomio con coeficientes reales de grado n.
Entonces existe una solucién particular de (12) de la forma

yp = € (g; (£) cos(Bt) + g3(t) sen(Bt))
donde ¢ y g5 son polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual que n.
Ejemplo 16 Hallar la solucién general de la ecuacién
y' + 2y = sen(3t).

La solucién general de la ecuacién homogénea es 3, = ce~%t. Respecto de una solucién particular,
observamos que sen(t) = q(t)e* sen(Bt) con ¢(t) =1, a = 0y 3 = 3. Segn el Teorema 6 existe
una solucion particular de la forma

yp = Acos(3t) + Bsen(3t).
Reemplazando en la ecuacién y e y' por y, e y;, resulta A y B deben ser tales que

Yp+2yp = (—3Asen(3t) + 3B cos(3t)) + 2(Acos(3t) + Bsen(3t))
= (—3A+2B)sen(3t) + (3B + 2A) cos(3t) = sen(3t).

De alli resultan las ecuaciones
-3A+2B=1 y 3B+2A=0

cuya solucién es A = —3/13 y B = 2/13. Luego

3 2
=13 cos(3t) + 3 sen(3t),

v la solucién general es

3 2 Y
y=-13 cos(3t) + 13 sen(3t) 4+ ce” <.

2.3. Resumen

Resumimos aqui los métodos de resolucién desarrollados para ecuaciones diferenciales lineales
de ler orden.
Consideremos la ecuacién diferencial en la forma normal

v +pt)y=f1), pfeC).
Resolucion por factor integrante

1. Hallar un primitiva P(t) de p(t);
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2. multiplicar ambos miembros de la ecuacién (4) por el factor integrante p(t) = e’®), para
obtener la ecuacién

p()y + pt)p(t)y = p(t) f(t);

[u(t)y]

3. integrar ambos miembros de la ecuacién y despejar y(t).

Estructura de las soluciones

Solucién general
y:yp+c¢h7 CG(C,

donde y, es una solucién particular de la ecuacién y ¢y, es una solucién no trivial de la ecuacién
homogénea asociada

¥ +p(t)y =0.

Soluciones de la ecuacién homogénea

Una solucién no trivial de la ecuacién no homogénea es

op=eT® con P= /p(t)dt.

Soluciones particulares
Método de variacién de parametros

Se propone ¥y, = u¢p con ¢, una solucién no trivial de la ecuacién homogénea asociada. La
funcién u se determina reemplazando en la ecuacién y e y' por, respectivamente, y, e y,. Se

demuestra que
_ [ f©)
‘= / Pn(t) o

Ecuacién diferencial lineal de ler orden a coeficientes constantes

y =Xy =f(t), AeC, felC(R).
FEn este caso, una solucién no trivial de la ecuacion homogénea es

o, = eM.

La solucién particular puede calcularse por variacion de parametros o, en ciertos casos, mediante
el método de seleccion.

Método de seleccion
1. Si f(t) = q(t)e®, con ¢ un polinomio y « € C se propone
yp = 1°G(t)e™

donde
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m s=0siAFays=1sA=aq;

= § es un polinomio del mismo grado que gq.

2. Si XAesreal y f(t) = q(t)e* cos(Bt) 6 f(t) = q(t)e* sen(Bt), con ¢ un polinomio con
coeficientes reales y a y 8 € R, 3 # 0, se propone

yp = €™ (qi (t) cos(Bt) + g5 (t) sen(Bt))

donde ¢} y ¢5 son polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual al grado de g.

3. Ecuaciéon de segundo orden a coeficientes constantes

En lo que sigue estudiaremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden a coeficientes
constantes:

Y +ary + aoy = f(t) (16)

donde ag y a; son nimeros reales o complejos y f : R — C es una funcién continua. Como en
las ecuaciones de lineales de primer orden, la ecuacién es homogénea si f(t) = 0, esto es, si se
escribe

Y + a1y’ +apy =0 (17)

y es inhomogénea o no homogénea en otro caso.
Teniendo en cuenta que L : C*>(R) — C(R), definida por

L(y) = y" + a1y’ + aoy

es una transformacion lineal, y que resolver (16) 6 (17) es equivalente a hallar, respectivamente,
la preimagen de f a través de L o el nicleo de L, tenemos que:

1. El conjunto de soluciones de (17) es un subespacio de C?(R);

2. si yp es una solucién particular de (16), entonces todas las soluciones de (16) son de la
forma

Y="1Yp +Yn

con yp, solucién arbitraria de (17).

3.1. Ecuacion homogénea

Comencemos por resolver la ecuacién homogénea (17). Para ello serd conveniente introducir
el operador diferencial D : C!(R) — C(R), definido por Dy = ¢’ y sus potencias, D? : C?(R) —
C(R), D?>y = D(Dy) = 4", D? : C3(R) — C(R), D3y = D(D?y) = 3", etc. Observamos que
tanto D como sus potencias son transformaciones lineales.

Dado un polinomio p(r) = a,r™ + an_17""! + - + a1r + ap, definimos la transformacién
lineal p(D) : C"(R) — C(R), mediante

p(D)y = ap, D"y + an_lD"_ly + -4+ a1 Dy + agy.
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Con esta notacién, la ecuacién (16) puede escribirse en la forma

con p(r) = r? + air + ag. Este tltimo polinomio se denomina polinomio caracteristico de la
ecuacién. Por ejemplo, la ecuacién

y" +y — 2y = sen(t)

se escribe
D?*y+ Dy — 2y = (D* + D — 2)y = sen(t),

y entonces p(r) = 72 + r — 2 es el polinomio caracteristico de esa ecuacién. Una propiedad
importante, la cual facilita la resolucién de la ecuacién homogénea es la siguiente:
Si el polinomio p(r) se factoriza como producto de dos polinomios: p(r) = q(r)v(r), entonces

esto es p(D) = q(D)v(D) = v(D)q(D).
Por ejemplo, si p(r) = r2 +r — 2, tenemos que p(r) = (r — 1)(r + 2), luego

(D*+ D —2)y = (D= 1)(D+2)y = (D +2)(D - 1)y.
Veamos como esta factorizaciéon nos ayuda a resolver la ecuaciéon homogénea
y'+y —2y=0.
En primer lugar tenemos en cuenta que esta ecuacion puede escribirse en la forma
(D+2)(D—-1)y=0. (18)

Entonces, si llamamos v = (D — 1)y, tenemos que y es solucién de (18) si y sélo si y es solucién
de la ecuacion de primer orden
(D-1y=v

con v solucién de la ecuacién de primer orden
0=(D+2)v=1v+2v.
Como la solucion general de la tltima ecuacion es
v=ke 2, k e C,

tenemos que las soluciones y de la ecuacién (18) se obtienen resolviendo la ecuacién de primer
orden no homogénea

(D-1)y=ke 2, keC. (19)
Pasamos a resolver ahora (19). La solucién general de la ecuacién homogénea

(D-1)y=0 esy,=de' deC.
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Por el Teorema 5 que aparece en la seccién 2.1, sabemos que existe una solucién particular de
la ecuacién no homogénea (19) de la forma

Yp = Ae ™2,
Soélo nos falta determinar el valor de la constante A. Para ello usamos que y, debe ser solucién
de la ecuacién no homogénea, esto es:

yI’7 —Yp = —24e7 % — Ae ™M = —3Ae7 % = ke .

Luego A = —k/3 y entonces

es solucién particular de (19). Por lo tanto, la solucién general de (19), que también es la
solucién general de (18) es
k

y=-ge ¥ +dd,  kdeC.

Como k es una constante arbitraria, d* = —k/3 también lo es, y entonces
y=de % 4+ de’, d*,d e C,

también es la solucién general de la ecuacién (18).

Observamos que en este ejemplo, el conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea (18)
estd generado por las funciones exponenciales ¢1(t) = e 2 y ¢o(t) = €t
las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién. Ademads, como {¢1, ¢2} es un conjunto L.i.
(verifique mediante el wronskiano), tenemos que el conjunto de soluciones es de dimensién 2.

Lo que ocurre en este ejemplo no es casual, ya que se tiene el siguiente:

, cCuyos exponentes son

Teorema 7 Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden lineal homogénea a coefi-
cientes constantes (17).

Supongamos que el polinomio caracteristico de la ecuacién p(r) = r? + a1r + ag posee dos
raices diferentes A\; y A2. Entonces {e*f e*2!} es base del conjunto de soluciones de (17) y, en
consecuencia,

it Aot
y=cre’t’ + coe?’, c1,co € C,

es la solucién general de la ecuacién (17).

Demostracién. Como p(r) = (r — A1)(r — A\2), la ecuacién (17) se escribe
(D= A)(D = Az2)y = 0. (20)

Luego, llamando v = (D — A2)y, tenemos que y es solucién de (20) si y s6lo si y es solucién de
(D — A2)y = v con v solucién de
(D — /\1)1) =0.

At

Como la solucién general de la iltima ecuacién es v = ket con k € C, tenemos que las soluciones

de (20) coinciden con las de la ecuacién

(D — o)y = keM' conk e C. (21)
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Por un lado la solucién general de
(D - )\z)y =0

es yp, = de*?* con d € C. Por otro, una solucién particular de (21) se obtiene planteando una de

la forma
yp = At

(que siempre existe por el punto 2. del Teorema 5 que mencionamos antes) y determinando A a
través de la ecuacién que debe satisfacer y,:

y]/g — Nayp = A AeMt — Ny AeMt = (A — /\Q)Aeht = keMt.

k
A1—

El valor de A es entonces A = -
Luego, la solucién general de (21) y por lo tanto de (20) es

y eMt 4 det2t k,d e C.

DYDY
Llamando ¢; = ﬁ y ¢2 = d, tenemos que la solucién general de (20) es

Yy = cleAlt + 026/\2t, c1,co € C.

De esto se deduce que {e*'?,e*?'} genera al conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea.

Para ver que es base basta ver que es l.i., pero, ello es inmediato dado que el wronskiano es
W (M, e)‘Qt) = (Ao — )\1)6(/\1+)\2)t # 0.
Ejemplo 17 Consideremos la ecuacion
y" — 2y + 5y =0.

Su polinomio caracteristico es p(r) = r2 — 2r + 5, cuyas raices son A\ = 1 —2i y Ao = 1 + 2i
(una es la conjugada de la otra porque el polinomio es de coeficientes reales).
Entonces la solucién general de la ecuacion es

Y= 616(1+2i)t + 026(1_2i)t, c1,c0 € C.

Como ' .
e +20t — e'(cos(2t) +isen(2t)) y 1720 = ¢! (cos(2t) — isen(2t)),

tenemos que
1120 o208 — et (cos(2t) + i sen(2t)) + caet (cos(2t) — isen(2t))
= (c1 + c2)el cos(2t) +i(er — co)e’ sen(2t)
= dye’ cos(2t) + dae’ sen(2t),
con dy =c; +c2y do =i(c; — ). Luego, el conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea

también estd generado por {e’ cos(2t), e sen(2t)}. Dado que la dimensién del subespacio solucién
es dos, este conjunto de funciones debe entonces ser necesariamente l.i. y por lo tanto base.
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Lo que hicimos en este ejemplo particular, puede hacerse en general cuando el polinomio
caracteristico de la ecuacion posee un par de raices complejas conjugadas, teniéndose el siguiente
resultado.

Teorema 8 Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden lineal homogénea a coefi-
cientes constantes (17).

Supongamos que el polinomio caracteristico de la ecuacién p(r) = r2 + ayr + ag posee dos
rafces complejas conjugadas: A\; = a + bi, Ay = a — bi, b # 0. Entonces {e cos(bt), e sen(bt)}
es base del conjunto de soluciones de (17) y, en consecuencia,

y = c1e™ cos(bt) + coe™ sen(bt), c1,c2 € C,
es la solucién general de la ecuacién (17).

Nos falta estudiar el caso en que el polinomio caracteritico de la ecuacién tiene una raiz doble.
El siguiente teorema nos dice qué sucede en ese caso.

Teorema 9 Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden lineal homogénea a coefi-
cientes constantes (17).

Supongamos que el polinomio caracteristico de la ecuacién p(r) = 72 + a1r + ag posee una
raiz doble \. Entonces {e*, te*} es base del conjunto de soluciones de (17) y, en consecuencia,

Yy = creM + czte”, c1,c9 € C,
es la solucién general de la ecuacién (17).
Demostracién. Como p(r) = (r — \)2, la ecuacién (17) se escribe
(D—-X)(D—-XNy=0. (22)

Luego, llamando v = (D — \)y, tenemos que y es solucién de (22) si y sélo si y es solucién de
(D — Xy =wv con v tal que
(D—MXNv=0.

Como la solucién general de la tltima ecuacién es v = ke con k € C, tenemos que las soluciones
de (22) coinciden con las de la ecuacién

(D= )Ny =ke conkeC. (23)

Por un lado la solucién general de
(D=XNy=0

es yp = de* con d € C. Por otro, una solucién particular se obtiene planteando una de la forma
y, = AteM
(que siempre existe por el punto 1. del Teorema 5) y determinando A a través de la ecuacién:
y; —Ayp = AeM + NAteM — At e = AeM = ke,

luego A = k.
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Entonces la solucién general de (23) y por lo tanto de (22) es
y = kteM + de™, k,d e C.
Llamando c2 = k y ¢; = d, tenemos que la solucién general de (22) es
Yy = cle)‘t + czteAQt, c1,c0 € C.

De esto se deduce que {e)‘t,te)‘t} genera al conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea.
Para ver que es base basta ver que es l.i., pero, ello es inmediato del hecho que

W(G)\t,te)\t) — 62)\t ;é 0.
Ejemplo 18 Hallar la solucién del problema a valores iniciales
y'+4y +4y =0, y(0)=1, y(0)=0.

Como el polinomio caracterfstico es p(r) = r?+4r+4 = (r+2)?, tenemos que la solucién general
de la ecuacién es:
y=cre 2 fegte™®,  ¢,c5€C.

Como
1=y(0) = cre 2+ Cgt€_2t|t:0 =,

tenemos que c; = 1.
Por otro lado, dado que

0= y/(o) = _2016_2t — 262t€_2t + 626_2t t=0 = -2 =+ c2,
resulta ¢y = 2. Por lo tanto, la solucién buscada es
Yy = e 2t 4 ote™?t,

Para finalizar el andlisis de la ecuacién homogénea (17) enunciamos el siguiente resultado
sobre el wronskiano de una base de soluciones de la misma, que serd utilizado en lo que sigue.

Teorema 10 Sea {¢1, $2} una base de soluciones de la ecuacién (17). Entonces

W(o1,2)(t) #0 Vi€ R.

Demostracién. Basta probar que el resultado es cierto para alguna base {1, 2} del conjunto
solucién, dado que si {¢1, P2} es otra base, entonces

¢1 =cr1p1 + 2102 Y Q2 = cra¢1 + C22¢2.

Como [c11 co1]' y [c12 co2]t son los vectores de coordenadas de, respectivamente, ¢1 y ¢o en la
base {¢1,p2}, v {¢1, 2} es Li., el determinante

€11 C12
C21 (22

A= £0.
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Un simple célculo prueba que

W1, $2)(t) = AW (o1, p2)(1).

Con lo cual W (¢1, p2)(t) # 0 siy sélo si W(p1,p2)(t) # 0.

Como en el caso en que las raices A, Ay del polinomio caracteristico de la ecuacién son
distintas, {e*!, e*?!} es base y

W (Mt ety = (A — \p)eM A2t £ vt e R,
y en el caso en que el polinomio posee una raiz dobel A, {e/\t, te)‘t} es base y
WM teM) =M £0 VYt eR,

queda probado el teorema.

3.2. Ecuacion no homogénea

Vamos ahora a encarar la resolucién de la ecuacién no homogénea (16). Dado lo expuesto
anteriormente y que ya sabemos resolver la ecuacién homogénea asociada, sélo nos falta exponer
algin método para hallar soluciones particulares de la misma.

Método de variacién de parametros

Supongamos que conocemos una base {¢1, 2} del conjunto de soluciones de la ecuacién ho-
mogénea (17). Entonces proponemos una solucién particular de (16) de la forma

Yp = w191 + u2g (24)

con u1 y ug funciones a determinar. Derivando y, obtenemos
Yp = U1 + U1y + usde + uggy.
Impongamos la condicién
w1 + ubde = 0. (25)

Entonces
Y, = urdy + uagh.
Derivando nuevamente
y;,' = u} ¢} + ur ¢ + ubeh + usgh.
Reemplazando en (16), y,y',y" por yp, y,, y,, respectivamente, y agrupando convenientemente,
llegamos a
ui (@] + a1y + aodr) +ua(dy + ardy + aode) + Uiy + usgy = f.

Como ¢1 y ¢2 son soluciones de la ecuacién homogénea asociada, finalmente queda la condicién
uid + uadhy = f. (26)
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Luego, si hallamos u; y uz que satisfagan las condiciones (25) y (26), la funcién y, definida en
(24) serd solucion particular de la ecuacién no homogénea.

Veamos ahora que tales funciones siempre pueden ser halladas. Las condiciones (25) y (26)
pueden expresarse matricialmente en la forma

;4104113

= ) 27

ERAIFINE (#1)

Como la matriz cuadrada de la izquierda tiene determinante no nulo, (pues éste es W (o1, ¢2) y
{¢1, P2} es base de soluciones de la ecuacién homogénea), tenemos que

-1
41 2l
Un simple cédlculo (regla de Cramer) muestra que
o = — P2 f v o= nf
W (1, d2) W (1, d2)
Ejemplo 19 Resolver la ecuacion
y' -y = etlﬂ

Como p(r) = r2 —r = r(r — 1), tenemos que {1,e'} es una base de soluciones de la ecuacién

homogénea asociada. Ademds W (1,e!) = e'. Entonces, una solucién particular de la ecuacién
no homogénea es
_ t
Yp = U1 + uge’,

con

;o el B 1
4= etlet +1) et +1
y
uhy = _
27 ellet 1)

Integrando obtenemos

w— [ e ot
1= 1ret) ¥ 27 1tet )

=1 o + |—e 7t -1 GNP — (" +1)1 e
o= T\ T e © Tt )| T ‘ BVETYA

es solucién particular de la ecuacién no homogénea.
Finalmente, la soluciéon general es

Entonces

t

e
1+ et

yzl—(et—i—l)ln( >+61+62€t.
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Método de seleccion o de constantes indeterminadas

El método que expondremos a continuacién sélo se aplica al caso en que la funciéon f que
aparece en la ecuacién (16) pertenece a una determinada clase de funciones.

Teorema 11 Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden lineal homogénea a coefi-
cientes constantes (16).
Entonces

1. Si f(t) = q(t)e, con ¢ un polinomio y A € C entonces existe una solucién particular y,
de (16) de la forma
Yp = tSQ(t)eM
con s la multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién (s = 0 si
A no es raiz) y ¢ un polinomio del mismo grado que q.

2. Silos coeficientes de la ecuacién (16) son reales y f(t) = q(t)e® cos(Bt) 6 f(t) = q(t)e* sen(5t),
con ¢ un polinomio con coeficientes reales y o y # € R, existe una solucién particular y,
de (16) de la forma
yp = t°e*(G1(t) cos(Bt) + Ga(t) sen(Bt))
con s la multiplicidad de A = a + ¢ como raiz del polinomio caracteristico de la ecuacion
(s =08l Anoesraiz) y ¢1 y g2 polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual
al grado de gq.

Demostracién. Comencemos demostrando el punto 1. Sean A1 y Ao las raices del polinomio
caracteristico de la ecuacién (A1 y A2 podrian ser iguales), entonces (16) se escribe

(D= M)(D = Aoy = q(t)e.
Notamos que si v, satisface
(D — M\1)v, = q(t)eM (29)
e y, satisface
(D = A2)yp = vp, (30)

entonces y, es solucién particular de (16).
Hay tres casos que considerar.

Caso 1: A no es raiz del polinomio caracteristico, es decir, A # A1 y A # Ay (s = 0). Como
A # A1, debido al punto 2. del Teorema 5 sabemos que existe una funcién v, de la forma
v, = 4(t)e, con ¢ del mismo grado que g, que satisface (29). Pero entonces, aplicando el mismo
teorema y dado que A # \a, sabemos que existe una funcién y, de la forma y,(t) = §(t)e*, con
¢ del mismo grado que ¢, que satisface (30) y que por lo tanto es solucién particular de (16).

Caso 2: A es raiz simple del polinomio caracteristico (s = 1). Podemos suponer, sin perder

generalidad que A = Ay y que A # A;. Por las mismas razones que en el caso 1, existe v, de la
forma v, = g(t)eM, con § del mismo grado que ¢, que satisface (29). Como ahora A = Ay tenemos
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que por el punto 1. del Teorema 5, existe una funcién y,(t) = tg(t)e*, con ¢ del mismo grado
que ¢, que satisface (30) y que es entonces solucién particular de (16).

Caso 3: \ es raiz doble del polinomio caracteristico (s = 2). Entonces A = A\ = 2. Dado

que A = Ay, por el punto 1. del Teorema 3 existe v, de la forma v, = t(j(t)e)‘t, con ¢ del mismo

grado que ¢, que satisface (29). Llamemos ¢ = tG. Entonces ¢ tiene un grado més que §. Aplican-

do ahora nuevamente el punto 1. del Teorema 3 tenemos que existe una funcién y,(t) = tg(t)e,

con ¢ del mismo grado que ¢, que satisface (30) y que es entonces solucién particular de (16).
Hasta aqui hemos probado la existencia de una solucién particular

Yp = tQ(t)e/\t

con ¢ un polinomio de un grado mas que q. Todavia no hemos probado el resultado enunciado,
pues la forma que buscamos para la solucién particular es y, = t2G(t)eM con ¢ del mismo grado

que q.
Sea n el grado de ¢. Entonces § = ¢, 1t" 1 4 -+ + 1t 4 co, t§ = cpp1t" T2 4+ -+ e1t? + cot
y la y, hallada se expresa como

Yp = (cop1t™ 24+ ert? + cot)e
2 (cpprt™ + -+ e1)eM + cote
= t2GeMN + cote.

Como \ es raiz doble del polinomio caracteristico, cote™ es solucién de la ecuacién homogénea
asociada; por lo tanto
* At 2~ At
Yp = Yp — cote™ =1"ge
también es solucién particular de la ecuacién no homogénea, y se encuentra en la forma que

estabamos buscando.

Para demostrar el punto 2 es necesario tener en cuenta el siguiente resultado:

Supongamos que la ecuacién (16) tiene coeficientes reales y que f(t) = fi(t) + if2(t) con
fi : R — R. Entonces, si ¥, = yp1 + iyp2, con yp; : R — R, es solucién particular de (16) se tiene
que

Ypi + a1y + aoypi = fi(t), i=1,2.

Es decir, las partes real e imaginaria de una solucién de (16) satisfacen la ecuacién (16) reem-
plazando en ella f por, respectivamente, las partes real e imaginaria de f.
En efecto, como y,, = y,,; +iy,5 € Y, = Yy + 1Yy, tenemos que

filt) +ifa(t) = (Y () +iyna(t) + a1y (t) + i (t)) + ao(ypi (t) + iyp2(t))
= (Yp1 () + a1y () + aoypr (1)) + i (Ypa(t) + arype(t) + aoyp(t)).

Como lo que figura dentro de cada paréntesis en la ultima linea es real (aqui se usa que a1 y ag
son reales), necesariamente

Ypr (t) + a1y (t) + aoypr (t) = f1(t) e yp(t) + arype(t) + aoyp(t) = fa(t),
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que es lo que se afirmaba.

Pasamos a probar entonces el punto 2. Supongamos que f(t) = q(t)e* cos(3t), con ¢ un polino-
mio con coeficientes reales y o y 3 reales. Supongamos que 3 # 0 (si = 0 estamos en el caso
anterior.) Si consideramos F(t) = q(t)eM, con A = a + i3, tenemos que f(t) es la parte real de
F(t). Por el punto 1. ya demostrado, sabemos que la ecuacién

y"' +ary’ +aoy = F(t),
admite una solucién particular y, de la forma
Yp = tscj(t)e”

donde s es la multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién y ¢ es un
polinomio del mismo grado que ¢ (¢ podria tener coeficientes complejos). Sabemos también que
la parte real de ¥, es solucién de la ecuacién

Y + a1y +agy = f(t),

dado que f es parte real de F'. Veamos entonces que forma tiene la parte real de y,, que
denominamos ;.

Escribamos §(t) = ¢1(t) + iG2(t), donde §¢1(t) y g2(t) son, respectivamente, las partes real e
imaginaria de ¢. Tanto §;(t) como ¢2(t) son polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual al de ¢.

Entonces

Yp = tsd(t)e)\t
t°(Gu(t) + iga(t))e (cos(Bt) + isen(ft))
[t°¢* (Gu(t) cos(Bt) — Go(t) sen(Bt))] + i[t%e™ (g1 (t) sen(Bt) + Ga(t) cos(Bt))],

con lo cual
yp1 = t°e* (G1(t) cos(Bt) — Ga(t) sen(5t))

tiene la forma prescripta en la tesis del teorema.

Si f(t) = q(t)e** sen(Bt) entonces f(t) es la parte imaginaria de F(t) y, la parte imaginaria
yp2 de la solucién y, es una solucién particular de la ecuacién (16) para tal f(t). Pero, por lo
desarrollado arriba, tenemos que

yp2 = 7 (G (t) sen(Bt) + g2 (t) cos(Bt)),
que también tiene la forma prescripta en la tesis del teorema.
Veamos algunos ejemplos de aplicacién del método de seleccién.
Ejemplo 20 Hallar la solucién general de la ecuacién
'+ 2 —3y=t+1.
Dado que el polinonio caracteristico es

p(r)y=r*+2r—3=(r—1)(r +3),
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la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es
t —3t
yn = cre’ + e, c1,00 € C.

Respecto de una solucién particular, dado que el lado derecho de la ecuacion es de la forma
f(t) = q(t)eM, con q(t) =t+1y A =0, y A no es raiz del polinomio caracteristico, por el
Teorema anterior sabemos que existe una solucién particular y, de la forma

yp = At + B

con Ay B constantes a determinar.
Como y; =Ae y;,’ = 0, reemplazando en la ecuacién queda

2A —3(At+ B) = —3At+ (2A—-3B) =t + 1,
conlocual -34=1=A=-1/3y24A—-3B=1= B=-5/9. Entonces

1 5

:——t——
=738

es una solucion particular de la ecuacién no homogénea y la solucién general es

1 5
y=-3t-5+ cre’ + e, e, €C.

Supongamos que ahora la ecuacion es
Y’ +2y — 3y = (t—1)e".

Como ya hemos calculado la solucién general de la ecuacién homogénea asociada, solo resta
calcular una solucién particular. Cémo en este caso f(t) = q(t)eM con q(t) =t —1y A =1y A
es raiz simple del polinomio caracteritico, existe ¥, de la forma

Yy, = t(At + B)e! = (At + Bt)e'.
Derivando y, y reemplazando en la ecuacién queda
[At? + (4A + B)t + (2A + 2B)Je’ + 2[At? + (2A + B)t + Ble' — 3[At? + Bt]e! = (t — 1)¢.
Reagrupando y cancelando términos llegamos a que
8At + (2A+4B)=t—1

y, por lo tanto 84 =1= A =1/8 y 2A+4B = -1 = B = —5/16. Luego

(Ll 5\ 4
yp—<8t 16t>e

v la solucién general es

1 5}
y = <8t2 - 16t> e+ el + e, e e €C.
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Ejemplo 21 Hallar la solucién general de la ecuacién
y' —y = el cos(2t).

La solucién general de la ecuacién homogénea es

t —1
y=cie +ce 7, Cl,CQG(C,

pues el polinomio caracteristico es p(r) = r2 — 1 = (r — 1)(r + 1). Respecto de la solucién
particular, como f es de la forma f(t) = q(t)e® cos(Bt), con q(t) = 1, a = 1y 8 =2,y
A=a+1i8 =1+ 2i no es raiz del polinomio p, existe una solucién particular de la forma

yp = €' (Acos(2t) + Bsen(2t)),
con Ay B constantes a determinar. Dado que
Yy = ¢! ((4B — 3A) cos(2t) — (4A + 3B) sen(2t)),
tenemos que
Yp = Up = e'[(—4A + 4B) cos(2t) + (—4A — 4B) sen(2t)] = €' cos(2t).

Por lo tanto,
—4A+4B =1 y —4A —4B = 0.

Resolviendo las ecuaciones se obtienen: A = —1/8y B =1/8.
Luego

1 1
yp = e (8 sen(2t) — 3 cos(2t)> ,

es solucién particular y
¢ (1 1 ¢ —t
y=e ésen(Qt) ~3 cos(2t) | + cie’ + e, c1,c2 € C
es la solucién general.

3.3. Resumen

Resumimos aqui lo desarrollado para ecuaciones diferenciales de segundo orden a coeficientes
constantes.
Dada la ecuacién diferencial

y' +ay +aoy = f(t), ai,a0€C, feC(R),

Solucién general
y=1yp+cidr+cada, c1,c2 €C,

donde y, es una solucién particular de la ecuacién y {¢1, ¢2} es un conjunto linealmente inde-
pendiente de soluciones de la ecuacién homogénea asociada

Y + a1y + apy = 0.
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Soluciones de la ecuacién homogénea
Polinomio caracteristico de la ecuacién: p(r) = 72 + air + ao.

Si A1 y A2 son las raices de p(r) se tiene que:
1. Si A\; # A, entonces {e*?, e*?!} es un conjunto 1i. de soluciones de la ec. homogénea.

2. Sia; y ap son reales y \{ = a+bi y A2 = a — bi con a y b reales, b # 0, entonces
{e® cos(bt), e sen(bt)} es un conjunto Li. de soluciones de la ec. homogénea.

3. Si A\; = Ag = A, entonces {eM,te?M} es un conjunto Li. de soluciones de la ec. homogénea.

Soluciones particulares
Método de variacién de parametros

Yp = U191 + U202

con {¢1,p2} un conjunto linealmente independiente de soluciones de la ecuacién homogénea
asociada y u1, ug tales que

o f ;o of

T T Wiend) T T W)

siendo W (o1, d2) = d1¢hy — pa¢d.

Método de seleccion
1. Si f(t) = q(t)e™, con ¢ un polinomio y A € C se propone
Yp = tSQ(t)e)\t
donde

» s es la multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién (s =0
si A no es raiz);

= ¢ es un polinomio del mismo grado que gq.

2. Silos coeficientes de la ecuacién (16) son reales y f(t) = q(t)e® cos(Bt) 6 f(t) = q(t)e* sen(3t),
con g un polinomio con coeficientes reales y a y 8 € R, se propone

yp = t°e*(Gu(t) cos(Bt) + Ga(t) sen(f3t))
donde

= s es la multiplicidad de A = «a + i como raiz del polinomio caracteristico de la
ecuacién (s = 0 si A no es raiz);

= §1 ¥ G2 son polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual al grado de q.
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