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Unidad 1: Logica y teoria de conjuntos

1. Definiciones

Légica: estudio de las formas correctas de pensar o razonar.

Proposicion: afirmacion que es verdadera o falsa, pero no ambas.

Proposicion primitiva: proposicion que no se puede descomponer en otras dos 0 mas proposiciones.
Siempre son afirmativas.

Proposicion _compuesta: proposicion formada por dos o mas proposiciones relacionadas mediante
conectivas logicas.

Tablas de verdad:

pldl-p P A qg|p VvV g[p VY d[p > qjp © dp Y qp | q
(NOT) (AND) (OR) (XOR) (IF) (I1F) (NOR) (NAND)
V|VI|F Vv Vv F Y, Vv F F
V|F|F F Vv Vv F F F vV
FlV|V F Vv Vv Y, F F vV
FIF|V F F F Y, Vv Vv vV
Nota: n proposiciones — 2" lineas de tabla.
Negacién: no, nunca, jamas, no es cierto que.
Conjuncion: y, e, pero, como, aungue, sin embargo, mientras.
Disyuncién: o, a menos que.
Disyuncién excluyente: o bien.
Implicacién: cuando, siempre que.
Doble implicacion: siy s6lo si (sii), cuando y solo cuando.
{I} y {4} son los tnicos conjuntos adecuados de un solo conectivo diadico.
“p=q” “p=q”
e Sip, entonces Q. e pes necesario y suficiente para q.
e pimplicaq. e psiysolosig.

e psolosigq.

e pes el antecedente, g es el consecuente.
e (] es necesario para p.

e p es suficiente para q.

Tautologia: proposicion que es verdadera siempre.

Contradiccién: proposicién que es falsa siempre.

Contingencia: proposicion que puede ser verdadera o falsa, dependiendo de los valores de las
proposiciones que la componen.

p—>g=—pvq
ped=P—>aA@—>p)
(Pva)=(pva) A (=pv—0a)
a—>bac)=(@a—>hb)A(@a>c)
Ppvag>t=p>Hv@—>t

2. Leyes de la l6gica

1) Ley de la doble negacién | —p=p
2) Ley de conmutatividad a) pvg=qvp
b) pArgq=qap
3) Ley de asociatividad a) pv(vn=pvgvr




b) pr(@anN=(pParg)ar
4) Ley de distributividad a) pa(vn=pEAaq)v(pAar
) pv(@an=(pPvaalPvr
5) Ley de idempotencia a) pvp=p
b) pap=p
6) Ley del elemento neutro |a) pvFo=p
b) paTo=p
7) Leyes de De Morgan a) —(pvag)=—pAr-Q
b) —(PAg) =-pv—q
8) Ley del inverso a) pv—-p=T
b) pAr-p=Fo
9) Ley de dominancia a) pvTe=Ty
b) pAFo=Fo
10)Ley de absorcion a) pviparg)=p
b) pa(pva)=p

Dual de S: Sea S una proposicion. Si S no contiene conectivas logicas distintas de A y v entonces el dual de
S (Sd), se obtiene de reemplazar en S todos los A (V) por v () y todas las T (Fo) por Fo (To).
Sean sy t dos proposiciones tales que s =t, entonces st=t

v" Reciproca: (g — p) es lareciproca de (p = q)
v' Contra-reciproca: (—gq — —p) es la contra-reciproca de (p = q)
v' Inversa: (—p — —q) es lainversa de (p — Q)

3. Reglas de inferencia

pP—q
Modus ponens o Modus ponendo ponens Lp
o q
pP—q
Modus tollens o Modus tollendo tollens —q
—P

4. Logica de predicados

Funcidn proposicional: expresién que contiene una o mas variables que al ser sustituidas por elementos del
universo dan origen a una proposicién.
Universo: Son las ciertas opciones “permisibles” que podré reemplazar por la variable.
Cuantificador universal: proposicion que es verdadera para todos los valores de x en el universo.

vx (P(x)) =+ P(=1) AP(0) AP(1) A ...
Cuantificador existencial: proposicion en que existe un elemento x del universo tal que la funcion
proposicional es verdadera.

Ax (P(x)) = - P(-1)VP(O) VPV ...

v 3x [p(X) A g(x)] = 3Ix p(X) A Ix q(X) Negacion de proposiciones cuantificadas:
v 3X[p(x) v g(x)] < 3x p(x) v 3x q(x) e —[vxp(x)]=3x —p(x)

v X [P(X) A q(X)] < VX p(X) A VX q(X) e =[x p)]=vx=pX)

v VX p() v ¥x q(x) = VX [p(X) v q(x)]

v 3X[p() A a(x)] # 3x p(x) A q(x)

5. Teoria de conjuntos

Conjunto de partes: dado un conjunto A, p(A) es el conjunto formado por todos los subconjuntos de A,
incluidos Ay @. Si A tiene n elementos, p(A) tendrda 2™ elementos. Ejemplo:
A=1{1,23}




P(A) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

A={x:x€A}
P(A) ={S:S cCA}
SCA &©VxeS:xeA

Pertenencia: un elemento “pertenece” a un conjunto.
Inclusién: un conjunto esta “incluido” en un conjunto.

Operaciones entre conjuntos:

Union: A uB={xeU:x€A Vx € B}

Interseccién: ANB ={x e U:x € AANx € B}

Diferencia: A—B={x € U:x € AAx & B}

Diferencia simétrica: AAB={xeU:x € AUBAx & AN B}
Complemento: A = {x € U:x & A}

Leyes del algebra de conjuntos: Para cualquier A, B c U:

Leyes conmutativas ANB=BnNnA
AUB=BUA
Leyes asociativas Au(BuC)=((AuB)ucC
An(BnC)=ANnB)NC
Leyes distributivas AUBNC)=(AUB)N(AUC)
An(BUC)=(ANB)U(ANC()
Leyes de idempotencia AUA=A
ANA=A
Leyes de identidad Aup=A
AuU=U
ANg=20
ANnU=A
Complementacién doble A=A
Leyes del complemento AUAd=U
ANA=0
Leyes de De Morgan AUB=ANB
ANB=AUB

Unidad 2: Induccion matematica

1. Métodos para demostrar la verdad de una implicaciéon

1) Método directo: V-V
2) Método indirecto:
a) Por el contrarreciproco: F < F
b) Por el absurdo: supongo el antecedente verdadero y el consecuente falso y busco llegar a una
contradiccién de proposiciones.

2. Induccién matematica

) P(1)
1) P(h) > P(h+1)

Vvx (xeN - P(x))

Unidad 3: Relaciones de recurrencia

Orden de una relacion: mayor subindice — menor subindice.




1. Ecuaciones de recurrencia homogéneas

Sea la ecuacion a,, + c;a,,_; + c;a,_, = 0 (*). Resolverla significa:
D) Hallar las raices de la ecuacién caracteristica de (*): 2 + ¢;7 + ¢, =0
1)} Utilizar los teoremas siguientes para hallar la solucion.

Teorema 1: sit, y s, son soluciones de la ecuacion (*¥), entonces r, = At,, + Bs,, también es solucion de (*)
VA,B € R.

Teorema 2: si 1, es raiz de la ecuacion caracteristica, entonces 1§ es solucion de (*).

Teorema 3:sir, yr, (1; # 1,) son soluciones de la ecuacion caracteristica, entonces s, = Ar* + Brj' es
0= Qo

1=

Teorema 4: si 1y (1, # 0) es raiz doble de la ecuacion caracteristica, entonces s,, = nr§' es solucion de (*).
Teorema 5: si 1y (1, # 0) es raiz doble de la ecuacion caracteristica, entonces s,, = Ar{* + Bnr{' es solucién

Sog = Q,
de (*) y Vay, a, € R3A, B € R: {S‘l) _ a‘l)

., S
solucion de (*)y Va,,a; € R34,B € R: {S

2. Ecuaciones de recurrencia no homogéneas

Sea la ecuacion a,, + c;a,,_¢ + 20,5 + -+ ca,_, = f(n) (*), con f(n) # 0. Resolverla significa:

)
It
1

Resolver la ecuacion homogénea asociada y obtener af.
Hallar una solucion particular de la ecuacion (*), af.

La solucién general sera: a, = a! + af

Nota: en la solucién particular propuesta no debe haber sumandos que aparecen en la solucién de la

ecuacion homogénea.

f(n) aP propuesta
ka™ (a no es raiz de la ecuacion ka™
caracteristica)
ka™ (a es raiz de multiplicidad t de la knta™

ecuacion caracteristica)

Polinomio de grado ky 1 no es raiz de la Polinomio genérico de grado k
ecuacion caracteristica

Polinomio de grado k y 1 es raiz de
multiplicidad t de la ecuacién caracteristica

A.sin (a,) 0 B.cos (a,)

Polinomio genérico de grado k
multiplicado por nt
C.sen(a,) + D.cos(a,)

Caso especial 1: a, + c;a,_1 + 205 + -+ i = fi(0) + f,(n)

D) Proponer una solucion af! para a, + ¢;a,_1 + ¢;ap_p + -+ Ay = f1(n)

)] Proponer una solucion ak? para a, + ¢;ap_1 + C3p_p + =+ CxAy_y = fo(n)

1)) La solucién serd ak! + af?.

Caso especial 2: a, + c;a,_1 + 20,5 + -+ ray_, = fi(N). fL(n)

D) Proponer una solucion af?! para a, + ¢;a,_1 + ¢;ap_p + -+ A = f1(n)

)] Proponer una solucion ak? para a, + ¢;ap_1 + C3p_p + =+ CxAy_y = fo(n)

1)} La solucién sera afl.af?. Luego, comparar con la solucion del homogéneo y arreglar si es

necesario.

3. Sucesiones importantes

Interés Fibonacci Torres de Hanoi Desarreglos

a,=1,12.a,1 Fn=Fn1+Foo hn = Zhn_l +1 dn = (n - 1).(dn_1 + dn—2)




Unidad 4: Relaciones

Producto cartesiano: A X B = {(x,y):x €A Ay € B}

Relacion n-aria: dado un conjunto A se llama relacion R en conjunto A < R < AxA. Una relaciéon se puede
definir por extensién (mencionando todos sus elementos) o por comprensién (dando una caracteristica de
los elementos).

Relacion ‘R’: Siendo xeA, yeA, decimos que xRy < (x,y)eR.

Relacion inversa: dada R € A x B, larelacion inversa R™! es tal que: R™! = {(x,y): (y,x) € R}

Repaso de funciones

7
0‘0
7
0‘0
7
0‘0

Sean A y B dos conjuntos. Una relacion es funcién si:
Aa e A/f(a) =bg A f(@) = by (bo, b1 € B by # b;) (No existe elemento del dominio que tenga dos
imagenes)

Sea f:A =B funcion, a € A, b € B:

f es inyectiva & a; # a, = f(ay) # f(az) (Para puntos distintos del dominio, distintas imagenes)
f es sobreyectiva < Vb € B,3a € A/f(a) = b (Laimagen de A es todo B)

f es biyectiva < f es inyectiva y sobreyectiva (Si es biyectiva existe la inversa)

1. Propiedades de las relaciones

Sea R una relacion en el conjunto A.

1) R esreflexiva &V x eA: XRx

2) Res simétrica & V x,y €A : (XRy = YRX)

3) R estransitiva & V X,y,z €A (XRy A YRz) - xRz

4) R es antisimétrica & V x,y €A : (XRy A YRX — x=y)

Nota: Todo elemento cumple las tres primeras consigo mismo. Cuidado con la 4° no simétrica =
antisimétrica.

2.

Matriz de una relacion

Sea R una relacion en un conjunto finito A. La misma puede representarse matricialmente por:

M(R) € {0,1}™" siendo n=|A| definida por a;; = {

1sia;Ra;
0 si a;Ra;

Relacion de orden entre matrices booleanas: € < D < ¢;; < d;; Vi,j : 1 < i,j < n. Es decir, una matriz C es

menor a D si D tiene al menos los mismos 1 en las mismas posiciones que C.

Sea | la matriz identidad de n x n. Entonces:

R es reflexiva = I < M(R)

R es simétrica < M(R) = M(R)T

R es antisimétrica < M(R).M(R)T < I (el producto se entiende posicién por posicion)
R es transitiva & M?(R) < M(R)

3. Relaciones de equivalencia y de orden

Relacion de equivalencia (~) Relacion de orden (<)
- Reflexividad - Reflexividad

- Simetria - Antisimetria

- Transitividad - Transitividad

v' Orden total: V x,y € A : (XRy v yRx). En el diagrama de Hasse se ve una linea recta.

v' Orden parcial: 3 x,y € A: (xRy A yRX)
(Si no es orden total, es orden parcial.)



Clase de equivalencia: sea R una relacion de equivalencia en A. Se llama clase de equivalencia de un a€A,
al conjunto a = [a] = cl[a] = {x € A : xRa}

Teorema: sea R una relacion de equivalencia en A. Se verifica:
" Va€A:[a]CA
" Va€cA:[a]+0
* Vabe€A:aRb & [a] = [b]
* lalnfa]l=03G#]))
= Ula]=A

Conjunto cociente: A | R = {[a]: a € A}. El conjunto cociente es una particién de A.

Particién: P = {A,,A4,, ..., A,;} €s una particién del conjunto A si y solo si:
1) A #0Vi:l<i<n
2) A CAVi:1<i<n
3) U1Ai=A
4) ANA=0Vi#j1<j<n

Congruencia médulo n: En Z, y para n € [J, se define la relacién aRb < nla —b < a—b =nk (k € [))

Diagrama de Hasse: representacion grafica simplificada de un conjunto (finito) ordenado parcialmente. Con
ellos se eliminan los lazos de reflexividad y los atajos de transitividad. Si dos elementos estan relacionados,
digamos aRb, entonces dibujamos b a un nivel superior de a.

Ejemplo: sea el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60} (todos los divisores de 60). Este
conjunto esta ordenado parcialmente por la relacién de divisibilidad. Su diagrama de Hasse puede ser
representado como sigue.

4. Elementos particulares

Sea R una relacion de orden en A:

Maximal: xo es maximal de A < Ax € A : XgRX (Xg no se relaciona con nadie).
Minimal: xoes minimal de A & Ax € A : XRX, (No hay elementos que se relacionen con el Xo.)

Sea X un subconjunto de A:

Cota Superior: Xo € A es Cota Superior de X & Vx € X : XRXo
Cota Inferior: xo € A es Cota Inferior de X & vx e X : XgRX.

Supremo: s € A es el Supremo de X < s es la menor de todas los cotas superiores & Vx € X : XRs.
infimo: i € A es infimo de X < i es la mayor de todas las cotas inferiores < Vvx € X : iRx.

Méximo: M € A es M&ximo de X & M es supremo de Xy M e X.
Minimo: m € A es Minimo de X & m es infimode Xy m e X.

Unidad 5: Algebras de Boole

1. Definiciones y axiomas




Algebra de Boole: Sea K (|K| = 2) un conjunto no vacio que contiene dos elementos especiales, 0 (cero o
elemento neutro) y 1 (uno o elemento unidad) sobre el cual definimos las operaciones cerradas +, o y el
complemento. Entonces f=(K, 0, 1, +, o, 7) es un Algebra de Boole si cumple las siguientes condiciones:

Al) Axioma de conmutatividad X+y=y+X
X.y = y.X
A2) Axioma de asociatividad x+y)+z=x+(y+z)=x+y+z
x.y).z=x.(y.z) =x.y.z
A3) Axioma de la doble distributividad X.(y+2z)=xy+xz
X+ (y.z)=(x+y).x+2)
A4) Axioma de existencia de elementos neutros X+0=x
x.1=x
A5) Axioma de existencia de complementos X+x=1
X.X=0

Expresion dual: se obtiene cambiando todos los +(e) por e (+) y los 0(1) por 1(0).
Principio de dualidad: en toda algebra de Boole, si una expresion es valida, su expresion dual también lo es.

1) Ley del doble complemento: X=X Observacion:
2) Leyes de Morgan: a) x +y=xy T —e=n
b) Xy=x+y v=+=U
3) Leyes conmutativas: a) X+y=y+x
b) xy=yx
4) Leyes asociativas: a) XxX+(y+z)=(x+y)+z
b) x.(y.z2) = (x.y).z
5) Leyes distributivas: a) X+ (yz)=x+y).Xx+2)
b) Xx.(y+2z)=xy+xz
6) Leyes de idempotencia: a) X+X=X
b) xx=x
7) Leyes de identidad: a) x+0=x
b) x.1=x
8) Leyes de inversos: a) x+x=1
b) xx=0
9) Leyes de acotacién: a) x+1=1
b) x.0=0
10) Leyes de absorcion: a) X+Xy=x X+Xy=X+y
b) x.(x+y)=x X.(X +y) =Xy
Permitido Prohibido
vV Xx+y=0->x=0)A(y=0) " xy=0->x=0)v(y=0)
vV o xy=lo>x=1)Ay=1) " X+y=Sy+zZ—>X=2
vV X+Yy=Z+§ AX+Yy=zZ+y—>X=2
vV X+y=XYyo>X=ZYy

2. Funciones booleanas

Funcion booleana: f:{0,7}"* = {0,7} x {0,7} x ...x {0,1} - {0,71}. Dadas n variables, existen 22" funciones
booleanas posibles.

PROBLEMA
/ N\

TABLA EXPRESION de f

v

EXPRESION
SIMPLIFICADA

!

CIRCUITO 8




MINITERMINOS MAXITERMINOS

m=X.y.z M=x+y+z
Forma candnica, normal, normal disyuntiva SP:|Forma candnica, normal, normal conjuntiva PS:
suma booleana de minitérminos. producto booleano de maxitérminos.
f(x,y,z) = suma de los minitérminos que dan 1 f(x,y,z) = producto de los maxitérminos que dan 0
Cadificacién: x -» 1, x— 0 Cadificacién: x - 0, x —> 1

Observacion: Observacion:

La suma de los minitérminos de una funcion es

equivalente al producto de los maxitérminos f(x,y,2)=2m(0,1,3,5,7)

que no aparecen en la SP.

f(x,y,z) =TI M(0, 1, 3,5, 7)
*m(0,1,3,5 7) =TI M(2, 4, 6)

Orden en un algebra de Boole: sea g = (K,+,:,0,1,-) un algebra de Boole. En K se define:
vabeK:aRb @a<b eab=acoa+b=b oab=0
Teorema: Vx € K:0 < x < 1. Todo algebra de Boole esta acotada.

Xo

Atomo de un algebra de Boole: x, € B (Xq # 0) es un atomo de B <
VyeB:i(y<xo—y=0Vy=Xx)

“073

Nota: Si B tiene n atomos = B tiene 2" elementos.

Circuitos l6gicos:

o Not

3. Propiedades de los atomos

1) x, &tomo =Vy € B:(y.xo = 0 Vy.xy = x,) (El producto de cualquier elemento de B con un atomo es 0
o es el &omo)

2) Xo, X1 &tomos distintos = X.X; = 0 (Si hay dos atomos distintos el producto entre ellos es 0)

3) Sean x4,x,,...,x, @&omos de B Ax € B:(x.x; =0 Vi:1<i<n=x=0) (Si hay un x que multiplicado
por cada uno de los atomos da 0, x es el 0)

Teorema: sean x,xo, ..., x,, l0s &tomos de B. Entonces Vx € B 3¢y, ¢y, ..., ¢, € {0,1} tales que x = cyx; + -+ +
CnXp-
Teorema: X, e, x; = 1, con x; atomo de B.

Nota: Si n es la cantidad de variables de f, el nUmero méximo de términos es 2".

Mapa de Karnaugh (Para simplificar una funcion booleana)
Se colorean los cuadrados de los minitérminos correspondientes y luego se escribe cada término, teniendo
en cuenta que si un cuadrado tiene un vecino (abajo, arriba, derecha o izquierda) este Ultimo no se escribe.

Xy\zw 00 |01 11 10

00 o W 3 > f=>2Xm(, 3,9, 11, 14, 6)

01 4 |5 7 6 -
f=(wy+zw.

11 12 |13 15 14 Wy Y

10 8 |9 11 10




4. |somorfismos entre algebras de Boole

Isomorfismo entre dos algebras de Boole: sean B; = (Ky, +1, 1, 01, 13, 1) Y B2 = (Ky, +2, 5, 05, 15, 7) dos
algebras de Boole. Se dice que B; y B, (#B; = #B,) son isomorfos < 3 f: K; — K, biyectiva tal que:
f(x+1y) = f(X)+21(y)
f(x.1y) = ()2 f(y)
f(x!) = f(x)?
El nimero de isomorfismos posibles es (#B,)!

Propiedades:

1) f(01) =02

2) f(1)=1,

3) f(atomo B,) = atomo B,
4) xRy —>f(X) Rxf(y)

Unidad 6: Teoria de grafos

1. Definiciones de grafos vy digrafos

Grafo no orientado: terna G = (V,A,5) que representa una relacion entre un conjunto finito de Vértices (V #
@) y otro conjunto finito de Aristas (A), y & es la funcion de incidencia.
5: A — X(V), siendo X(V) ={X: Xc VA [X]=102}.

uy v son extremos de a
Si 5(a) = {u,v} entonces { uy v son vértices adyacentes
aesincidenteenuyv

Grafo orientado / digrafo: terna D = {V,A,0) con V # @ que representa una relaciéon entre un conjunto finito
de Vértices y otro conjunto finito de Aristas, y ¢ es la funcion de incidencia.
Pp:A>VXV.

v es extremo inicial y w es extremo final de a
Si ¢(a) = (v,w) entonces vV y w son vértices adyacentes
aincide positivamente en w y negativamente en v

2. Aristas, vértices, caminos vy grafos

Aristas

Aristas adyacentes: aristas que tienen un solo extremo en comdn.

Arista paralelas o multiples: a4, a, € A son aristas paralelas < ¢(a;) = ¢(a,). Es decir, sii ¢ no es inyectiva.
Lazo o bucle: arista que une un vértice con si mismo.

Arista incidente: Se dice que “e es incidente en v’ si v esta en uno de los vértices de la arista e.

Extremo (para digrafos): Un extremo es inicial(final) si es el primer(ultimo) vértice de la arista.

Aristas paralelas (para digrafos): Si E.I(a) = E.I(b) A E.F(a) = E.F(b) en otro caso son anti paralelas.

Puente: Es la arista que al sacarla el grafo deja de ser conexo.

Vértices

Vértices adyacentes: Se dice que “v y w son adyacentes” si existe una arista entre los dos vértices.
v Un vértice es adyacente a si mismo si tiene lazo.

Grado de un vértice: gr(v) es la cantidad de aristas que inciden en él. Los lazos cuentan doble.

v' Se dice que un vértice es ‘par’ o ‘impar’ segun lo sea su grado.

Vo 2 V) = 2|A|
v' La cantidad de vértices de grado impar es un nimero par.

v' Sigr(v) =0, v es un vértice aislado.
Grado positvo (para digrafos): gr*(v) es la cantidad de veces que se usa el vértice como extremo final.
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Grado negativo (para digrafos): gr~(v) es la cantidad de veces que se usa el vértice como extremo inicial.
v oZgr(v) = Zgrt(v) = #A

v Olow(V) =9rt(v) +9r-(v)

v Grhe(V) = grt(v) —gr(v)

v’ El lazo cuenta como arista incidente positiva y negativamente en el vértice.

Vértice de aristas multiples: Es aquel que tiene mas de un arista.

Caminos
Para vV, €V, se dice que hay un camino en G de v, a vy si existe una sucesion finita no vacia de aristas
distintas que contengan a v, Yy vy en su primer y dltimo término. Asi: {v,,vi},{V2,Va},....{Vn,Vy}

Longitud del camino: nimero de aristas de un camino.

Circuito o camino cerrado: camino en el cual vy = v,,.

Camino simple: camino que no repite vértices.

v vv,weV(v+w):(3caminodevaw v 3 camino simple de vaw)
Circuito simple: circuito que no repite vértices salvo el primer y dltimo vértice.
Ciclo: circuito simple que no repite aristas.

v Circuito simple de longitud > 3 en grafos (> 2 en digrafos) es un ciclo.
Vértices accesibles: Son aquellos entre los que existe un camino.

v' Todo vértices es accesible a si mismo.

Nota: Si Vv e V gr(v) > 2 = el grafo tiene un circuito.

Grafos

Orden de un grafo: Es su nimero de vértices.

Grafo aciclico: grafo que no tiene ciclos.

Grafo conexo: grafo tal que dados 2 vértices distintos es posible encontrar un camino entre ellos.

Grafo simple: grafo que carece de aristas paralelas y lazos.

Grafo regular: Aquel con el mismo grado en todos los vértices.

Grafo k-reqular: G=(V,A,9) es k-regular & Vv € V:gr(v) =k

Grafo bipartito: Es aquel con cuyos vértices pueden formarse dos conjuntos disjuntos de modo que no haya
adyacencias entre vértices pertenecientes al mismo conjunto.

|

F— X\

Grafo bipartito reqular (es completo): se denota K, , donde m, n son la cantidad de vértices de cada
conjunto.

Grafo completo: grafo simple con mayor cantidad de aristas. Todos estan conectados con todos.
Propiedades:

v" Un grafo completo con n vértices se denota K,.

Yv eV, gr(v) =#V -1

Si#V = n — #A, =10

Si G(V,A) es completo = G es regular (No vale la reciproca)
Dos grafos completos con mismo #V son isomorfos.

v
v
v
v

Grafo complemento: Es el grafo G’ que tiene conectados los vértices no conectados de G y desconectados
los vértices conectados de G.

G _—  \ e}
Vi—— V> V3 \1

V2
VA// Vs \V\\ /

4 Vs

V3
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v G u G’ = Grafo completo.
v’ Si dos grafos son complementarios, sus isomorfos también.
v Seagrg(v) = k= grg(v) =#V-k-1.

Grafo plano: Aguel que admite una representacion bidimensional sin que se crucen sus aristas.

Grafo ponderado: Es el grafo en cual cada arista tiene asignado un n° real positivo llamado peso.

Digrafo: Grafo con todas sus aristas dirigidas. Por tanto, los pares de vértices que definen las aristas, son
pares ordenados.

Digrafo conexo: Si su grafo asociado es conexo.

Digrafo fuertemente conexo: Vv € V 3 camino que me permite llegar a cualquier otro vértice.

Digrafo k-regular: D=(V,A,9) es k-regular & Vv € V:grt(v) = gr (v) =k

Subgrafo de G: Dado G = (V, A), G’ = (V’, A’) es subgrafode Gsi Vc VAA c A

Grafo parcial de G: Dado G = (V, A), G’ = (V’, A’) es grafo parcial de GsiVcVAA c A
Multigrafo: Grafo que tiene alguna arista multiple.

v" Un multigrafo se transforma en grafo afiadiendo un vértice en mitad de cada arista mditiple.
Pseudografo: Grafo con algun lazo.

3. Grafos de Euler

Grafo de Euler: grafo en el cual se puede encontrar un ciclo o un camino de Euler.

» Camino de Euler: camino que pasa por todas las aristas exactamente una vez.
» Circuito de Euler: circuito que pasa por todas las aristas exactamente una vez.

Teorema de Euler:

+» Para grafos conexos:
= G tiene un Camino de Euler <> G tiene exactamente 2 vértices de grado impar.
= G tiene un Circuito de Euler <> G tiene exactamente 0 vértices de grado impar.

+» Para digrafos:
gr-(uw) =grt(u) +1
= G tiene un Camino de Euler ® 3uw eV (u=w){ grt(w) =gr-(w) + 1
grt(v) =gr(v) wevV
» G tiene un Circuito de Euler & WY e V grt(v) = gr (v)

Grafo de Hamilton: grafo en el cual es posible hallar un camino o circuito de Hamilton.

» Camino de Hamilton: Es un camino que no repite vértices. (Puede no pasar por todas las aristas)
» Circuito de Hamilton: Es un circuito que no repite vértices. (Puede no pasar por todas las aristas)

Teorema de Ore: Si un grafo es conexo con #V =3 y Vv,weV:gr(v) +gr(w)>2#V = G es Grafo
Hamiltoniano.

Teorema de Dirac: un grafo simple con #V > 3 es Hamiltoniano si Vv € V: gr(v) = #Z—V

4. Isomorfismos de grafos

Dados G=(V, A) y G’'=(V',A’), se denomina isomorfismo de G a G’ a la aplicacion biyectiva f tal que para a,b
e V, {a,b} € A < se cumple {f(a),f(b)} € A’. Es decir, la aplicacion que relaciona biyectivamente pares de
vértices de A con pares de vértices de A’, de modo que los vértices conectados siguen estandolo.

#V =#V y #A = #N

Se cumple que §(a)=5(f(a))

Si dos grafos son isomorfos, sus complementarios también.

G y G’ tienen igual cantidad de vértices aislados.

\

ANNERN
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G y G’ tienen igual cantidad de lazos o bucles.

Se mantienen los caminos.

Se mantienen los ciclos.

Si dos grafos complementarios son isomorfos se los llama auto complementarios.

Dos grafos simples G; y G, son isomorfos < para cierto orden de sus vértices las M, son iguales.

NN N NN

Automorfismo: Es un isomorfismo en si mismo. f(a) = a.

5. Representacion de grafos por matrices

Matriz de conexidn: dados G=(V,A,p) conV = {v4,...,v,} Y A = {a,, ...,a,}. Se define la siguiente relacion:
Vv,weV:VRw & (v=w V3 uncaminodevaw).

B (1 si VRw
Mc(G) = [bij]nxn - {O en otro caso

Matriz de adyacencia: sea un grafo G=(V,A, ¢) con V = {vy4,...,v,} Yy A= {a,, ...,a,}. Se define la matriz de
adyacencia de G a una matriz booleana de n X n tal que:

1 siv; es adyacente a v,

0si v; NO es adyacente a v,

Ma(G) = m; tal que m; = {

az az

ar
VlLVZ Vi g—mm— V2

Vs
as afi Tﬁg

as

as

- . /' V3 <a5_v4
\3—4/ K&;J
Vi | Vo | V3 | Vg | Vs Vi | Vo [ V3 |V Vs
vi | O[1]1]0]|0 |—»gr(v) vi|0]0|1]0]0] —» gr (vl
vwl1l1|0|1]|O0 v, | 1]1]0]0]0
v |1 (0|0 |2]|0 v; | 0]0[0]|1]0
v,z |0|1|2]0]|O0 v, | 0|1]1]0]0
vs | 00|00 |O vs |00 |[0|0O]|O
¢ gr(vi) = Zay; + 2.a; (i # j) ¢
gr(v) grt(vl)
v'  @; = cantidad de aristas entre v; y v; v q; = cantidad de aristas con E.lenv;y E.F env;
v' Simétrica. v" No necesariamente simétrica.
v La diagonal principal de A*> muestra los grados de
cada vértice.

Propiedad: en la matriz M,(G)¥, cada coeficiente a;; indica la cantidad de caminos de longitud k que hay
entre v; y v;.

Matriz_de incidencia: sea un grafo G=(V,A, @) con V = {v4,...,v,} Y A ={ay,..,a,}. Se define la matriz de
adyacencia de G a una matriz booleana de n x m tal que:

1 si a; es incidente a v;

0'si a; NO es incidente a v;

M|(G) = mij tal que mij {

13




a | |z | a4 | 8 | 8 |||y | a8 | 8 '
vi|1]0[0[0]|0]1|e—gr(y) vi| 1[0 [0 0|01« 9(v)=Za(a;>0)
vw|1]2]1]0o]o0]o0 Vv, |-1]+1]1]0]0]0 gr"(vi)=2a; (a;<0)
3 0]0]0]1]1]1 vs |00 ]0[1]1]1
v 01011111110 Ve [ 0[O0 [-1[1]1]0
Vg 0 0 0 0 0 0 Vs 0 0 0 0 0 0

[ [

2 0

1 si g; esincidente en v; (—1siviesE.ldea

a; = {0sia noesincidente enyv; o 4 1siviesE.Fdeg
2sigjeslazodevy, I +1sia;eslazodey;
kO si a; no incide en v;

Niveles de un digrafo: Un conjunto vértices N constituye o esta en nivel superior a otro conjunto de vértices
K si ningun vértice de N es alcanzable desde algun vértice de K.

Dibujar M,
i=1
while Ma:
Nivel i = Mp - {columnas y filas que sean nulas}

My, = My — {columnas y filas que sean nulas}

Nivel 1:

A B » »D
Nivel 2: B
Nivel 3: E
Nivel 4: C A
- T
Nivel 5: F E —
Nivel 6: D

6. Algoritmos de camino minimo

Objetivo: Hallar el camino minimo de S a L:
= XA (v) eslaetiqueta del vértice v.
= i esun contador.

Algoritmo de Moore o BFS (Breadth First Search)
= Dado un grafo con aristas de igual peso (= 0), calcula la distancia entre dos vértices.

A(S) =0

i=20

while (vértices adyacentes a los etiquetados con i1 no etiquetados):
A(v) = i+l
if (L == etiquetado): break
i =i+l

Algoritmo de Dijkstra
» Dado un grafo o digrafo con pesos no negativos, calcula caminos minimos del vértice a todos los
vértices.

A(s) =0
for v in V:
A(v) = o
14




T =V
while (L € T):
Elijo v € T con minimo A(v) adyacente al ultimo etiquetado
Vx / x adyacente v:
AMx) = min{A(x), A(v) + a(v,x)}
T =T - {v}

Algoritmo de Ford
= Solo para digrafos, acepta pesos negativos y detecta circuitos negativos.

A(S) =0
for v in V:
A(v) = ©
j =1
while ( j # |V]):
T ={v € V / v sea adyacente al ultimo etiquetado}
Vx € V, Vv € T
A(v) = min{A(x), A(V) + a(v,x)}
Si no hubo cambios: break
Else: j = j + 1
return T

Unidad 7: Arboles

1. Definiciones
Arbol: G=(V,A) es un arbol < V u,v € V (u = v v 3! camino simple de u av)

Teorema 1: dado un grafo G=(V,A). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) G esconexoy aciclico
b) G es aciclicoy si se le agrega una artista deja de serlo
c) G esconexoy sise le elimina una arista deja de serlo
d) G eséarbol

Teorema 2: dado un grafo G=(V,A). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) G esconexoy aciclico
b) Gesconexoy|A|=|V]|—-1
c) Gesaciclicoy|A|=|V|—-1

Propiedad: si G es un arbol con #V > 2 = hay al menos 2 vértices de grado 1.

Bosque: un grafo G=(V,A) es bosque < G es aciclico.
v' Los bosques son grafos no conexos cuyas componentes conexas son arboles.
v |Al = |V| —t, siendo t la cantidad de arboles del bosque.

IreV:grt(r) = 0 - (r = raiz)
VveV(l #r):grt(v) =1

Arboles con raiz: G=(V,A) digrafo conexo es un arbol con raiz < {

Hoja / terminal: Vértice sin hijos.

Vértice interno: Vértice con hijos.

Arbol n-ario: todos los nodos tienen a lo sumo n hijos.

Arbol n-ario completo: todos los nodos tienen 0 o n hijos.

Nivel de un vértice: nimero de aristas que le separan de la raiz. La raiz tiene nivel 0.
Altura de un &rbol: méximo nivel de sus vértices.

Arbol equilibrado: las hojas llegan al mismo nivel.
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Hojas =i+ 1

Teorema: Si T = (V, A) es una arbol binario completo con i vértices internos entonces: { 4V = 20 + 1

2. Arboles generadores

T es arbol
Arbol generador: T=(V;, A;) es un arbol generador de G=(V,, A;) <3 V1 = Vg
Ar € Ag

Arbol generador minimal: es un arbol generador, de peso minimo. No es unico.

Teorema: Si G es un grafo no dirigido, entonces G es conexo < G tiene arbol recubridor.

3. Algoritmos para hallar un arbol generador minimo

Sea G = (V, A) un grafo conexo ponderado. Existen dos algoritmos para hallar un arbol generador minimo
de G.

Algoritmo de Prim

v = vértice cualquiera de G

T = {v}

while (|T| # |V]):
a = arista de minimo peso incidente en un v € Ty unw ¢ T
T =T + {w}

return T

Algoritmo de Kruskal

a = arista de minimo peso

T = {a}

while (|T| < |VI|-1):
b = arista de minimo peso tal que b ¢ T y T + {b} es aciclico
T =T+ {b}

return T

Unidad 8: Redes de transporte

1. Definiciones

Red de transporte: sea G = (V, A) un digrafo conexo y sin lazos. G es una red de transporte si se verifican:

1) Vértice Fuente: 3! vértice f € V/ grt(f) = 0 (no llegan flechas)
2) Vértice Sumidero: 3! vértice s € V/gr (s) = 0 (no salen fleches)
3) Capacidad de la Arista: 3 una funcion C: A - Ny / sia = (v;, vj)) € A, C(a) = Cj

Flujo de una red: Si G = (V, A) es una red de transporte se llama flujo de G a una funciéon F: A — Ny tal que:

1) Va e A: F(a) <C(a) (Si F(a) = C(a) se dice que la arista esté saturada)
2) WwWeV/vzf,vzssetieneque Y, Fw,v) =Y, F(v,w) (Flujo entrante = Flujo saliente)

Teorema 1: Si F es el flujo asociado a una red de transporte se cumple que Y,y F(f, w) = Yey F(W, s)
(Todo lo que sale de la fuente llega al sumidero)

Valor del flujo: suma de los flujos de todas las aristas que salen del vértice fuente: val(F) = Y ey F(f, V)
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PcV
Corte de una red: Un corte (P, P) en una red de transporte G = (V, A) es un conjunto P tal que:{PUP =V
feP,seP

Capacidad de un corte: Se llama capacidad de un corte (P, P) al nimero: C(P,P) = ¥,cp 2es C(v,w). Es la
suma de todas las aristas incidentes en vy wtal que v € Py w e P. (Las aristas por donde pasa el corte).

Teorema 2: Sea F un flujo de lared G = (V, A) y sea (P, P) un corte de G. Entonces: C(P, P) > val(F)

Teorema 3 (del flujo Maximo y Corte Minimal): Si C(P,P) = val(F) = el flujo es méaximo y el corte es
minimal.

F(x,v) = C(x,v) VX EP,vEP

T 4: C(P, P) = val(F { p
eorema 4: C(P, P) = val(F) < Flv,x)=0 VvEP,x€EP

2. Algoritmo de Ford-Foulkerson

Se utiliza para hallar el flujo maximo en una red de transporte.

Dada una red de transporte G = (V, A), con f (fuente) y s (sumidero):
= (v) funcién de etiquetacion de v.
= g, capacidad residual de vy.

1) Va e Aetiqueto F(a)=0
2) Etiqueto la fuente con (-, «)
3) Para cualquier vértice x adyacente a a, etiquetamos a x:
a) SiC(a,x)— F(a,x) > 0, etiqguetamos x con (a*, C(a,x) — F(a,x)).
b) SicC(a,x) — F(a,x) = 0, no etiquetamos x.
4) Mientras exista (x # a) en V tal que x esté etiquetado y exista una arista (X,y) tal que y no esté
etiquetado, etiquetamos a y:
a) SiC(x,y)— F(x,y) > 0, etiguetamos y como (x*,min{C(a,x) — F(a,x); C(x,y) — F(x,y)})
b) SiC(x,y)— F(x,y) = 0, no etiquetamos'y.
5) Mientras exista (x # a) en V tal que x esté etiquetado y exista una arista (x,y) tal que y no esté
etiquetado, etiquetamos a y:
c) SiF(x,y) > 0, etiquetamos y como (x~, min{C(a, x) — F(a,x); F(x,y)})
d) SiF(x,y) =0, no etiquetamosy.
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