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Nota Importante:

= Kl criterio de Dirichlet esta presentado de una forma mas entendible pero no es la oficial.

La posta es: Criterio de Dirichlet Sean f una funcién continua con primitiva F aco-
tada Vx > a y ¢ una funciéon decreciente con derivada primera continua Vr > a. Si
lim, o0 g(z) = 0, entonces faoo f(z)g(z)dz converge.

Doy un caso tipico de ejemplo: OOO #dm

En este caso tenemos f(x) = sin(x) y g(z) = 2

_m_

Se ve que la primitiva de f(z) es acotada y que la derivada primera de g(z) es continua
y que dicha funcién vale 0 para z — oo.

= Los ejercicios de ecuaciones diferenciales resueltos por Laplace se encararon para t > 0y
t < 0 si no se aclaraba nada,pero no hay problema en considerar por defecto que hay que
resolverlo solo para t > 0.

= Algunos ejercicios tienen mal el resultado, por haber hecho una cuenta mal, o como mucho
un error minimo en la resolucién (como puede ser en el ejercicio 1 del final del 04/08/2012,
que se aplica la pariedad pero se olvida hacerlo para el e~"!), pero en general esas son
las formas de plantear los diversos ejercicios (obviamente no es la unica, y como se ve, en
algunos ejercicios simplemente optamos por una, por gusto y/o comodidad)



1. Final 09/02/2012

1) a) Hallar el conjunto de valores de o y € R para los que puede asegurar que

la integral fooo x‘fj—l cos(yx)dxr converge independientemente de y.

b) Elija valores adecuados para § y « y calcule.

a) Vemos que la funcién:
B
T

fla) = 7 cos(y)

Es una funcién continua para todo z entre 0 e infinito. Analizamos la convergencia de la integral

a partir de acotaciones:
oo B o0 B
< [ st < [T Sy
0 0

00 $ﬁ
/ cos(yx)dx
o re+1 |z + 1| |z 4+ 1]

Para que tal integral converja, el grado del polinomio del denominador debe ser mayor al
del numerador, mas 1:
gr(z® +1) > gr(@®) + 1= a>p+1
Como se puede ver, esto no depende del valor de y.

Aclaracién: Para casos de Polinomios propiamente dichos, los grados de los polinomios
deben diferir en 2, pero en este caso a y [ son reales, por lo que, con cumplirse la diferencia
sea mayor a 1 grado (no mayor o igual), se cumple la condicién de convergencia (ver que si son
valores naturales, el hecho de que la diferencia sea mayor a 1 implica que sea mayor o igual a 2).

b) Elijo =0, =2
Cambio y” por ’a’, para no tener problemas de notacién mas adelante.

Ha) = /Ow cos(az)

241

Dado que se trata de una funcién par:
I{a) = / Teostor) ;1 / * cos(az)
o 22+1 2 ) . a?+1

Reemplazamos adecuadamente, planteando la integral en el espacio complejo:

e’LCLZ
d 1
£R22+1 : (1)

Donde la curva dependera de cudl convenga agarrar. Para que tal integral converja, es necesario

que la exponencial esté acotada. Para esto, planteamos:
|€iaz| — ’eiaar—ay’ — |€iax||€—ay‘ — |e—ay|

Necesitamos entonces que: ay > 0

Tenemos tres casos: (1)a > 0, (2)a < 0,(3)a = 0. En si la forma de tratarlos es la misma, y el
andlisis también (aunque la (3) es atn més sencilla) por lo que solo hacemos uno de manera
mas ‘extensa’:

) elaz ) R 6iax ) eiaz . 6iaz .
lim 5 dz = lim / dxr + lim dz =2miRes | ——,1
R—oo Jp. 2%+ 1 R—oo J_pa?+1 R=oo Jo, 22+ 1 22 +1



Analizamos la convergencia del segundo término:

eiaz eiaz eia;r e~ Ya 1 R o
/ Q—dzg/ %W:/ %Wg/ Sl € s S0
CRZ +1 Cr |Z +1’ Cr ‘Z +1‘ Cr ‘Z ‘ -1
El € tiene médulo 1y e~ queda acotado por 1, dado que @ > 0 e y > 0.Por lo tanto:
eiaz R eiax eiaz oo eiax eiaz
lim 5 dz = lim dr+ lim dz = / dz = 2miRes | ——, 1
R— o0 Tr 2%+ 1 R— o0 _RZL’2+1 R—oco Cr 22—}—]_ _Oo]_—f—xQ 22—|—1

Para a > 0 — y > 0, por lo que la singularidad encerrada sera zy =1t

il

iax

_ oo COS azx o0 sm aa: o etaz .
:>foom2+1d$ foo Pl dx—Hf T dx = 2miRes( 2+1,z)

] zaz zaz/ +) iaz _ 1
RQS( 2—}—1’2) — o1 fC 22+1 - 27rz fC z j “dz = (ez—l-i)zzi T 2ie
:>foo COSMEdI‘-FZIOO Slnam)d _e_a_i_l*o

oo z2+1 241
o0
cosl{axr m
= de =
o 2241 2e0

Si a < 0, entonces para que se cumpla que la integral converja, es necesario que y < 0,
por lo que esta vez la singularidad encerrada serd zy = —i. El andlisis anterior sigue valiendo,
pero el residuo dara ’distinto’. En particular, dara con el signo negativo, pero hay que tener en
cuenta que, como recorremos positivamente la curva, estaremos calculando la integral desde R
a -R, por lo que, para volver al caso que nos interesa, volvemos a cambiar el signo. El valor del
residuo ademas cambia en la exponencial, pero dado que el valor de a es menor a 0, podemos
notar para ambos casos:

I(a) = 5%

2elal

Sia = 0, la integral es directamente otra, pues el coseno desaparece. El calculo del residuo es
similar (sacando la exponencial), y el andlisis anterior sigue valiendo. En particular, el residuo
da como resultado %, por lo que el resultado dara el mismo valor que al especializar la expresion
anterior con a = 0.

Finalmente:



2) Para la funcién:

f(x):{x si0<zxz<m

m(z) sim<x<2m

a) Defina m(z) de modo que el desarrollo en serie exponencial de f(z) en el
intervalo [0; 2] sea igual al de = en el intervalo [0; 7] y obtenga dicho desarrollo.

b) Defina m(xz) de modo que se pueda asegurar que si se deriva el desarrollo en
serie trigonométrico de Foruier de f(z) término a término, la nueva serie obtenida
converge puntualmente a la derivada de f(z). Escriba la férmula que permite cal-
cular los coeficientes pero no haga la cuenta.

c) Defina m(xz) de modo que si en la serie se reemplaza x por 7, la serie converja

puntualmente a %

d) Explique que es la convergencia cuadratica de una serie de funciones y diga
porqué se puede asegurar que la serie hallada en a) converge cuadraticamente a

f(x) en [0;27].

a) Bueno, resulta que el sub-ejercicio mas dificil es justamente el primero. Mala suerte.
Empezamos a plantear cémo es cada una de las Series, porque hay que tener en cuenta que el
periodo de cada una no es el mismo. Entonces:

fl@)y=Y_ Cpe™ 2)

n=—oo

g(x) =1 = i One%n:c

n=—oo

Conociendo como se calculan los coeficientes de la serie exponencial:

=T x)e x—T i x)e x

Siendo T el periodo (la integral debe calcularse en un periodo, no necesariamente de 0 a T), y
h la funcién a calcularle los coeficientes.

Bueno, como nos piden que los desarrollos tienen que ser iguales. Para esto, hay que tener en
cuenta el concepto de Unicidad de la Serie de Fourier: en el concepto del producto interno que
estamos tratando, dos funciones que tiene el mismo desarrollo en serie de Fourier son funciones
iguales (no significa que sean idénticas, porque por el P.I. que usamos, que es una integral,
% = x, como ejemplo). Ahora bien, ese concepto es muy lindo pero se aplica a funciones que
estan definidas en un mismo periodo, sino se complica decir este tipo de cosas. Ahora, si dec-

imos que la funcién x la redefinimos para que esté en el intervalo [0; 27| (teniendo en cuenta




que debe repetirse), podriamos aplicar el concepto. Muestro un dibujo:

glx) = x

Se repite para generar
la funcién periddica

pi i
Para que f(x) v g(x) tengan el
mismo desarrollo, f(x) debe ser:

pi 2pi
Ahi quedé un poco mas claro. Entonces, ya casi esta resuelto el ejercicio. Queda mas o
menos claro que m(x) debe ser esa segunda recta de ahi. Entonces:

m(zx)=z—m

Con esta m(z) los coeficientes quedan iguales. Paso a calcularlos, pero dado que los coefi-
cientes serdn los mismos en un caso y en otro, me la juego por el lado sencillo y calculo para la
funcion g(z) = z en el intervalo [0; 7]:

1 [ —%ina 1 e 2z . T 1 —2inx (o, ™
Cn = %/(; xre dx = ;(m(—%nx — 1))|0 == 471'77,2 (6 (2271.1’ + 1))|0

1

4mn?

1

4mn?

(e 2™ (2inm +1) — 1) = (=D)™(2in7 +1) — 1)

n

No veo una forma de dejar mejor expresado eso, asi que simplemente lo dejo como esta.

ACLARACION: Luego de consultar con Mario (Cachile), es posible que al enunciado le
falte una coma o algo por el estilo. Dice que para él, el ejercicio queria decir que el desarrollo
entre 0 y 7 tenian que ser iguales, y para esto, en teoria cualquier m(x) podria ser usada, pero
agregé que para tener cuidado, es conveniente que m(w) = 0y m(27) = m, més que nada por el
tema de convergencia puntual, para que ambos desarrollos sean iguales (aunque técnicamente,
si calculamos el desarrollo para f(z) entre 0 y 7, en ningin momento va a aparecer la m(z).
Igualmente dijo que lo pongamos, porque sino va a estar convergiendo a otra cosa que a f(x).
Por lo tanto, la solucién dada es solucion de esto también. Ademas dijo que si el enunciado
pide lo que asumimos antes, el ejercicio estaba ”bien resuelto” (no se fijé cémo daba, sino que
le explicamos el criterio usado y dijo que otra no quedaba, pero le resultaba demasiado raro
comparar desarrollos que no estén dentro del mismo intervalo).

b) Queremos que la derivada sea continua, particularmente en z = 7w y que f'(0) = f'(m),
pues sino no convergera puntualmente al valor que corresponde. Ademaés, para que todo tenga



sentido, la funcién tiene que ser derivable, por lo que es necesario que sea continua en todo los
puntos del intervalo [0; 27].
Dado que:
1 si0<z<m
-]

m'(z) sim<az<2m
Necesitamos entonces que:

lim m/(x) =1 lim m'(z) =1

-t 2T
Podriamos buscar una infinidad de funciones que cumplieran con ello. Para elegir una a mano,
tenemos que tener en cuenta que la funcién debe valer 7 en x = 7y 0 en x = 27, pero al mismo
tiempo, la funcién es creciente en ambos puntos, por lo que tenemos que elgir una funcién que
crezca, decaiga y vuelva a crecer.
Aclaracién: Antes habia una respuesta pero no cumplia con que sea continua para r = 27,
por lo tanto, se borrd la respuesta, pero la idea seria esa.

Planteamos el calculo de los coeficientes:

flz) = % + i an cos(nx) + b, sin(nx) (4)
1 2m
an = — z nx)dx
- /0 cos(nx) (5)
b, = %/0 xsin(nz)dz (6)

c¢) Por el teorema de Dirichlet (no lo dijeron en clase, pero buscando encontré que es de
él), la serie de Fourier converge puntualmente a:

(o) + [~ (o)
! )

Sabiendo que f~(7) =

ffm)+7m 1 mt(m)+7 1 N
2 2 2 ;7 m(m) "
Simplemente defino m(z) = 1 — 7 que cumple con lo pedido. Si esto parece demasiado trivial,
simplemente definimos m(z) = 1 — z y también sigue valiendo. Obviamente hay infinitas solu-

ciones, pero con una alcanza :P.

d) Aqui comienza el gran chamuyo gran: La convergencia cuadrética esta definida como:

g o al 2m (27 ’
/0 f(z) — (5 + ; a,, COS <Tnx> + b, sin (Tnx>>

En particular, cuando N tiende a infinito, este error tiende a 0. Esto se debe a que, a mayor
cantidad de términos calculados, mas se “pega” la serie a la funcion verdadera, haciendo que el

dx (8)

7



area encerrada entre ambas se vaya anulando. Esto nos sirve, pues en la practica a veces no es
posible trabajar con una serie infinita, y necesitamos saber cuanto error estaremos comentiendo
al calcular hasta el N-ésimo término.

Podemos afirmar que la Serie de Fourier encontrada en a) converge cuadraticamente a f(z),
pues la serie es infinita, y la funcién fue descompuesta en vectores de una base ortogonal del
espacio de funciones (en el intervalo [0; 2] con el producto interno candnico para las funciones).
TODA serie de Fourier, por definicién, converge cuadraticamente a f(z), pues converge pun-
tualmente a la funcién en donde ésta sea continua, y a la semisuma de los limites laterales en
donde no, pero como estas son discontinuidades de salto puntuales, al hacer la integral men-
cionada alli, no se tiene en cuenta.

3) Resuelva la ecuacidn del calor para una varilla metdlica lateralmente aisalada
(k = 1) ubicada en el eje x si sus extremos estan a temperaturas 7(0,¢) = 0°C' y
T(2m,t) = 1°C' y la temperatura incial de la barra es la funcién f(x) del ejercicio
2)b). (Deje expresado el cédlculo de los coeficientes de la serie obtenida).

Recordamos la ecuacién del calor:

ou 0%
a(ﬂﬂ,t) Ik@(%ﬂ (9)

Planteo:

T(x,t) =w(x)+ d(x,t)

Siendo §(x,t) el caso homogéneo.

0 0?
a—l; =0= a—;;) — w es funcion lineal
1
w(zx) =Ax+ B;w(0) =0 — B=0,w27r)=1— B = By
T
x
= w(z) = Py
Ahora planteamos para el caso homogéneo: §(z,t)/ % (z,t) = g—j;
5(0,) = 0,62, £) = 06(2,0) = f(x) — w(x)
Planteo, como siempre hacemos:
0(z,y) = x(x)7(t) (10)

Por lo tanto, reemplzamos en la ecuacién diferencial:

X' ()7 (t) = x(2)7'(1)

Dividimos miembro a miembro por 6(z,t):




Dado que de un lado solo depende de x y del otro solo de t, la igualdad no puede dependender de
ninguna de las dos (pues si depende de z, del lado que depende de ¢ hay problemas). Elegimos

—)\? ya que si eligieramos A\? la solucién resultante no satisfaceria las condiciones de contorno
para valores reales de \. Por lo tanto:

X'(z) )
o)

Quedandonos dos ecuaciones diferenciales de una sola variable:
{ X = N \(2) + Mx(2) = 0 = x(x) = Acos(\z) + Bsin(\r)(A, B € R)
(

T'(t)

=N o T () + X7(t) = 0= 7(t) = Ce M (C €R)

Ahora planteamos las condiciones de borde:

0(0,t) =0 — x(0) =0 — A=0= x(z) = Bsin(\z)

5(2m,t) = 0 — x(21) = 0 — Bsin(A27) = 0 = \ = g(n e N)
Ahora planteamos la condicién inicial:

3
N5
-

d(z,t) = B'sin (gx> e

§(x,0) = f(z) — w(x) = B'sin <gx> = f(x) —w(x) = g(x)

Dado que una simple funcion senoidal no puede ser igual a esa funcién, necesitamos plantear
una Serie infinita, que sera la Serie de Fourier (como extensién impar, para que sea de senos).
Como justamente serd una suma de Soluciones a la ecuaciéon diferencial, se seguird cumpliendo

esa ecuacion (por el principio de superposicién) y ademés se seguirdn cumpliendo las condi-
ciones de borde. Entonces:

3(o.t) = 3 bosin (2) e
3(2,0) = 1) = wle) = D bosin () = £(0) — wie) = 90
Donde: -
b, = %/O%g(x) sin (§x> dr = %/:”(f(&?)—w(x)) sin (gx) dr — %/Ozn ( B %> N <gx) .
by = % ( - %) /O%a:sin <ﬁg;> dr
Finalmente: .
o) = 3(0t) ) = Ssin () 4

Siendo b,, calculados como es mencionado justo arriba.



Resolucién utilizando Transformada de Fourier:
Vuelvo a separar en solucién diferencial (homogénea) y particular:

T(x,t) = d(z,t) + h(z)
Cambio la letra de la solucion particular para no tener problemas con el uso de la w luego.

Claramente la soluciéon particular sigue siendo la misma.

Planteo:

Fo} = Alw, ) = / 5, t)e— " (11)
Aplicamos la transformada a la ecuacién diferencial (pues es una operacién lineal):

—wAw, t) = Aj(w, t)

Las condiciones de borde se mantienen igual: A(0,¢) = 0; A(27,t) = 0, pues si reemplazamos
con cualquiera de esos dos valores en (11), ¢ se vuelve 0, y lo hara por ende la integral.
La condicion inicial cambia a: A(w,0) = F.{f — h} = F(w) — H(w)

Resolvemos:
Alw,t) + wW?Aw,t) =0 = Aw,t) = A(w)e_“’Qt
Aw,0) = F(w) — H(w) = A(w)
= T<$,t) = fﬁl{(F((«U) _H(w»e*wgt} — [f(l’) —h(gj)] *g(x’t) — /_OO [f(l’) _h(l’)]g(l’—u, t)du

Con g(z,t) = F et} = L [ e wteiwrgy,

4) a) Defina producto de convolucién de dos funciones z(t) e y(t) definidas en
(—o0; +00). Escriba la expresién de dicho producto z(t) = y(t) = 0Vt < 0 (funciones
causales).

b) Estableciendo hipétesis necesarias, demuestra la propiedad que permite obten-
er la transformada de Laplace del producto de convolucion de dos funciones causales
en funcién de las transformadas de Laplace de cada una de dichas funciones.

c) Sabiendo que z(0) = y(0) =0 y que: { gyc/’Eg igom(xt()T:y([f[(_t)T)dT = x(t)

Obtener x(t) e y(t). H(t): funcién de Heavside.

a) Definimos el producto (z * y):

@en)le) = [ sttt - wda (12

[e.e]

En particular, si z(t) = y(t) = 0Vt < 0:

0

(2% y)(t) = / " a(w)y(t — w)du — /

o0 —00

x(uw)y(t — u)du + /OOO z(u)y(t — u)du

10



El primer término vale 0 pues z(u) = 0 para toda esa integral.

(xxy)(t) = /000 z(uw)y(t —u)du = /0 z(u)y(t —u)du + /too z(u)y(t —u)du

El segundo término vale 0, pues u >t por lo que t —u < 0 — y(t —u < 0) = 0.

Finalmente: .
(@ 9)(0) = [ (e = u)du (13)
b) t
C{z sy} = /0 T y)etdt = /0 7 /0 2u)y(t — u)du)edt

Planteamos un pequeno cambio de variables:
h =1t —u;z = u. (ver que el Jackoviano es 1)

Como t € (0;00) yu € (0;t),siu=0—2=0yh € (0;00). Sit=u—h=0,z¢€ (0;00).
Entonces, la integral queda:

L{zxy} = /0 h /0 h z(2)y(h)e * " dhdz = /0 h z(2)e %dz /0 h y(h)e™"dh = L{z}L{y}

Finalmente:
L{zxy} = L{x}L{y} (14)
c>{ 1)+ fya(r)y(t — T)dr =y (1) + (x* ) (1) = 2(2)
"(t) + 2x(t ) H(t)

Aplico la transformada de Laplace miembro a miembro (lo puedo hacer porque es una op-
eracién lineal).
{ Ly (O} + L{(z *y) ()} = L{=(t)}
L{' ()} + L{22(2)} = L{1}
{ Y(s) + V(s)X ()ZX(S)
sX(s) +2X =

Resolvemos para la segunda ecuacién, que es mas sencilla:

X(s) 1
s+X(s) s3+2s2+1
Dado que ese denominador tiene raices complejas, habria que hacer algtin retoque para poder
transformalo en la transformada de un seno o un coseno, pero para eso necesitamos conocer la
raiz real. Como no disponemos de calculadora, y ademds la raiz no es precisamente linda (no
es ni 1 ni -1, asi que no es racional). Por lo tanto dejamos expresado el resultado:

I it

11

sV(s) + V()X (s) = X(s) = V(s) =



5) La funcién de dos variables reales: F(z,y) = 7> — e~ cos(2zy) + 2y es la

parte real del potencial complejo de un fluido ideal. Hallar dicho potencial y la
expresion del campo vectorial de velocidades asociado a él.

x2 4 y?
G(2) = d(z,y) + (v, y) = F(z,y) + (v, y)

Viendo un poco resulta que:

F(z,y) = — Y cos(2zy) + 2y

F(z,y) = Re(%) + Re(—¢*") + Re(—2i2)

Por lo tanto:
2

1
G(z) = 2 — e —2iz

En particular, se puede ver que: ¥(z,y) = %5 — ¥ ¥ sin(2zy) — 2z).
xre+y

No sé que quiere decir con eso de campo vectorial de velocidades”. Creo que se refiere a la
funcién cuyo potencial complejo es G(z). Si es esto:

- 1 —
f(z)=G(2) = ol 2ze¥ — 21
Como a la derivada de G(z) la podemos escribir en funcién de las derivadas parciales de
F(z,y), serd més facil verlo asi:

oF oF
G’ = — i
(2) = gz (= y) —ig (@.9)
Entonces:
G'(z) = M — 226"V cos(2xy) + 2ye” Y sin(2zy)—
(@) nr i
-2

i Y s+ 2ye” V" cos(2zy) + 2ze” Y sin(2zy) + 2]

(2% +y?)
Por lo tanto:

2 .2
flzy) =G'(z) = ﬁ — 22e™ 7V cos(2xy) + 2ye” ¥ sin(2zy)+
—2
z[ﬁ + 2yex2’y2 cos(2zy) + 2we” Y’ sin(2zy) + 2]
z Yy

Escrito en un plano (z,y), con versores Q= (1, O);? = (0,1) (para que quede escrito como
un campo vectorial...):

2 .2 ~

fz,y) = [ﬁ — 2z¢™ V" cos(2uy) + 2ye” " sin(2xy)]i
-9 ~
+[m +2ye” V" cos(2ay) + 2we” Y sin(2ry) + 2]

12



2. Final 04/07/2012

1) Suponiendo conocida la Transformada de Fourier de f(t) = i+, calcule en
funcién de ella la Transformada de Fourier de %3

t2—2t+5°
Definimos:
F = Flw
Comenzamos dejando un poco mas linda la funcién a transformar:
2t + 3 2t + 3 2t 3
b= = = — h(t) + j(t
g() t2—2t+5 (t—1)2+4 (t_1)2+4+<t_1)2+4 ()+j()

Donde h y j son el primer y segundo término, respectivamente. Trabajamos primero con j(%):

3 1 3 w
—_— —F{——F— ==-F(2w)e'2
T )
Ahora deberiamos trabajar sobre la otra parte. Para esto, es necesario ver la propiedad de
la derivacion en frecuencia de la trasnformada de Fourier:

O"F(w)
own

Fi0)} = f{

F{(=it)"f(1)} = (15)

2 t 1 . t
‘F{h(t)}:}—{(t—l)2—|—4}:f{§(%_%) } .7:{ ( )m}:—]—"{(_zt)f(§__
F{h(t)} = 22—5@@ i
Finalmente: o 13 ; "
g5t = F(w)e'? +io—(2w)es

2) a) Hallar el D.S.F de senos y el D.S.F de cosenos de f(z) = z(m — x) con
O<z<m.

b) Usar el punto a) para mostrar que:

1 Zn 1n2__
2
22711 n2 :71.(-_
s

a) Desarrollo en Senos:

Debemos hacer una extensién impar de la funcién f(z). Por lo tanto ag y @, valen 0.



L/ L

En nuestro caso, como la funcion va de 0 a w, L = 7.

Por lo tanto:

f(z) = Z by, sin(nx)

2 ™
b, = — x)sin(nz)dz
= [ s@sintoa

Calculamos b,,:
2 s ) . 2 T 5 . T '
b,=— [ (—z°+mx)sin(nz)der = — | — [ z°sin(nz)de+7 [ zsin(nz)dx
T™Jo T 0 0

Tenemos que usar fucking integracién por partes, para colmo 3 veces, a no ser que nos den
la ayudita bien en el final, nos acordemos la formula o la tengamos macheteada (7)...
W)
0

m_3<—6gmm@+cg—§>mwm)

™

7 . <sin$x) xco:;(nx))

0
Si recordamos, sin(nm) = sin(0) = 0 entonces se nos simplifican algunas cosas:
2 (32 ()
7r n n 0 n 0
T 2 T ™
— (I—cos(nx)) +7 (_—xcos(nx)) )
n 0

0 n

=2 (=21 =)

T\ nd
4
by = ——((—1)" — 1
Ly
Viendo ese resultado, vemos que b,, # 0 si n es IMPAR, dando ((—1)" — 1) = —2 Entonces
S8
7(2n —1)3

Finalmente, el desarrollo en serie nos queda:

f@):}jgafiTﬁgm@n—1m>

n=1

Desarollo en Cosenos:

14



Y como son rompebolas, tambien nos piden este... de nuevo son cuentas similares, otras
tres veces hacer integracion por partes pero ahora para el coseno... O sea, unos putos. Como

tampoco da hacer de nuevo todo lo anterior, voy a saltearme varios pasos, pero el procedimiento
es exactamente el mismo.

= % + ; a, cos(nx)

2 ™
ap = —/ —2? + Tads
0

™

2 K
ay, = —/ (—2* + 7x) cos(nx)dx
T Jo
Resolviendo...

7T2

ag = —

3
Para a, tras integrar por partes o usando una tabla magica (7):

a, = 2 (_ <2_9: cos(nz) + M) " - (Cos(nx) N a:sin(na:))

)

T n2 n 0 n2 n
4 n 2 n
= (1) B (1) - 1)
2 n n
b= (=21 + (1) 1)
2 n
b= B2y )
Aca vemos que n tiene que ser PAR para que a,, # 0. Si ponemos n par, (—(—1)"—1) = —2
2
n — -2
1
Ay = _ﬁ

Finalmente, la serie de senos nos queda:

=1
:% Z—Q os2n:z;
n

n=1

b) Ahora nos piden calcular unas fucking series. Ojala hayamos resuelto bien el punto
anterior, porque sino nos la vamos a querer cortar.

Esta se ve claramente que tenemos que usar la de cosenos, por la forma de la serie.

15



Viendola, tenemos que sacarnos de encima el coseno ese, que nos de 1. Esto pasa si elejimos
x=0:

T 1
0)=0=—-Y —1
£(0) 6 2
w2 1
n=1

0 (_1)n—1 2

92 pa

); n? 12

Usamos la misma de antes:

2

U = -1
5 + Z ey cos(2nx)

n=1

f(x)

Viendola y pensando un toque, tenemos que sacarnos de encima el coseno ese, que nos de
(—1)". Esto pasa si elejimos x = F:

G =T =T

n=1 F
Acordandose que —(—1)" = (—=1)""1...

71'2 7T2 B i (_1)n—1

4 6 — n?
7T2 e (_1)n71
12 Z 2

Usamos la serie de senos:
f(z) = Z __8 sin((2n — 1)x)
“~ m(2n—1)°

Viendola y pensando un toque, tenemos que sacarnos de encima el seno ese, que nos de
—(—=1)". Esto pasa si elejimos x = Z:

V)

FE) -y

“—~ m(2n — 1)

16



Acordandose que —(—1)" = (—=1)""1...

71_2 B 8 f: n 1
= (2n —1)3
— 2n —1)3
Y listo ahi queda todo probado y podemos asegurar que luego de tanto esfuerzo en calcular

6 integrales por partes y encima no pifiarle, tenemos este ejercicio bien. Y ahora le tenemos que
meter pilas, porque hay que ver si llegamos con la hora (7).

3) En una varilla metalica (k = 1) de longitud 7 ubicada en el eje = el calor
se transmite por sus extremos e intercambia calor con el medio ambiente segiin
la ecuacidén diferencial: u}(z,t) = u?, — hu(z,t), donde h > 0. Sus extremos estan a
temperaturas fijas, 0 o C' y 1 o C para los extremos izquierdo y derecho respecti-
vamente y la temperatura inicial de la barra es la funcién f(z) del ejercicio 2)a).
Halle la distribucién de tempratura u(z,t) en la barra. (Deje expresado el célculo
de los coeficientes de la serie obtenida).

Planteamos la separacién del caso diferencial (transitorio) del estacionario:
u(z,t) = d(z,t) + w(x)

Donde ambas funciones cumplen con la ecuacion diferencial, y ademas debe cumplirse que:
5(0,t) = 0;0(m,t) = 0;0(x,0) = f(z) —w(x);w(0) = 0;w(r) =1
Vemos primero cémo debe ser w(z):

w! (z) — hw(z) = w, = 0 = w(z) = Acosh(Vhz) + Bsinh(vVhz)

rx

Comow(O):O%A:O;w(w):1—>B:m
Entonces:
sinh(v/hz)
w(r) = ———=
sinh(v/h)

Ahora vamos con la solucién transitoria:
(5;(3:, t) = (5;’96 — hé

Planteamos 0 = x(z)7(¢):
T(t)x(x) = 7()x"(z) — hr(t)x(x)

Dividimos miembro a miembro con (z, t):

Separamos cada caso, el mismo verso que en el final anterior para decir porqué eso es igual
a una constante. Para 7(t):

=X\ 5 7(t) = Ae N

17



Ahora vamos con x(z), que puede tener algunas complicaciones:

X'(@) + (N =h)x =0
Podriamos decir que hay tres casos (h < A% h = A?; h > A\?), pero es mucho m4s sencillo decir
directamente que A\? > h y listo. Entonces:

X(z) = Bcos(VA?2 — hx) + Csin(vV A2 — hz)

Como §(0,t) =0 — x(0)=0— B =0
Como 0(m,t) =0 — x(m) =0 = Csin(v/ N2 —hr) =0 - VA2 —hr = nn(n € N) = X =
n?+h

Por lo tanto, la funcién é(x,t) nos queda:
5(z,t) = A’ sin(naz)e” " = A'sin(nz)e " te M

(Si, increible que haya desaparecido esa cosa horrible adentro del seno)
Vemos la condicion inicial:

§(z,0) = f(z) — w(x) = g(z) = A'sin(nx)

Como claramente un sélo seno no serviria, aprovechando el principio de superposiciéon aplicamos
como antes (final anterior):

= Z by, sin(nx)
n=1

Siendo esta la extensién impar a g(z) en el intervalo [0; 7], por lo que quedara:

b, = 2 /07T g(x) sin(nx)dx

™

Finalmente:

_ -y sin(na)e " te M
u(z,t) = 0(x,t) + w(z) = ;bn (nx) + sinh(v/A7)

sinh(vhx) )
sinh(v/hr)

(Con by, = 2 [ g(x) sin(nz)dr y g(x) = x(r —z) —

4) a) Defina producto de convolucién de dos funciones z(t) e y(t) definidas en
(—o0; +00). Escriba la expresién de dicho producto si z(t) = y(t) = 0Vt < 0 (funciones
causales).

b) Estableciendo hipétesis necesarias, demuestre la propiedad que permite obten-
er la transformada de Laplace del producto de convolucion de dos funciones causales
en funcién de las transformadas de Laplace de cada una de dichas funciones.

c) Sabiendo que x(0) = y(0) = ¢'(0) = 0 y que { 't ):2{2( )OH(t)_ P

Obtener z(t) y explique c6mo obtendria la antitransformada y(t). H(t): funcién de

18



Heavside.

Los puntos a) y b) ya fueron resueltos en el ejercicio 4 del final del 09/02/2012. El punto
¢) es el mismo (salvo el cambio de que hay derivada segunda de y en vez de primera, pero en
el procedimiento es lo mismo). Al parecer para esta fecha se dieron cuenta que no es posible
obtener la anti-transformada. Cémo la obtendriamos es facil: obtenemos la raiz irracional (real)
del polinomio del divisor y factorizamos (Ruffini). Con el polinomio de grado dos, lo expresamos
completando cuadrados. De esta manera, la transformada nos quedara:

1

(s —ap)[(s — a1)? + as]

Y(s) =

Siendo «y, a1, g constantes a determinar. Luego aplicamos una pseudo-separacién por ’frac-
ciones simples’, quedandonos:
A Bs+C

+

(s—agp) (s—a1)?+ o

V(s) =

Separamos el segundo término y lo escribimos de tal forma que nos puedan quedar estilos de
transformadas de senos y cosenos:
A s — o
V()= ———+K zo) 2

(s —ap) (s —aq)? + as (s —aq)? + s

Donde K y J son constantes que se consiguen luego de ir haciendo juegos para obtener en el
numerador lo que corresponde. Por lo tanto, la antitransformada y(t) quedaré:

y(t) = L7HV(s)} = Ae™' + K cos(agt)e™! + J sin(ayt)e!

5) {Puede ser m(z,y) = e**

<(E2$Ty2 cos(3y) + ﬁ sin(3y)> la parte real del potencial
complejo de un cierto campo vectorial?. En caso afirmativo:

a) Halle dicho potencial complejo.

b) Indique la ecuacién de las lineas de flujo y las equispotenciales.

c) Explique por qué dichas curvas son ortogonales.

d) Si T" es una curva cerrada simple, calcule todos los valores posibles que puede

tomar la circulacién y el flujo de dicho campo vectorial sobre I'.

Podriamos ponernos a hacer cuentas para decir cosas sobre las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, pero viendo un poco como estd la cosa, podemos ver que hay un e** metido (por
los senos y cosenos, y la exponencial que estd metida afuera), y algo con %, por esas fracciones
que aparecen. Y es asi. En particular:

st o)

Por lo tanto, como es parte real de una funcién analitica fuera de z = 0, cumple con las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann, por lo que la respuesta es: SI.

19



a) Como ya mencionamos:

632

G(z) = .

b) G(2) = élx, ) + iz, y) = mlz,y) + iz, )
Lineas equispotenciales:
¢(x,y) =m(z,y) = c(c €R)
eBx

m(az cos(3y) + ysin(3y)) = ¢

Lineas de flujo:

U(z,y) = k(k €R)
Luego de ver cémo es la parte imaginaria de la funcién G(z):

63x ]
m(w sin(3y) — ycos(3y)) = k

¢) Dado que é(z,y) L §(z,y) = cte vemos que si vé(z,y) L /i (x,y), resultard que
¢(x,y) = cte L ¥(z,y) = cte:

Vo(x,y) = (8,(,v), ¢, (2, 9)); V(x,y) = (W (x,y), ¥y (z,y))
Vo(x,y). oz, y) = (8,(2, ), ¢, (2, y))-(r(x, 9), ¥, (x, )

Como ya digimos G(z) € H/C—{0}, por lo que cumple con las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Vz #0:
2(x,y) = F(x,y)
ox y 16
{345<x7y>——§—5<x,y> 1o)

Reemplazamos:

Vo, y)-v(z,y) = (8, 6,)(~¢,, d,) = ¢,¢,, — ¢, =0

Por lo tanto, las curvas seran ortogonales.

d) Primero definimos qué es lo que nos piden:

| Tz = [ Gz = L)+ iF () (17)
C C

Donde C' es el camino, y f el campo vectorial (expresado como funcién compleja). L el trabajo
o circulacion, y F el flujo.

En particular, si se trata de una curva cerrada la cosa se hace sencilla también. Tenemos solo
dos casos de curvas: una que encierre a zg = 0, y alguna que no. La que no encierra, al ser
G(z) una funcién andlitica dentro y sobre la curva, la integral dard 0. En el otro caso podemos
directamente usar la férmula integral de Cauchy (seria lo mismo que usar el teorema de los
residuos, o cualquier otra cosa).

Siendo G'(z) = %(32 — 1) aplicamos:

3z -1 271
F D 2 1)y =m0 = 0
F .

Bueno, en este caso siembre vale 0 el trabajo y el flujo.
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3. Final 12/07/2012

1) Estudiar para qué valores de oy (3 la

e -1~
1= ————dx
/_oo |z (z + 1)
C.V en cada uno de sus puntos singulares. ;Existen valores de o y § de modo que
I C.V.?

Primero que nada, la respuesta ante todo es NO, claramente. Porque en el denominador a
una (z+ 1), y como ya vimos, la funcién % diverge por todos lados al integrarla de 0 a oo. Para
hacer aunque sea un poco mas interesante, hacemos un pequeno cambio:

< e =1
1= ———d
| Fre
Ahora, para que la integral de € a co (¢ > 0), el polinomio de abajo debe ser mayor en un

grado al de arriba:
B+2—a>1—F>a—1

Ademads, para que converja la integral de 0 a e, es necesario que § < 1 (porque ya vimos
que en ese intervalo son esas polinomios los que hacen que converja). Puede sonar raro porque
acd no estoy tomando en cuenta el resto de la funcién... esto no lo dije yo, lo dijo Mario (no
recuerdo exactamente la explicacién) so: Seems legit. Por lo tanto, en este caso cambiado:

b>a—-1;6<1

Para el caso anterior también se puede aplicar lo mismo creo, aunque hay que aplicar mas
particiones teniendo en cuenta la singularidad en zy = 1, y justamente de ahi sale que no puede
converger la integral porque el cacho que hace que haya una singularidad tiene grado igual a 1.

2) En una pared seminfinita definida por laregién en R*: A = (z,5,2)/0 <z <2,y > 0
fluye calor en régimen permanente o estacionario de la variable z. La temperatura
en el plano z = 0 es una funcién ¢(y), la cara correspondiente a r = 2 esta aislada
mientras que al base en el plano z = 0 se mantiene a 0°C'. Proponga una funcion
g(y) y halle la temperatura u(z,y, z) en cada punto de la pared.

Como se vé, no se entiende un choto el enunciado. A tal punto, que dice que no depende
de la variable z, pero dice que cuando z = 0 entonces la funcién vale 0... (debe estar re mal
escrito). Lo dejo para charlarlo para después resolverlo si determinamos que y = 0, o algo asi.

3) La aplicacién de las leyes de Kirchoff a un circuito da por resultado el siguiente
par de ecuaciones que relacionan las intensidades de corriente de cada malla (medi-
v(t) = LI(1) + & [ylI5(e) + I (@)lda
das en Amper) con la tensién aplicada (en volts): § 0= RI(t) + & fg[Ié(a) + I (a)]de
L(0) =1,(0) =0
Donde L, R y C son respectivamente la autoinduccion en Henrys, la resistencia en
Ohms y la capacitancia en Faradays.
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a) Halle las Transformadas de Laplace de [;(t) e I5(t) en funcién de la T.L. de v(t),
y luego halle las correspondientes intesidades I;(t) e I5(t) si L = R = C =1 cuando
la tensién aplicada es la funcién de Heavside.

b) Analice si I1(t) e I,(t) halladas en a) estdn acotadas.

Bueno, el enunciado estaba bastante mal escrito.. empezando por la integral que adentro en
vez de « tenfa todo con ¢, o sea, lo mismo que el limite de integracién (que justamente estd mal
€so).

Quitando eso, empezamos aplicando la transformada de Laplace, sabiendo una propiedad que
no nos comentaron:

et ey = T© (18)

s
LsTi(s) + 55 (Tu(s) + Za(s)) = V(s)
RTy(s) + 25 (Ta(s) + Tals)) = 0
Restamos la primera ecuacion con la segunda:

V(S) + RI2(S)
Ls

LsZ(s) — RTy(s) = V(s) = Zy(s) =

Reemplazamos esta igualdad en la segunda ecuacion:

1 <V(S) + RIQ(S)

RIQ(S) + — Ls

= +12<s)) —0

R ]):i&@)<RLC§4—R+ls>:: V(s)

LCs? * sC LCs? ~ LO's?

IQ(S) (R“—
B V(s)
RLCs?+ Ls+ R

Ahora reemplazamos en Z;(s) y nos queda finalmente:

IQ(S) =

V(s) RLCs*+ Ls

Ti(s) =
W) = T RLCs § Ls 1 R
Siv(t)=H(t)y R=L=C =1, vemos que para t < 0 ambas funciones son nulas. Para ¢t > 0,
V(s) = L. Entonces:
1 1 1 As+ B
T (g * —>
(s+3) +3

Resolviendo un poco: A = B = —1. Entonces:

1 s+1 1 s+3 12 2

Ts)=—ty_s¥l 1, sts 12 %
el 2 el VG

Por lo tanto:



1 $2+s s+1 1 As+ B

Zi(s) =

F2tst1 s(Erstl) 5 (51112
Haciendo cuentas: A= -1y B =0.

Lol s 1 sty 1 %
R e e N O R AR IR

I(t) =1 — cos (?t) et 4 %sin (?t) ok

b) Bueno, finalmente las corrientes estan acotadas (pues son funciones acotadas, y ademas
multiplicadas por una exponencial de exponente negativa).

et sit>0
4) Seaf(t){ 0 sit<0
a) Verifique que se cumplen las hipétesis necesarias para la existencia de la trans-
formada y antitransformada de Fourier. Halle dicha transformada.
b) A partir de dicha transformada:

i) obtener: [ %%

ii) probar que si ¢t > 0: [ o

00 cos(wt)+w sin(wt) dw — Te—t

a) Bueno, enunciamos las hipétesis necesarias:

1. f(t) debe ser absolutamente integrable, lo que quiere decir que:

it < oc (19)
Vemos que esto se cumple:

00 0 00 0o R
/ |f(t)|dt = / 0dt+ / le”|dt = / e 'dt = lim e 'dt = lim e*t|(; =1<o00

R—o0 0 R—o0

2. f(t) debe ser suave a trozos. Cosa que es cierto (en (—oo;0) U (0;00)).

3. Deben existir los limites laterales para todo t € R, cosa que es cierto, porque sélo hay
una discontinuidad y es de salto (en to = 0).

Por todo esto, la transformada y Antitransformada puede existir. Calculamos la Transfor-
mada:

Fiay = [ swe (20

1
14w

—t —iwt|0 _1-2&) . —R_—iwR _1_%‘)
e ‘e |m—1+w2(1—hme e )_1+w2

F{f(t)} = /000 e et =

Para el ultimo paso, recordar que el e~
tiende a 0.

wh serg oscilatoria, pero es acotada, mientras que e~*

23



b) i) Vemos de calcular la Antitransformada:

Fr) + ) 1/00 11— iw

wt
. d
2 o ¢ w

F iwtd -
(w)e™ dw o ) True

—00

ffO)+f7(0 1 1 © dw [T wdw
2 _5_%</mm Z/Ool+w2)

Se puede ver que la primera integral es par, y la otra impar, por lo que se anula (ademés debe
pasar, porque del otro lado de la igualdad no hay elemento imaginario). Por lo tanto:

1_1°°dw_1/°°dw:>/°°dw_7r
2 on ) 14w TJy 1+w? o l+w?2 2

i) Sit>0— f(t)=e"

Sit=0:

P

= o T (cos(wt) + i sin(wt))dw
1 /°° cos(wt) + wsin(wt)dw L /OO sin(wt) — WCOS(Wt)dw _ ot
21 | ) 1+ w? . 1+ w?

Nuevamente, el segundo término es impar y se anula (como debe pasar para que tenga sentido).
Entonces:

1 [ cos(wt) + wsin(wt) o — 1 /°° cos(wt) + w sin(wt)dw ot
27]' - 1 + W2 T 0 ]. + (,(}2
N / cos(wt) + w sin(wt) do — wet
0 1+ w?

5)a) Halle el D.S.F. de senos de f(z) =1 en el intervalo (0;2) por derivacién del
D.S.F. de una funcién adecuada, justificando porqué dicha derivacién es posible.
b) ;Puede deducirse del D.S.F. de f(x) de f(x) el valor de la suma de la serie
O %? En caso afirmativo, hallelo.

a) Elijo g(x) =z — ¢'(z) = f(x) = 1.

Por teorema de derivacién de la serie de Fourier, derivando la serie término a término, esta
converge a w en todo el intervalo. Como en este caso la funcién es continua en todo
el intervalo, convergera directamente a f(z).

Ahora que terminamos con los formalismos, decidimos calcular el D.S.F. de COSENOS de
g(x) (para que al derivarlo aparezcan los senos):

Calculamos los a,,:




Sin es par, a,, = 0. Entonces debemos poner n impar. Teniendo en cuenta que ((—1)"—1) = —2,
nos queda:

4 -8
n — —2) =
¢ w2 (2n —1) (=2) w2 (2n — 1)
Calculamos aq:
2
ag = / xdx =2
0
> T
o — 1)~ )
Z 2n—1 cos((n )21’
Por lo tanto:
= 4
=3 g (@ -13e)
— m(2n — 1)
b) La respuesta es Si (cémo va a ser no? xD). Si z =1 — sin((2n — 1)§) = —(=1)".

TL

X ten L
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4. Final 19/07/2012

1) a) Sea f: R — {1} — R una funcién continua en su dominio y tal que

lim f(z) =400 lim f(z) = —o0
z—1+ z—1—
Explique cuando se dice que la fj:oo f(x)dx C.V. y cuando existe el valor principal

de dicha integral.
b) Sea

Analizar su C.V. ;Existe su valor principal?
c) En caso de que el valor principal de I exista, calciilelo.

a) Empezamos definiendo el Valor Principal de Cauchy (VPC para los amigos). El VPC de
una funcién f(x) existe cuando:

'
5

BUT WHEN 1 D0, 1 DO IT Til*l'll[;
CAUCHY PRINCIPALVALUE |

En el caso que nos presentan, podemos dividir la integral en 4 partes:

/_Z f(x)dx = /_:Ef(x)dx + /I;f(a:)dx + /11+£f(x)dx + 1: F(z)dz

Con € > 0. Sean ¢1(x), g2(x), g3(z) y ga(x) tales que:

1—¢ 1 14 00
/ g1(x)dx C.V. / g2(x)dx C.V. / g3(x)dzx C.V. / ga(x)dx C.V
_ 1—¢ 1 1

(o) +e

Si Existen funciones que cumplan con ello y tales que:
91(2)| > |f(z)|(z € (—o0;1—¢))

|92(x)[ > [f(2)|(2 € (1 — ;1))
l93(x)| > |f(@)|(z € (1,1 +¢€))
|9a(2)[ > [f(2)|(z € (1 — &5 00))

Entonces podemos afirmar que fj;o f(z)dz C.V.
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b) Por el criterio de Dirichlet, una serie acotada y alternada sobre una funcién no acotada
hacia infinito, la integral convergerd, y por lo tanto el VPC existe.Hay que notar también que
para z = 1 hay una singularidad en la recta de integracion pero al evaluarse el coseno en este
punto vale 0, lo cual da una indeterminacién 0/0 lo que si se desarrolla termina en una singu-
laridad evitable.

¢) Siendo:
eigz
&)= EreE-n
Integrarémos sobre la siguiente curva:
Ty
CR
. R ;
1—r R

lim f(z)dz = lim f@)dat [ f(z)de+ [ flx)dat [ f(z)dz =270 Y Res(f(2), 2)
no e, i) c. n k

Demostrando mas adelante que las integrales sobre C,. converge a 7y Cr converge a 0, queda:

1—r R
é%%o - f(z)dz = é%o /R f(z)dz + - f(z)dz + /CT f(2)dz = 2miRes(f(z),z = 1)

Calculamos ese residuo aplicando un simple limite (sabiendo que se trata de un polo de
orden 1, porque el siguiente limite va a dar distinto de 0 e infinito):

1

ol
[NE]

=) =G =D~ 26— 1)

Por lo tanto: -
/ fz)de = —ge’% -

Corroborado con Wolfram Alpha.

Y en Particular, si se pedia lo mismo pero con seno en vez de coseno, da el mismo resultado sin
el +7 (Eso se ve si pongo todas las cuentas, pero no vale la pena.. simplemente nos quedamos
con la parte real de la integral y listo).

b | 3
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Demostramos que Cg tiende a 0. Para esto, g(z) = o sea, todo f(z) menos la

1
(22)+1)(2-1) (
exponencial) debe tender a 0 cuando el médulo de z tiende a infinito, cosa que sucede. Entonces
decimos que |g(2)| < Mg (v Mg tiende a 0 cuando R tiende a infinito).

/ < / Lo |dz|
cr PHDE-1) |7 Jo, (2 +D[](z = 1)
Siendo z = Re?? — dz = iRe?db:

elz*®
/ dz
CR( ‘l—l)z—l

< MRR/ |€l cos 9)||6—gRsin(9)|d0 < 2MRR/2 e—gROde
0

/ |f ”Re’e |ZR67’0||d9| </ M R| i R(cos( )+isin(9))d0|

Como sin(g) > 26 en el intervalo (0; Z), seguimos acotando:

< ZMRR/2 e~ 3

0

ei%z
cp (ZZ+1(z—1)

2
ks

dz| =0

Rdp = 2Mp = lim
R—o0

/ eigz "
cn (2 +1)(2—1)

Bueno, si todavia no chivaste para hacer esto, ahora hay que ver qué le pasa a C,.. Aplicando
el Lema de Jordan:

Cr:A{lz—1=r0<¢ <7}

Donde ¢ es el angulo que se forma al recorrer la curva C,, respecto del eje z. El lema dice:

ltm f()dz = ik(é2 — 1) (21)
Siendo ¢9 en nuestro caso 0, y ¢, ™ (ya que estoy recorriendo la curva en sentido anti horario)
, mientras que k es el valor del residuo en z = z.

Este lema se puede aplicar solamente en caso de que en z = 1 haya un polo simple, cosa que es
asi: ‘

e

M\:\
VB

el 1
i -1 =k
lm(z - Dz 1)(z —1) 2 2

Ahora si, aplicando el Lema de Jordan:

lim f(z)dz = ik(0 — 7) =

r—0

De esta manera, queda demostrado el resultado.

2)a) En un bloque sélido que ocupa el semiespacio A = {(z,y,2)/y > 0} fluye el
calor en régimen permanente en direccion paralela al plano z = 0. La temperatura
en la pared y = 0 es f(z). Halle la temperatura u(z,y,z) en cada punto del sélido
en funcién de f(r) utilizando separacién de variables o transformada de Fourier.
i Qué caracteristicas debe cumplir f(z) para que el problema tenga solucién?

b) Resuelva para

0 siz<-—1
flz)=1<1 si —1l<ax<l1
0 sixz>1
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c) Resuelva el problema de la parte a) con la funcién propuesta en la parte b)
mediante transformacion conforme.

REVISAR
a) Lo resolvemos por TF:

2. N "o __
Vou = uy, + uy,, =0
(Estoy asumiendo que a lo que se refiere el enunciado es que no depende de z la cosa esta,

porque dice que el calor fluye paralelo al plano del piso, y porque en y = 0 la funciéon no
depende de z sino solamente de x). ESTO ES LO QUE HAY QUE REVISAR.

Aplico la Transformada:

uwwz/zmmamw

o0

Dejando en claro que ahora U(w,0) = F(w) = F{f}. Entonces la ecuacién diferencial queda:
2 —w w
Uy, —wU=0—=Uwy) = Alw)e™ + B(w)e™”
Tomando siempre el modulo de w:
Ulw,y) = Alw)e ™ + Bw)el

Esto es valido, pues como combinacién pueden dar las mismas funciones que antes (pues se
las puede ver como funciones partidas). Esto nos va a servir para poder descartar un término:
dada la igualdad de Parseval:

o /OO £(t)2dt = /OO | F(w)|?dw (22)

Si U diverge, entonces u divergerd, por lo que es necesario que B(w) = 0. Ademds debe
cumplirse la condicién de borde:

Uw,0) = Alw) = F(w) — Uw,y) = F(w)e W

= u(z,y) = [(f * 9)(2)](z,y)

Siendo g(x,y) = F~'{e"¥} Si no te acordas de que justo hay una funcién que cumple al-
go parecido, cagaste, porque el punto B es simplemente resolver esa integral y listo: Como
Flaz) = e Wl — g(x,y) = zgiyzi (se consigue usando la propiedad de escala con f(x/y)
para que queda la misma tranformada).

b) Como ahora lo que hay que hacer es resolver esa integral (porque sino, esté al pedo el
punto), si no sabés lo de recién arriba, poné un mensaje de ”quiero que consideren este punto
como bien hecho porque no me tengo que saber esto de memoria”. Igual acd hago la cuenta:

0 1 y y /1 1 Y /a:-l-l 1
_ = =2 — _du=72 —d
u(z,y) /_OO f(m)w 22+y? w ) (r—u)?+y? R o1 22492 :
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1 yyett 1 (] Y
= — arctan (—) = — | arctan — arctan
T T/ -1 T r—1 x+1

Como uno siempre se acuerda de la integral esa, es obvio que en el momento te sale sin proble-
mas (Aclaracion: el final abajo no tenia ninguna informacién sobre estas forradas que comenté..
o sea, te estan cagando).

¢) Dado que no es que tenemos un solo valor, o uno para los x negativos y otro para los
positivos, no podemos aplicar las transformadas del tipo % porque no vamos a llegar a nada
lindo. Aplicamos directamente que tenemos que medir angulos desde z = 1 y x = —1. Entonces

definimos:
{ 01(x,y) = arctan(-%5)

Os(z,y) = arctan(;%5)

Donde ambas fuciones, por ser funcién dngulo, que es la parte imaginaria de la funcién In(z),

son analiticas.
0 si 91 == 02 =0

wz,y) =<0 sibp=60,=nm
1 sify=m0,=0

Por lo tanto:

u(z,y) = %(Ql(ﬂﬁ,y) —bOs(z,y)) = % (amtan (g; g 1) — arctan (x iJL 1))

Se ve que ambas soluciones son iguales, por lo que estuvo todo bien hecho :)

3) Dado el siguiente sistema

2(t) + [y w(r)y(t — m)dr = H(t)
Iy S a(m)yla — 7)drda + 2 (t) = 2
H(t) es la funcién de Heavside y 2”(0) = 2/(0) = 2(0) = 0 y utilizando las Trans-

formada de Laplace obtenga z(t¢) (puede dejarla expresada como un producto de
convolucién) y dos funciones z(t) e y(t) que lo satisfagan.

Empezamos por escribir un poco mas lindo la cosa esta, porque tantas integrales pueden

marear:
2"(t) + (w = y)(t) = H(t)
Jo(@=y) ()t + 2/(t) = 2
Aplicamos la transformada de Laplace miembro a miembro (y ya recordamos que z(0) =
2'(0) = 2"(0) = 0). Para esto hay que recordar las propiedades que implican:

L{(z xy)(t)} = X(s)V(s) L‘,{/O F(tdt'y = F(s)

S

Entonces:



Hacemos (1) — (2) x s:

(-1) (=1) (=1) 1 2 2 4 12 (-2
Z — — — _ _ N 7
(5) s3+32+ S +S—1+S4+S3+52+S+S—1
t3 2
:sz(t):—et+§+§+3t+11

Ahora buscamos un par de funciones z(t) e y(t) (aunque podriamos decir que alguna vale
0 y la otra vale alguna cosa.. pero no creo que eso es lo que quieren que hagamos). Para esto
hacemos (2) x s — (1):

X(sV(s)(s 1) =2~ =~
X(s)V(s) = ﬁ

Elijo entonces y(t) = H(t) =1 — Y(s) = 1. Entonces X(s) = -5 — z(t) = ¢'. Entonces:

2(t)=—e+ 5+ +3t+11

4) a) Sea E el espacio euclideo real de las funciones seccionalmente continuas

periédicas de periodo 2T con el producto interno: (f,g) = = Osz(x)g(:L’)dx. Sea
{¢i(z)}} un sistema ortonormal en E. Demuestre que:

[/'f M]<%Aﬂmmwx

0 si0<z<T
b) Del desarrollo en serie trigonométrico de Fourier de f(x) = { > ‘

r siT <x<2T
obtenga:

i) >0 m y ii) >0, #

a) Dado el conjunto ortonormal dado, si lo completamos, obtendremos un sistema ortonor-
mal que sera base de E, por lo que todo vector de tal espacio puede escribirse como:

f(x) = a1¢1(w) + asga(w) + ... + andn(x Z an O (T
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Planteamos el producto interno con algtin elemento de la base:

o= [ @estir =1 [ S oot =3 w1 [ owem]
=3 i)

n=1

Por ser base ortonormal:
o0

(f.65) =D anbn; = a;

n=1

Vemos cuanto vale la norma al cuadrado si la base es completa:

2T 2T o© 00
I 1= (7.1) = % | ir@par - % / ;ai@(:c);ammdx

i=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

Separamos entre la base dada y con lo que completamos para tener la base del espacio F:

I F11P= Za+za

j=n-+1

2T
> [ @ = g = sz
Jj=n+1
= — / |d:v>z

= = / |dm>2{ / f(x)¢i(z dx}

Y asi queda demostrado.

b) Obtenemos el desarrollo trigonométrico de:

fx) =

0 si0<zx<T
rz siT <x<?2T

ay nm . nm
f(x) = 5 + ; an cos(?x) + b, sm(T:E)

Calculamos los términos:
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2T+ 1 . (mr )
— zsin ( —x
T ”T’T T

T

a, = % OQTf(x) cos (%x) dx = % (ﬁ cos (g—ﬁx)

(nm)

Si n es par, a, = 0, si n es impar, a, = —&5. Lo tenemos en cuenta para escribirlo bien luego.

(n)
Ahora calculamos los otros coeficientes:

1 [t . nm 1 T\?> . /nm N2 T nm \ |27
b, = T/o f(x) sm(?x)d:p =7 <(E) sin <?x> )T — o wcos <?a7> ‘T

b=~ (2~ (~1)")

nm

Este dltimo fue verificado con Wolfram Alpha.
Por lo tanto, el desarrollo queda:

flz) = ZT + 2 % cos (%x) — nT_w(2 — (—1)")sin <n%x>

Resolvemos lo que se nos pide: 1) Si # = 27 la serie converge puntualmente a
Entonces:

[Ten)+r-(@er)
——s =T

Y T

w2 (2n — 1)2 nm
3 « 2 = 1 = 1 2
TR D ore v Ak R Y e LD Dl gy Al

ii) Seguramente este se resuelva aplicando el teorema de Parseval, pero luego de hacer
algunas cuentas la cosa que horrible, y dependiente de T (ademéds de que es imposible despejar
el # porque el término que termina elevado a la cuarta es el de los cosenos, que sélo tiene los

1 2

términos impares...). Me llama la atencién esa ayuda de Y 7% 55 = &
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5. Final 04/08/2012

1) a) Sea: f(t) = [~ %dm Analizar su convergencia y calcular f(¢). b) De dicha

integral obtenga la Transformada de Fourier de f(¢).

a) Analizamos la convergencia de la integral. Para esto, dividimos la integral en dos partes:

* cos(tx © cos(tx * cos(tx
/ 2( )dx:/ ( )d:v—l—/ ( )da:
o 2241 o 241 . 2241
Para € > 0. La primera integral estd mas que claro que converge, pues no hay ninguna discon-

tinuidad ni cosas raras (que no exista primitiva es otra cosa :P). Para la segunda decimos que
en el intervalo (e€;00) se cumple que:

cos(tx) 1
< < —
x24+1 T 22+1 a2

La integral de la ultima en tal intervalo converge, como ya fue visto en clase, por lo tanto la

de % también lo hara. La resolucién de la integral en si ya fue hecho en el ejercicio 1 del

final del 09/02/2012 (seccién 1), por lo que dejamos simplemente expresado el resultado:

f(6) =5

b) Nos piden calcular la Transformada de Fouier:
Tty = Txfett
FiZe 'y = ZF{e )

Como se trata de una funcién par:

Tl 4w

> < o : 1 4 1—1 .
F{ft)} = 7T/ e et = 7r/ e tHwl gy — e’t’m’:o e (1 — lim e’Re’WR)
0 0

Teniendo en cuenta que e~** es una funcién acotada mientras que e~* tiende a 0:

1 —w
=7
1+ w?

F{r)}

Nota: este mismo resultado es posible apreciarlo en el ejercicio 4 del final del 12/07/2012
(seccién 3)

2) a) Demuestre la propiedad que permite calcular la Transformada de Laplace
de la derivada primera de una funcién f(¢) conociendo la Transformada de Laplace
de f(t). Aplique dicha propiedad para obtener la Transformada de Laplace de la
derivada segunda de f(t¢). b) Aplique la Transformada de Laplace para resolver:

0sit<0
y' =4y +5y=xz(t) =< 1si0<t<l
I+etsit>1
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a) Nos piden que demostremos la propiedad: L{f'(t)} = sF(s) — f(0)
Lo vamos a hacer aplicando la definicion de Transformada de Laplace e integrando por
partes:

C{f (1) = / " et

Integramos por partes, eligiendo como f a e ** y como dg a f’(t)dt:

LU (D)) = e ()| / T s (b
CLP (Y = —F(0) + 5 / " Ftyedt

L{f0)} = = (0) + sLLF(D)}

Reacomodamos:

L{f'(t)} = sF(s) — f(0)
Ahora aplicamos para obtener la de la segunda derivada de f(¢). Para esto definimos:
g(t) = f'(t) = g'(t) = f"(t) = L{g(t)} = G(s) = sF(s) — f(0)

Entonces:
LL" )} = L{g' (1)} = sG(s) — g(0)

Reemplazando:

L{f"(t)} = s[sF(s) — f(0)] = £'(0) = s*F(s) — s£(0) — f'(0)
b) Apliquemos Transformada de Laplace a la ecuacion diferencial:

y'(t) — 4y (t) + by = x(t) L — s*Y(s) — 4sV(s) + 5Y(s) = X(s)

X(s)
s2 —4s+5

Guarda, tenemos que aplicar la transformada a la funcién partida z(t) entera, no lo podemos
dividir en partes para cada t particular, porque eso no es valido supuestamente.

Mas adelante vamos a ver que ni siquiera hara falta calcular la transformada de z(t), pero
lo haremos por si quieren tirar facha o despejar dudas (7):

— V(s) =

L{a() = /0 et

1 o)
X(s) = / le*dt +/ (e™" + 1)e*dt
0 1

1 o'} 00
X(s) :/ e“dt—l—/ et(”l)dt—l—/ e *tdt
0 1 1
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—st |1 —t(s+1) |® —st |
X(s) = ‘ + = + =
CE s+1 | s |
s -1 _ —(s+1) s
x0= === ()] - )]+ - (5]
S S s+1 S

1 —(s+1)

X(s)= -+
S s+ 1

Bueno, ahi tenemos el X (s).

Si volvemos a la solucion Y'(s) que habiamos encontrado:
X (s
52 —4s+5
Y como vemos, nos quedarian cuenterios largos, es una paja, ain’t nobody got time for that.
Entonces:
V(s) = X(s)
s)=X(s)————
s2—4s+5

Y antitransformar esto, si recordamos la magia de la convolucion...

)= (202 £ ) ) 0

Y ahi se ve por que no hacia falta calcular la transformada de z(t)...
Calculemos entonces la otra parte, que esa sale facil (7):
1 B 1
s2—4s+5  (s—2)24+1
Esto ultimo es completando cuadrados, porque el polinomio ese tiene raices complejas, entonces
nos aseguramos de dejarlo expresado como un la transformada de algtin seno y coseno, aplicando

el primer teorema de traslacion.
= sin(t)e*

Entonces, finalmente:

Donde:

0sit<0
z(t)=< lsi0<t<1
Il+etsit>1

Como podemos dejarlo asi, nos ahorramos cuentas al pedo si nos poniamos a buscar la
antitransformada de eso. Asi que: Deal with it.
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3) a) Dado el sistema ortonormal en el intervalo [0; 7|: {\%;cos(?nw); sen(2nz)} y

la funcién f(r) = 2? si 0 < z < 7, diga a que funcién (definida en el eje real) converge
la correspondiente Serie de Fourier: i) en el sentido de la convergencia cuadratica
ii) en el sentido de la convergencia puntual iii) ;puede asegurar la convergencia
uniforme de la serie? b) Obtenga el desarrollo en Serie de Fourier de cosenos para
la funcién dada y diga a que funcién (definida en el eje real) converge la corre-
spondiente Serie de Fourier: i) en el sentido de la convergencia cuadrética ii) en el
sentido de la convergencia puntual iii) ;puede asegurar la convergencia uniforme

de la serie? c¢) Utilice el desarrollo obtenido en b) para obtener el valor de > ° #

y el de Y 7° (_nlz)n.

a) Dado que tenemos la Serie Trigonométrica, hay que tener en cuenta que en este periodo
la funcién no serd continua en toda la recta (presenta discontinuidades de salto en k.

i) Convergencia Cuadratica: Si recordamos la definicion de eso, es que cuanto mayor sea
el valor de N en la serie, es decir, cuantas sumas hagamos, mas se va a aproximar la serie a
la funcion. Como aca siempre definimos la Serie de Fourier como una suma infinita, podemos
decir que va a converger a f(x), aproximandose mucho (7). En las partes donde no es continua
(como ser en x =1y x = —7), va a converger a la semisuma.

ii) Convergencia Puntual: Para todo z donde la funcién sea continua (x # km) la serie
convergera a f(x) puntualmente. En # = k7 la serie convergerd a la semisuma de los limites
2
laterales de la funciéon, por ende a 5
iii) Convergencia Uniforme: Si recordamos de la definicién, se tiene que cumplir que f(—m) =
f(m), entre otras cosas. En este caso justo eso no se cumple, porque ahi la funcién es discon-
tinua. Entonces no se garantiza la convergencia uniforme de la serie. Para el intervalo (0;7) la
serie converge uniformemente, pero no para los extremos.

b) Acé nos piden la Serie de Fourier de Cosenos, por lo tanto nos estan pidiendo una exten-
sion PAR. Por lo tanto, si la dibujamos, vemos que tenemos parabolas que se repiten, y queda
todo continuo!

La serie la calculamos como:
f(z) = % + ; a, cos(nx)

(Dado que ahora el periodo de la funcién es 2. Como no nos importa exponerlo en funcién de
la base dada, lo hacemos como nos gusta a nosotros directamente (y en todo caso, si tuvieramos
que cambiarlo, se puede hacer luego multiplicando y dividiendo por la norma). Pero incluso,
dado que ahora estamos en otro espacio pues cambiamos el periodo, esa base ya no tiene perfecta
validancia :P. Haciendo cuentas sale que:



Entonces:

i) Convergencia Cuadratica: Idem a)

ii) Convergencia Puntual: La serie converge a f(z) en donde ésta es continua, en este caso,
para todo .

iii) Convergencia Uniforme: Si recordamos de la definicién, se tiene que cumplir que f(—7) =
f (), entre otras cosas. En este caso justo eso Sl se cumple, porque ahi la funcién es continua.
Entonces esta serie de fourier converge uniformemente a f(z).

c¢) Teniendo en cuenta los valores de la funcién, decimos:

n 2 e 4

== e =T

oo

1
:Zﬁ:—
n=1

£(0) —0—3 g

e —1)" 2
= Z : n2) -
n=1

4) En un bloque sélido que ocupa la regiéon A = {(z,y,2)/y > 0;0 <= z <= a},
fluye calor en régimen permanente en direccién paralela al plano z = 0. La tem-
peratura en la pared y = 0 es f(z), mientras que sus otras caras se mantienen en
0. Halle la temperatura u(z,y, z) en cada punto del sélido en funcién de f(z) sien-
do ésta la funcidn del ejercicio 3). (NO CALCULE LOS COEFICIENTES DE LA
SOLUCION PERO INDIQUE LAS FORMULAS PARA SU CALCULO)

Hay que resolver la ecuacién de Laplace en el plano para (z,y)/0 < x < a;y > 0. Recor-
damos la ecuacién de Laplace:

Vu(z,y) =y, (2,y) + uy,(z,y) =0 (23)
Planteamos como siempre:
w(z,y) = x(x)v(y)
= X"(@)7(y) = —x(@)7"(y)

Dividiendo miembro a miembro con u(zx,y):




Tenemos las ecuaciones separables, como ya fue explicado varias veces:

X" (z) + A*x(z) =0 — x(z) = Acos(A\r) + Bsin(Az) (A4, B € R)
V'(y) =(y) =0 = y(y) = Ce™ + De* (C,D €R)

Dado que la funcién u(x,y) debe ser una funcién acotada, e y > 0, D debe valer 0. Como

u(0,y) =0— x(0) =0— A=0. Comou(a,y):OeX(a)zoﬁ)\:%T_

= u(z,y) = B'sin (n_wx> eal
a

u(x,0) = B'sin (%x) = f(x)

Mismo chamuyo de siempre: no podemos usar un simple seno, necesitamos una serie infinita de
ellos, entonces:

n=1
=S by sin (U0 =
u(z,0) ;bn&n( IL’) f(z)
bn:% Oa (x) sin (%x) dx

Y esa es la solucién.

5) ;Puede ser m(x,y) = & (xngyg cos(3y) + 24z sin(3y)> la parte real del potencial
complejo de un cierto campo vectorial?. En caso afirmativo:
a) Halle dicho potencial complejo.
b) Indique la ecuacién de las lineas de flujo y las equispotenciales.

c) Explique por qué dichas curvas son ortogonales.

Este ejercicio es Idéntico al ejercicio 5 del final del 04/07/2012 (seccién 2). En este
caso, no tiene el punto d, pero el resto son iguales.
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6. Final 07/08/2012

1) a) Utilice la definicién de transformada de Fourier para calcular la transfor-
mada de Fourier de ﬁ con a > 0.
b) Hallar la funcién y(¢) de modo que:

=y 1
N =
/_Oo<t—7)2+1T 2+ 4

a) Siendo f(z) = mg—iaQ, vamos a la defincién de la transformada de Fourier:
= —iwx - 1 —iwx
FU@) = [ twesdn = [ et

Acd no queda otra, hay que arremangarse e integrar a lo macho (7). Hay que usar el teorema
de los residuos:

—iwz

) e ‘ e—iwz . Tewe
lim - 5dz=2miRes | 5——,z=ai | =
R—oo Jp, 2% 4 a z¢+a

e—iwz R e—iw:p e—iwz
7{ - de:/ - 2dm+/ - de
rg 2t a _rx°+a cp - ta

Vemos que la segunda integral converja a 0:

—lwz —lwz W Yw Yw
/ e S/ MW:/ M,dz,g/ B Gl B
cp 22+ a? on |22 4 a?| cn |22+ d?| on |22 —a?

Por lo tanto, como y > 0, para que la integral converja w < 0. De esta manera, |e¥“| queda

acotado por 1:
e—iwz e—iwz
/ g / R
Cr 22—|—(12 Cr z2+a2

=0

1
g/ de—
C

. 27— a? R?2 —a? = R
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Finalmente, para w < 0:

Ahora bien, para ver qué nos da con w > 0, tendriamos que agarrar la curva de abajo, y ver que
nos va a dar algo muuuuuy parecido. En particular, prefiero utilizar un teorema que involucra
la pariedad de una funcién con la de su transformada de Fourier.

Teorema: Sea f(t) una funcién tal que F{f(t)} = F(w), si f(t) es par, entonces F(w)
también lo es. Si f(t) es impar, entonces F'(w) también lo es.

La demostracion es sencilla y sale de la definicién, y mucho sentido no tiene la verdad.
Dado que justamente nuestra funcién es par, podemos decir:

We_alwl

F(w) = -

b) Uno ve ese bicho feo mal parido de ahi y no sabe qué hacer tal vez, pero vamos a separarlo
un poco para que quede mas lindo. Si te fijas bien esto es una simple convolucién. Por si no se

vé a simple viste, lo retocamos. Para esto defino ¢(t) = tQL

+1°
< yln) _ [T 1 _ [ =
|t = [ = [ st =i = a0
5 (= 9)(0) = 5y = hl0)

Okey, lo dejamos mas entendible, pero a priori parece complicado definir una funcién que
cumpla ello. Pero conociendo la propiedad de la transformada de Fourier de la convolcién, y
ademds ya conociendo la TF de ¢(t) y h(t), que ya nos permite tener una ventaja por ese lado.
Recordar:

Fllzxy))} = X(w)Y(w)

Entonces aplicamos la transformada:

FH{yx9) ()} = Y(w)G(w) = H(w)

Ver que ¢(t) es la funcién a la que le calculamos la transformada en a) para a = 1, y h(¢)
también lo es, pero para a = 2, entonces:

—2lw| =]
Y(w)re @ =T 5 pw) = &
2 2
Finalmente, la funcién que se nos pide sera:
1 1
)= —
y(t) 2rt? + 1

2) a) Estableciendo las hipétesis necesarias, demuestre la propiedad que permite
calcular la transformada de Laplace de una funcién periédica de periodo 27T
b) Si la siguiente proposicién es verdadera, demuéstrela. Si es falsa dé un contrae-
jemplo. Si f(t) es continua por partes y no es de orden exponencial, su Transformada
de Fourier no existe-
c) Utilice la transformada de Laplace para resolver:
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y'() + 3/ (1) + 2y(t) = [ a(m)sin(t — m)dm
() + 22(t) = H(t)

Con ¥ (0) =y(0) =x(0) =0 y H(t): la funcién de Heavside.

a) Bueno para demostrar esto vamos a tener que ir a la definicién de la transformada de
Laplace. Para esto, sea f(t) tal que f(t) = f(t + K2T) (K € N).

ctio) = [ soerar= [ setas [ seta

Vamos con la segunda integral para dejarla un poco mejor, aplicando el cambio de variables
t =wu+ 2T (du = dt):

/ f —stdt / f U+2T —s u+2T — —sQT/ f —sudu

Reemplazamos en la igualdad anterior, cambiando u por ¢, sin perder generalidad, pero para
tener todo en la misma variable de integracion:

00 2T 00
—st j4 —st —2T's —st
/0 f(t)edt —/0 f(t)e *'dt +e /0 f(t)e "dt
1—e %) / h f(t)e stdt = / Y f(t)e *tdt

L{F)} = / f)e™dt = T——; / f(t)e*tdt

Y bueno, esa es la propiedad.

b) La respuesta es ”"verdadero”. Todavia falta ver, pero la idea serfa demostrar que si no
es de orden exponencial, no tiene transformada, o sino mejor, que si tiene transformada, es de
orden exponencial. Lo dejo para ver luego.

¢) Aplicamos la Transformada al sistema:

{s2y<s> +35V(s) + 2D(s) = X(s)hy {y<s> = e

sX(s)+2X(s) = L{H(t)} X(s) = E{i(zt)}

Vale aclarar que al transforamada del seno la conocemos. Aplicar la propiedad demostrada
en a) no tiene sentido, porque habria que calcular una integral con sin(t)e™*, algo no muy
amigable, y en realidad esa transformada no las vamos a tener que acordar de todos modos.
Para t < 0 se puede ver que al segunda ecuacion da que z(t) = 0, y luego lo mismo para
y(t). Sucede que si lo resolvieramos como lo hicimos tantas veces en Algebra II o Analisis
Matemaético II, nos quedarfa como solucién: z(t) = Ce™?!. Ahora, para que se cumpla que
z(0) =0 - C =0 — z(t) = 0. Simplemente queria dejar esa acotacién para mostrar que
lindo es cuando todo cierra :P. Volviendo al problema, ahora nos enfocamos para el problema
ent>0:

L{H()} =~
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1 /2  —1/2 1 1
X(s)=———==—+ —a(t) = = — e
(5) s(s+2) s s+ 2 ®) 2 2
Ahora bien, nos queda y(t), que la verdad va a quedar horrible, porque va a tener 4 raices
complejas, y 2 reales, por lo que no va a ser sencillo y nada lindo calcular eso. Por lo tanto, lo
dejo expresado y me doy por hecho, asumo que el corrector se daré cuenta que entendi el tema

dejandolo asi.

1
s(s+2)(s2+1) [(s + %)2 + ﬂ
E y(t) lo calcula Magoya. Daniel Prélat Dixit.

V(s) =

3) a) Una funcién f : [0,27] — R cumple: f(z) = —f(2T — z) (simetria impar de
media onda). Demuestre que su serie de Fourier de cosenos en dicho intervalo tiene
la forma:

- on+1 2 [T on+1
Z 2,41 COS ((712%)7%) Donde  ag,11 = T/o f(z) cos (%#x) dx

b) Utilice el resultado en a) para obtener la serie de Fourier trigonométrica de
—x si0<z<1

cosenos de . y diga a qué funcién (definida en el eje real) con-
2—x sil<ax<?2

verge la correspondiente serie de Fourier i) en el sentido de la convergencia cuadratica

(diga cudl es el sistema ortonormal utilizado) ii) en el sentido de la convergencia

puntual iii) ;Puede asegurar la convergencia uniforme de la serie?

a) Por una simple conveniencia de notacién defino:

~ Jg(=) si0<z<T .
f(l‘)_{—g(QT—x) siT <x<2T 9: (0TI =R

Cabe destacar, que dada la definicién de f(x), la funcién f nunca serd continua en x =T
a menos que f(7T) = 0. Obtenemos el desarrollo para demostrar lo pedido:

f(x) = % + S;cos (?—Tﬂx)

Dada la simetria del problema, podemos asegurar que, indistintamente de la funcion f dada,
ag valdra 0:

1 2T

do= — [ fa)dr = % MT f(a)ds + :T f(x)dw} - % UOT f(a)de + /2T T - x)dx]

2T J, T
- {/OTf(x)dx—/OTf(t)dt} — 0

Ademas, si se hace un dibujo, se ve claro que el valor medio de la funcién es 0. Pasamos a
calcular los a,:

1 2 nmw 1 T nm 2T niw
n = = i f(x)cos <2Tx) dx T [/0 g(x) cos <2T:z:> dr + /T g( x) cos <2T3:> dx}
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Trabajamos con el segundo término, planteando el cambio de variable y = 2T — x — dx =
—dy:

/2T g(2T—x) cos (ZT ) dx = /Tog(y) Ccos (ZT(y + 2T)> dy = — /OTg(y) Cos (Z;y + mr) dy

T

o1

Reemplazando en la igualdad anterior:

ay, = % UOT g(x) cos <g—;x> dz — (—1)" /OTg(x) cos (Z—;x) dx} - %(1—(—1)") /OTg(x) cos (;—;x) d

Por lo tanto, si n es par, a, valdra 0. En el caso impar:

— %/OTg(ﬂc) o ((2n2+Tl ) / fo ( 2n+ 1)m m) i

Quedando la serie como:

S /OTg(y) (cos <mT > cos(nm) + sin (Z—;y) sin(mr)) dy = —(—1)" /OTg(y) cos(g;y)dy

Quedando demostrado lo pedido.

0

amente, como debia pasar). Aplicamos la propiedad para obtener el desarrollo, sabiendo que
Tenr ( 2
-8
A2n+1
8 4(=1)"

T=1: .
2 1
(opy1 = 2/ (—x) cos (Ww) dr =
0
1
0>
—4
Aon4+1 = -

b) Nos dan una funcién que cumple con la propiedad de la funcién f del punto a) (obvi-
Y SR S A ¢ 8 Vi ' 2 (2n+ U
2n41 = Gn T 1) I
S T : T ,
- @n 1 1) (cos ((2n + 1)§> - COS(O)) + m (sm ((Qn + 1)§> — OSIH(O))
(2n+1)272  (2n+ D)7

Entonces el desarrollo quedara:

fo) = i (<2n +81>27r2 B éﬁi}) - <Mx)

i) Lo dejo para completar para cuando estemos mas seguros.
ii) La funcién a la que converge sera:

-z si2k<ax<2k+1
fl)=<¢2—2 si2k—1<ax<2k (k€Z)
0 siz=2k+1
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iii) No se puede asegurar, pues aunque la f(0) = f(2) y f/'(z) sea continua a trozos, la funcién
f(z) no es continua en el intervalo [0;2].

4) En una barra aislada lateralmente ubicada en el intervalo [0;1] sobre el eje
x, fluye el calor mientras se mantiene aislado su extremo izquierdo y el derecho
se mantiene a 0°C. Si la temperatura inicial de la barra es la funcién f(z) = —=z,
calcule la distribucién del calor en la barra sabiendo que k£ = 1. (NOTA: tenga en
cuenta el ej 3).

Vemos cudles son las condiciones:

"
Tr

up(z,t) =u
w(l,z) =0 u, (0,t)=0 wu(z,0)=—x
La segunda es la condicion equivalente a aislado. Resolvemos como siempre:

u(z, t) = x(x)7(t)

X' (z) + X2x(x) =0 — x(v) = Acos(\x) + Bsin(Az)
T+ X)) =0 = 7(t) = Ce N

Ahora vemos las condiciones de contorno. La primera, la del lado izquierdo. Como la derivada
en 0 debe valer 0, en este caso serd B quien valga 0 (a diferencia de los otros casos).

u,(0,y) =0—=x(0)=0—B=0

om — 1
u(l,y) =0 = x(1) =0 = A= 2

™

2 - ]_ n—
un(v,t) = A cos < n2 wnx) e(Fr )

La condicién inicial debe cumplirse:

2n —1
u(z,0) = A’ cos < n2 an) = —x

Pasamos a la serie, en este caso con extensién par.. mismo chamuyo de siempre:

. 2n — 1 n-
u(z,t) = Zan cos ( n2 7TTLSE) e(Fr )
n=1

Y como vemos, da la misma expresion que en el punto 3, por lo que los a,, serdn exactamente
esos, y como ya los calculamos, los dejamos asi :P.
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7. Final 13/12/2012

1) Suponiendo conocida la Transformada de Fourier de f(t) = 7, calcule en

funcién de ella la Transformada de Fourier de g(t) = z%2=.

Vemos que es el mismo al ejercicio 1 del final del 04/07/2012, pero la tenemos més
linda atn:

1 1
t—1) = =
Jt=1 t—12+4 2-2t+5

Por lo tanto:

g(t) = (2t +3) =2t4+3)f(t—1)=2tf(t—1)+3f(t—1)

2 —2t+5

Aplicamos la Transformada de Fourier a g(t):

Flo)} = FL2tf(t = 1)} + F{3f(t - 1)}

Flot)y = 2F{tf(t - 1)} + 3F{f(t - 1)}

Recordemos unas propiedades importantes de la Transformada de Fourier:

FLf(t—to)} = F(w)e ™" (24)
Fl(-iy sy = T (25)
Entonces:
Flot)} = 20F{(—it)" f(t = 1)} + 3F{f(t - 1)}
Flg(t)} =21 (8 (F (g;)le_w )) + 3F (w)e ™!
F{g(t)} =2i (ei“’ agi}w) - iF(w)ei‘”> + 3F (w)e ™
Finalmente:

Flg(t)y = zz'e—fw—agc(:") +5F(w)e™
Donde F(w) = F{f(t)}

46



2) a) Hallar el desarrollo en serie de Fourier exponencial de:

T—zrsil0<zx<m
f<t)_{Osi7r<x<27r

b) A partir del desarrollo obtenido en a) obtenga el desarrollo en serie de Fourier
trigonométrico valido en dicho intervalo. c¢) Escriba la identidad de Parseval para
cada uno. d) Usar los puntos anteriores para mostrar que:

2

> 1 s
1. —_— = —
nZ:O(Zn—i—l)2 8

o0

1 13
0.3 o 0
2 2n+ 1% 384"

n=0
Con Martin vimos que era mas facil calcular primero la trigonométrica y a partir de ella
sacar la exponencial. Asi que voy a hacer eso:

b) f(z) =%+ 37 aycos (2Ex) + b, sin (Z2z)
Con L = 27 en nuestro caso.
Calculamos ag:

L
ag = %/0 f(z)dx

o = %foﬁ(ﬂ' — z)dx = cuentas boludas = z
Calculamos a,,:

2 [* 2
a, = z/o f(z) cos (%x) dx

0 = 1/ (7 — 2) cos (nz) da

™ Jo

1 ™ s
a, = — (7?/ cos (nx) dx — / x cos (nx) dx)
T 0 0

Cuentas + tabla de integrales (?):

n=——=0(=1)"—-1
an === ((-1)" = 1)
Si n es impar, el parentesis vale —2

2
m(2n — 1)2

L
b, = %/0 f(z)sin (%Tﬂx) dx
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by — L /Oﬂ(w ~ 2)sin (nz) do

(e

1 ™ ™
b, = — (77/ sin (nx) dx —/ x sin (nx) d:v)
@ 0 0

Cuentas + tabla de integrales (?):

(n par o impar, no importa en ese caso)

La serie finalmente nos queda:

flx) = % + Z ﬁ cos(nx) + %sin(nm)

n=1

Ahora para responder a), paso a forma exponencial, recordando que:

elCLCB + efmx

cos(ax) = 5

_ efiaz
21
Entonces, para el término n-ésimo de la serie queda:

iax
sin(ax) = ¢

Qn

inx —inx T __ ,—iNT an—ibn __
et 4+ e b e e D e C,
n : .
2 2i Wt — C_,

Quedando la serie exponencial:

Z+ ( 2n — 1)? %)e +(7r(2n—1)2+2n)€

Si nos fijamos bien, entre un término y otro hay muy poca diferencia, y el signo (-) que los
diferencia apareceria solo al ser n negativo, llegado el caso. Entonces:

10=5 % (sgmr=7 )"

n#£0

>1

¢) Recordemos la identidad de Parseval:

Para la forma trigonométrica:
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Para la forma exponencial:

Donde T es el periodo.
Para nuestro caso:

Para la forma trigonométrica:

%/0 Fo)ftde = T S (ﬁ) i G)

n=1

Para la forma exponencial:

L =T 3 (=t Y
or Jo TR L G- 12 2

n#0
d) Nos dan la siguiente sumatoria:

La convertimos a esto, que es lo mismo:

> 2

1 T
1. —_— = —
;(271—1)2 8

Ahora nos fijamos, en la trigonometrica, que es mas facil:

Tenemos que sacarnos de encima el seno, de modo que de 0, y el coseno queremos que de
1. Esto pasa si x = 0:

+ - T ©°
L S R F




Para la otra:

Para este utilizamos la identidad de Parseval (obviamente para la serie trigonométrica).
Vemos que directamente nos queda:

= 1 B , T =1\
;W‘Q’f" _§_;ﬁ)1

2
Asumo que un dato del examen era esa sumatoria, que su valor debe ser I Calculamos el

valor de la norma cuadrada de f(x):

1 T
If1I? = ;/0 (7 — x)*dz = Célculos sencillos = —

=

= w2 o\ 4
= — = —170
4 96 384

:0 2n—|—1

n

Como vemos este valor, aunque cercano, no comprueba lo pedido. Ahora, podriamos dudar de
la capacidad matemaética de quién hace los examenes, pues ya ha sucedido que en uno se ha
olvidado de algiin que otro diferencial en una integral (ese tipo de cosas por las que te expulsan
de nuestra facultad). Entonces vamos al querido Wolfram Alpha y buscamos la solucion al
problema, que efectivamente es gz, asf que todos contentos :-).

3) a) Defina producto de convolucién de dos funciones z(t) e y(t) definidas en
(—00, +00). Escriba la expresién de dicho producto si z(t) = y(t) = 0 para ¢t < 0 (fun-
ciones causales). Justifique.

b) Demuestre que si las funciones f y ¢ son continuas por partes de orden expo-
nencial, el producto convolucién de ambas también lo es.

c) Estableciendo hipétesis necesarias, demuestre la propiedad que permite obtener
la transformada de Laplace del producto de convolucion de dos funciones causales
en funcién de las transformadas de Laplace de cada una de dichas funciones.

a) y ¢) Ya lo hicimos en el ejercicio 4/a) y b) del Final 09/02/2012 (seccién 1)
b) Para realizar esta demostraciéon podemos ir por dos caminos, ambos muy sencillos. Em-
pezamos por el mas sencillo y més interesante:

Resolviendo ¢) antes que b), podemos demostrar que para dos funciones cuyas Transformadas de
Laplace existen (ergo, son de orden exponencial) se puede calcular la transformada de Laplace
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de su convolucién a partir de sus transformadas. Pero si justamente esta transformada existe,
Debe si o si ser de orden exponencial, como cualquier funcién a la que se le puede calcular la
transformada de Laplace.

Este chamuyito deberia ser suficiente, pero si pareciera imprudente poder perder puntos faciles
utilizando el punto c¢) para resolver el b) (aunque el profesor que hace los finales ya demostré que
a veces hay que tener en cuenta los ejercicios posteriores para encarar de mejor forma los an-
teriores), lo hacemos acotando:

Sabemos, ya que son de orden exponencial, que las funciones z(t) e y(t) se las puede acotar por
susodichas funciones exponenciales:

2(t) < Mye™  y(t) < Moye®™'

Planteamos la convolucion para el caso de funciones causales:

t ¢ t
(x*xy)(t) = / z(u)y(t —u)du < / Mye* Mye =" dy, = MlMgeCQt/ ete M duy
0 0 0

t cit cot
(l‘ % y)(t) < M1M26C2t/ e(cl—cg)udu _ My M, ec2t (e(cl—cQ)t o 1) — M, M, ( el n e“? )
0 €1 —C € —C C2—C
Estamos hablando de una combinacién de funciones de orden exponencial, por ende claramente
es una funcién de orden exponencial (pues existira alguna funcién exponencial que serd mayor
a la funcién). Dado que la convolucién queda acotada por una funcién exponencial, esté claro
que justamente es de orden exponencial.

4)a) Explique como resolveria el siguiente problema de valores iniciales no ho-
ur(z,t) = Uge(z,t) +g(x) O<z<m

u(0,t) = A u(m,t) =B u(z,0) = f(z)

Explique que es el régimen permanente y el transitorio e identifiquelos en el prob-
lema anterior.

b) Particularice para g(x) = 2%, A = 1, B = 2. No calcule coeficientes de Fourier pero
deje indicadas las férmulas correspondientes para obtenerlas.

mogénea: {

a) Tenemos que pensar un poco. Separaciéon de variables no vamos a lograr. Podriamos
intentar por Fourier, pero creo que no sale. Si recordamos bien, cuando teniamos un caso no
homogeneo, separabamos en parte homogenea y particular: u(z,t) = d(z,t) + w(x).

Donde ambas funciones §(z,t) (que es la solucién diferencial /transitoria) y w(z) (que es la
solucién particular/estacionaria) son funciones que cumplen con la ecuacién diferencial. Vamos
a ver primero qué sucede con la solucién estacionario:

wi(x) =0=wl, + g(x) = w(z) = //—g(m)dazdm +Cx+ D

Donde C'y D son tales que w(0) =0y w(w) = B.

Ahora bien, si nos pusieramos a trabajar con é(x,t) en la ecuacién diferencial, tendriamos un
pequeno problema porque la g(z) estaria alli para molestarnos. Mas sencillamente, volvemos a
plantear la ecuacién diferencial para la funcién u(z, t):

0(x, 1) + wiw) = 0w, 1) = 0, (x, 1) + wiy, (x) + g(x)
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Como ya vimos: w”(z) = —g(x), Por lo tanto:
52(337 t) = 5;,95('%’ t)

Quedando la ecuacién diferencial que tanto nos gusta, pudiendo separar variables como siempre
y toda la bola.

b) Ahora nos ponemos a resolver en serio:

o
w(x) :—E—i—C’x—i—D

2
1+

s

Dado que w(0) =1 — D = 1. Comow(ﬂ):2—>2:—71r—;+07r+1—>02

+ (14
w(m):—%+ (Tm>x+1

Entonces, ahora nos resta resolver la ecuacién para d(z,t), que era la solucién homogenea:

Separamos variables, d(z,t) = x(x)7(t), etc, y llegamos a estas dos ecuaciones:

(E,F,G € R)

X' (z) + Mx(z) =0 — x(x) = Ecos(A\z) + F sin(\x)
)+ X)) =0 = 7(t) = Ge N

Aplicamos condiciones de borde homogeneas:

0(0,t) =0 — x(0) =0 = Ecos(0) + Fsin(0) - E=0

d(m,0) =0 — x(m) =0= Bsin(Ar) > A=n

Finalmente, nos queda:
S,(x,t) = B'sin(nx)e ™"
Nos falta la condicién inicial:
§(x,0) = f(z) — w(x) = B'sin(nx)

Lo pasamos a serie, justificando en el final (?):

oz, t) = Z B, sin(na)e ™"
n=1
Entonces:

B, = 2 /Oﬂ(f(a:) —w(x)) sin(nz)dx

™

Entonces, la respuesta final final es, reemplazando §(z,t) y w(x) arriba de todo:
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o - B s _n2t x? 1 7 ]
u(x,t) = Z L sin(nx)e -l tg)et
1

C, = %/Oﬂ <f(:(:) — (—"f—; + (% + g) T+ 1>) sin(nz)dx

Y te dejo el placer de calcularlos :-)

Con:

Falto explicar hasta acd qué es el régimen transitorio y qué el permanente. El Régimen
transitorio es la parte de la solucién que depende del tiempo, y el régimen permanente el que
no. En particular suele suceder que llegado a un tiempo t = t; la solucién ya no depende de t,
quedando la solucién directaente igual a la permanente/estacionaria (por eso tal nombre). Por
lo tanto, en este caso en particular, la parte transitoria es d(z,t) y la permanente w(z).

5) ;Puede ser m(z,y) = ¢ (:ﬂgDTy? cos(3y) + @ sin(Sy)> la parte real del potencial
complejo de un cierto campo vectorial?. En caso afirmativo:
a) Halle dicho potencial complejo.
b) Indique la ecuacién de las lineas de flujo y las equispotenciales.
c) Explique por qué dichas curvas son ortogonales.
d) Si I" es una curva cerrada simple, calcule todos los valores posibles que puede
tomar la circulacién y el flujo de dicho campo vectorial sobre I'.

Idéntico al ejercicio 5 del final del 04/07/2012.
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8. Final 19/12/2012

2) a)Enuncie el teorema que permite representar una funcién f : R — R me-
diante una integral doble iterada (Teorema de la integral de Fourier). Indique la
transformada y antitransformada de Fourier de f.

el siz<—1
b) Halle la transformada de Fourier de f(t) =< 1 sil<z<-—1
et siz>1

c) Escriba la antitransformada de Fourier correspondiente al punto anterior. In-
dique a que funcién converge.

d) Utilizando dicha transformada verifique que: ffooo %dm = ffooo :cslii—g;)dx

Ayuda: [ e™cos(bu)du = -5 (acos(bu) + bsin(bu)) + C
[ e sin(bu)du = -5 (acos(bu) — bsin(bu)) + C

fOO sin(x) de — 7

—0o0 x

a) Segun el teorema integral de Fourier:

f(z) = /OOO A(w)cos(wzx) + B(w)sin(wz)dw

Con A(w) y B(w) definidas como:

Alw) = %/_OO f(z)cos(wz)dx

B(w) = %/_OO f(z)sin(wx)dx

Aca no se si piden que defina transformada y antitransformada de fourier o que indique
donde esta en la deduccién, ya que lo primero lo sabemos todos muestro lo segundo.
El teorema anterior se demuestra partiendo de la antitransformada de Fourier de la siguiente
forma:

10 = [ Pl

[e.9]

Donde F(w) es la transformada de Fourier definida como:

F(w) = /00 f(t)e ™ dt
b)

Si graficamos la funcién se ve claramente que es par, por lo tanto podemos hacer lo siguiente:

F(w) = /_00 ft)e™tdt = /_00 f(@t)(cos(wt) — isin(wt))dt = 2/000 f(t)cos(wt)dt

Reemplazamos con la funcién, como es partida partimos la integral:
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w) = 2/000 f(t)cos(wt) = 2(/01 cos(wt)dt + /100 e*tcos(wt)dt)

La primer integral sale facil, la segunda esta en la ayuda al final de examen asi que re-
solviendo llegamos a:

o =a( gt e

¢) Si recordamos que en los puntos de discontinuidad de la funcion la antitransformada vale

la semisuma llegamos a:

| e 1 si |z <1
flw) = / Flw)e™ dw = { He= siz=1
™ (o.) .
et stz >1

d) Vemos que nos conviene igualar con ¢ = 0

£(0) = %( / ) Cosgﬁzuf)ﬁ(w) + Smugw)dw) —1

Por la ayuda sabemos que la integral del segundo término vale m, reemplazamos:

i(/oo cos(w)—wsm(w)d >_|_2_7T:1

27\ J_o (1 +w?)e? 27
() ety —o.

= 3=

/ cos(w) du = l/ wsm(w)dw
CEST  B ry
Se llego a lo pedido.

3) En una cuerda seminfinita ubicada inicialmente sobre el eje x, el extremo
izquierdo se puede desplazar verticalmente sobre el eje y, siendo descriptas las
sucesivas posiciones sobre el eje y por la funcién f(¢). El movimiento de la cuerda
viene descripto por (1) : dt2 Qngv (2) y(0,t) = f(t); (3) y;(x,0) =0; (4) f(0) =0. Se
impone la condicién que: (5) lim,ooy(z,t) = 0. Utilice la transformada de Laplace
para obtener las sucesivas posiciones de la cuerda y(z,t)

Aplicamos la Transformada de Laplace respecto de t a la ecuacién diferencial:

%y(x, 1)

0x? }

s*Y (z,s) — sy(z,0) — ¢/ (z,0) = a®L{
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En el dltimo término, podemos suponer que la integracion y derivacién pueden intercambiarse,
con lo cual:

s*Y (z,5) — sy(z,0) — u'(z,0) = a28—£{y(x, t)}

Ox?
0?Y (z, s)
2 / 2 )
Y — 0) — 0) =g ———=
s°Y (x,s) — sy(z,0) —y'(2,0) = a 57
Ahora aplicamos las condiciones que nos dieron.
Por 3):
0?Y (z, s)
2 2 )
Y _ 0)—0=qg2—2"
s°Y (z,s) — su(z,0) s
Como dice que esta ubicada inicialmente sobre el eje x podemos decir y(z,0) = 0:
0?Y (z, s)
2 2 )
Y — 50 =222
s°Y(x,s) —s0=a 52
Entonces nos queda esta ecuacion diferencial ordinaria, en la variable x:
0?Y (z,s) s*
"oz e @) =0

Sabemos que la solucién a eso es:
Y (z,5) = A(s)ea” + B(s)e a
Aplicamos la condicion 5), vemos que el la funcion tiene que converger a 0 cuando x tiende
a infinito. Eso quiere decir que A(s) = 0, porque sino se va todo a la mierda.
Y (z,5) = B(s)e "
Ahora aplicamos la condicién que nos faltaba, la 2):
2)y(0,¢) = f(¢)
LLy(0,8)} = L{f (1)}
Y(0,s) = F(s)

Finalmente:

Y (z,5) = F(s)e a®
Ahora podemos dejarlo asi, o si nos queda tiempo y mente, aplicar la Transformada Inversa
de Laplace. Recordar el segundo principio de traslacion (eso que tenemos ahi con la e):
x

yla,t) = f(t = DH(t =)

a
Donde H es la funcion de Heaviside, y como se ve aca, esta desplazada.

Sit<Z, y(xt)=0.
Sit> 3,y t)=f(t—7)
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9. Final 21/07/2011

1) Sea la elipse I' : = = acos(), y = bsin(f). Del resultado de la [.1dz demuestre
que

/«27r do B 2_,]]_
o a2cos?0 4 b2sin20  ab

Aca vamos a tener que acordarnos como se hacian las integrales con la parametrizacién de
la curva, por suerte ya nos dan la curva parametrizada y todo asi que es nomas reemplazar.

1 zZ T — 1y T acos(f) — ibsin(0) .
/F P r |22 - /p x? 4+ y? © /0 a%cos®(0) + b2cos?(9) (acos(9) + ibsin(9))

™ acos(0) — ibsin(f) _ , " sin(0)cos(0)(b* — a?) + iab
/0 a2cos?(0) + b2cos?(0) (—asin(9) + ibeos(6))d6 = /0 a’cos?(0) + b2cos?(0) a0

Vemos que la parte imaginaria es la que nos estan pidiendo, calculamos la integral por residuos:

1
/—dz: 271
rz

La integral real da 0 y la imaginaria 27, igualamos en la ecuacién anterior:

b / 2m db N / 2m db 27
a = 27T —
o a%cos?0 + b%sin26 o a’cos?0 + b%sin?0  ab

2) Sea una funcién f : [a,b] — R. Enuncie condiciones suficientes que permitan
afirmar, (en cada uno de los casos siguientes) que:
a) la STF de f existe.
b) la STF de f CV a una funcién y diga cual es esa funcién.
c) la STF de f CV uniformemente en dicho intervalo.
d) considere ahora las funcidnes:
i) £:[0,1] = R/ f(z) = 2/
ii) f:[-1,1 = R/f(z) = 2¥?

N 2?3 si v € [0,1]
iii) f:[0,1] = R/f(x) = {_(@2/3 size[—1,0]

que a), b), y c) se contestan en forma afirmativa.

y diga en cada caso si puede afirmar

a) Aca nose porque habla especificamente de la serie de fourier trigonometrica, la exponen-
cial se puede deducir de ella y viceversa sin agregar ninguna restriccion por lo que creo que las
condiciones no cambian.

Para que una funcion tenga un desarrollo en serie de fourier la funcion debe cumplir las condi-
ciones de Dirichlet (copiado del schaum) :
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i) f(x) esta definida y univaluada excepto en un numero finito de puntos en (—L, L)
ii) f(z) es periodica con periodo 2L
iii) f(z) y f'(z) son continuas a trozos en (—L, L)

b) La serie converge a %fﬂ“)
mismo, entonces converge a f(xg)

, si xg es un punto de continuidad los limites valen lo

c¢) Para que la serie converja uniformemente f(z) debe ser continua en [—Li, Li] y tal que
f(=Li) = f(Li) y f'(x) continua a trozos con discontinuidades de salto.

i) f:00,1] = R/ f(x) = 2*/3

a) La serie existe ya que solo tiene discontinuidades de salto.
b) La serie converge a la funcién excepto en 0 y 1 donde la serie vale %
c¢) La serie no converge uniformemente.

i) f:[~1,1] = R/ f(x) = 22/

405

a) La serie existe ya que solo tiene discontinuidades de salto.
b) La serie converge a la funcién excepto en 1 donde la serie vale %
c¢) La serie no converge uniformemente.

iii) Aca supongo que se equivocaron porque si el signo menos esta afuera del parentesis la
parte real de la funcion sigue valiendo 0, metiendo el menos adentro parece que da algo de lo
que buscaban.

fo00,1] = R/ f(x) = {

r?/3 siz e 0,1]
—(2)¥? size[-1,0]
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a) La serie existe, no tiene discontinuidades.
b) La serie converge a la funcién Vx
c¢) La serie converge uniformemente ya que la funcién esta definida en (—1,1) y se cumple que

f(=1) = /1)

1 sizel0,1]

. y mediante la correspon-
0 sixzé¢][l0]

3) a) Obtenga la TF de R — R/f(z) = {

diente antitransformada muestre que

o -
stnw
/ dw=m
foo W

Nota: Recuerde que la antitransformada de Fourier es el valor ppal de la integral
correspondiente.

b) Obtenga el mismo resultado mediante variable compleja.

c) ; Puede afirmar que

Justifique su respuesta.

a)

Loge™ —¢  sin(w) + i(cos(w) — 1)

0 w w

00 1 —iwt
—jwt . —iwt _ €
/_Oof(x)e dt—/o e dt—[z ” ]

La antitransformada de esta funcion valdra entonces:

N 1 siz e (0,1]
etdt =<1/2 siz=0
0 sizé¢l0,1]

Como queremos que se cancele el dos de abajo igualamos con = = 0.

1 [ sin(w) + i(cos(w) —

2 J_ w

1 [ sin(w) + i(cos(w) — 1>eiw0dw 1

%_Oo w 2

Se ve que la parte imaginaria vale 0, luego de algunos simples despejes llegamos a:
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/°° sin(w)

00 w

b) Por variable compleja hay que acordarnos que como tenemos una singularidad en la
recta de integracion tenemos que hacer un ”saltitocon otra curva y usar el lema de jordan para
calcular la integral de esa curva.

iz T iz iz R iz iz

e (& e (& (&
/ —dz:/ —dz + —dz—l—/ —dz+/ —dz
Tr zZ R zZ C, VA r zZ C zZ

La integral de la curva Cg integra a 0, usamos lema de jordan para calcular la integral de
la curva chiquita C,.:

(2)dz = ik(p2 — 1)
Cr

Siendo k el residuo en ese punto que es e~*|,_g = 1 por lo tanto fc f(2)dz = —ir. Llegamos
entonces a:

/FR%dz:/_ %d:p—m:2mZR€Smt:O

oo

00 iz 00 . 00 cos(:v)d _
/ e—dx:/ cos(x)—i—zsm(x)dx:m{f_oo L Bdr =0

; 5 sl

[e.e]

c) Es verdad ya que % es una funcion impar al igual que sin(w), producto de funciones

impares da una funcion par y con una funcién par se puede:

/_I;f(z)dz _ Z/ORf(z)dz

4) Resolver
uy=ku!, +22 0<x<2t>0
u(0,t) = u(2,t) =2
u(z,0) ==z
Casi identico al problema 4 del final del 13/12/2012

5) Justifique porqué la TL de una funcién f(t) continua de orden exponencial
existe mientras que para la existencia de la TL de su derivada f’(¢) solo se requiere
que esta sea continua por partes. Demuestre la o las propiedades que utiliza.

Se puede ver en la propiedad de la transformacion de Laplace de una funcién derivada:

L(f'(1)) = sL(f(1)) — f(0)
Por lo tanto se que ve la TL de una funcion derivada se puede reducir a la TL de la funcién

sin derivar, por lo tanto con que esta funcion sea de orden exponencial alcanza para que exista
la transformacion.
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10. Final 14/07/2011

1) a) Estudiar la convergencia y calcular para a y § € R:

2 2
oo Tt @

b) Si se acepta que en a) vale que 35 f
foo x sin(Bz) dr = me— af

—0co z2+4a?

0o T2+ —o00 98 | T2+a?

oo cos(fx) dr = fOO 9 |:Cos ,390):| dx deducir que:

a) Dado que se trata de una serie alternada y acotada sobre una no acotada hacia infinito, por
el criterio de Dirichlet, la integral convergera para todos los valores de o y 3 reales. Integramos
sobre la curva de siempre, pero nos tomamos la libertad de decir que o > 0 (mds que nada que

a # 0, porque eso complicaria un poco las cosas innecesariamente).
eiﬂz

La funcién que integramos serd ————:

22 + 062

ei,Bz R eiﬁz eiﬂz
j{ -3 de:/ —— 2d$+/ - dz
rp 27+ o _RI°t« cp T

Vemos que la segunda integral tiende a 0:

/ idz </ M|dz|</ ﬂwd
or 20?7 Jo, 127+ ~Jog 2P —a?

Como y > 0 y para que converga esta integral es necesario que 3 > 0.

eiﬁz 1 7TR 67;62
= / 2 de S/ 2 2|d2,'| = S ) = lim ﬁd =0
op P2t on 127 — R?—a? = Rooo o, 22+«
eth= R gibx R cos(Bx R sin(Bx
lim ﬁdz = lim 2—da: = lim —(ﬂ )d$ +i/ _(5 )d:C
R—oo Jp . 2% + « R—oo |_p a4+ a2 Rooo | _p 22 + a2 R+ a2
eiﬁz ezﬁz T
lim —5dz=2miRes | ——,z=ai | = —e P
R=oo Jp, 2 +a? Z“+« «

:>/ cos(ﬁa:)dz _ T pa

oo T2 42 a
Esto, si 8 > 0. Para 8 < 0 podemos volver a integrar calculando el residuo, pero sobre la curva
agarrando la de abajo (pero la curva va a estar al revés de como queremos) agarrando como
singularidad a —ai. Esto mucho no tiene sentido.. es mucho mas sencillo ver que la funcién
integrada es par respecto de [ (estd dentro de un coseno), por lo tanto, el resultado de la
integral debe serlo también, por lo tanto, concluimos sin mucho més analisis:

/OO cos(Bz) , _ T __igla

2 2
o TEH @ «Q

b) Aceptando lo dicho en el enunciado:

cos 5$ [ d (cos(Bx) B /°° zsin(Bzr) - d (T g\ 1Bl
dﬁ/ :U2+a2 /_oodﬁ<x2—|—042 de = oo T2+ a2 dx_dx(ae >_ e
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:>/ —xsm(ﬁx)dx = me~ Il

72 + o2

2) Hallar una funcién arménica en la regién S = S; N 5, siendo:
Si={(z,y)/2?+y* <1}y So ={(z,y)/2* + (y — %)2 > 1} que valga 1 en la frontera de
S1y 2 en la frontera de S,

Hacemos un pequeno dibujo que explica el area dénde debe cumplirse la ecuacion de Laplace:
Yh

Ahora bien, uno se veria tentado a aplicar la transformacién — pero eso atraeria un problema:

la circunferencia més pequena se transformaria en una recta, pero la circunferencia centrada en
el origen no. Para que no aparezca un término de circunferencia al realizar la transformacién de

1
—, es necesario que ambas estén tocando el origen (el borde). Para esto, necesitamos correr una

z
unidad hacia arriba el problema. Decimos entonces, definiendo el espacio inicial como z = x+1y:
z1=2+1

Queda el siguiente problema:

|2

Ahora si estamos en una buena situacién para aplicar —, recordemos primero que para esta
z

— _ T
2T
—Y1

V27

transformacion:

Aplicamos la transformacion ecuacion por ecuacion:

m§+(y1_1)22<1 L (22 +y?) —2y; < 0 . 2y, +1<0 . Yo < —3
it (n—3) > (3) (@ +3) —y1 >0
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Por lo que queda la siguiente seccién:

1 -1/2

Claramente, la solucion no puede depender de x5, por lo tanto:
V(w2 Y2) = Uy, + Uyyyy = Uy = 0 = u(o,y2) = Ayp + B
Sabiendo que u(xq, —1/2) =1y u(ze, —1) = 2, resulta que:
u(z2,y2) = =2y

Muy linda solucién, pero no nos sirve. Necesitamos saber cémo fue que llegamos hasta aca. Al

1
fin de cuentas, lo que hicimos fue aplicar al espacio (x,y) la transformada n por lo tanto:
z

)
7

1 1 oz —i(y+1)
z4+i x+ily+1) 224 (y+1)2

Zo = Tog + 1Yy =

I N Ut
SR (TR SR e N (P}
Finalmente: 2( 1)
Y+
uz,y) = ——7—"x
(=:9) 2+ (y +1)°

3) a) El conjunto de puntos A = {(z,y,2)/0 <2 <3,0<y <3,—00 < z < 00} rep-
resenta una viga infinita donde fluye calor paralelamente al plano z = 0 en régimen
permanente. La cara y = 3 se mantiene a 3 mientras que las 3 caras restantes se
mantienen a 0. Hallar la temperatura en cada punto de la viga b) Utilizando el
problema anterior resuelva el que resulta de mantener la cara y = 0 a 3 mientras
que las 3 caras restantes se mantienen a 0. c) Resuelva ahora el problema de a)
pero con las caras y =0 e y =3 a 3 y las restantes caras permanencen aisladas.

a) Tenemos la ecuacién de calor en 3 dimensiones:

!

uy(x,y, 2) = K (ul,(x,y, 2) + uy, (2,9, 2) + ul (2,9, 2))

Pero leyendo bien el enunciado, vemos que el calor fluye paralelo al plano z = 0. O sea,
podemos decir que no depende de z el problema. También dice que esta en régimen permanente,
por lo que tampoco varia con el tiempo. Podemos tirar que k = 1.

0 = uj,(z,y) + uy, (2, y)
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En vez de ser ecuacién de Calor, se convirtié en una de Laplace. LOL.

Aplicamos separacién de variables, como siempre:

u(z,y) = x(v)v(y)

blabla cuentas y despejes:

=— = 4\

Tenemos que elegir el signo de A de acuerdo al problema que tengamos. En nuestro caso,

como la condicién no homogenea esta puesta en funcion de x, el signo que debemos poner es
un MENOS:

Entonces:

X'+ Xx =0 — x(z)=Acos(\r) + Bsin(\z)
7" =Xy =0 — ~(y) = Ccosh(\y) + Dsinh()\y)

Ahora aplicamos las condiciones de contorno:

u(0,y) =0 — x(0) = Acos(0) + Bsin(0) = A =0
u(3,y) =0 — x(3) = Bsin(3\) = \ = %

u(z,0) =0 =~(0) = Ccosh(0) + Dsinh(0) = C' =0

= up(z,y) = Bj, sinh (%y) sin (%x)

Planteamos la condiciéon de contorno:
nm
u(z,3) = 3 = BJ sinh (n7) sin <?x>
Pasamos a la serie por el chamuyo de siempre:

u(z,y) = Z B! sinh (%m) sin (%x)

n=1

u(z,3) =3 = i": B! sinh (n7) sin (%x)
n=1

Por lo tanto, el b, de la serie serd: B! sinh(nr), por lo tanto:

1

B, =b,———
sinh(nm)

n
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Entonces, podemos decir que ahi vemos una serie de Fourier y podemos calcular b, para la
extension impar:

3
bysh (nm) = g/ 3sin (n—WI> dx
6/, 3

b, = /03 sin (g—ﬁx) dr = %(1 — (="

Ver que si n es par, vale todo 0, y toda la funcién en si se hace 0.
Quedando entonces:

ula ) = g; 7r(2n6— 1) Sinh((Q:L —m " ((2n 3 1)@) i ((% 3 1)7ry)

Esa es la respuesta, valida para todo z y todo t.

b) La idea del ejercicio es no volver a hacer cuentas y volver a aplicar separacién de variables,
etc... sino simplemente ingenierselas un poco. Planteamos el siguiente cambio de variables:

¥=ux
y=3-y

Notamos que no es algo demasiado complejo, pero vemos que pasa al escribir la solucién de a)
en funcién de estas nuevas dos variables:

o0

Mfﬂq:g;w@f—ngmbmfm(gﬁgﬁzf)mm<gigﬂz@_y0

Obviamente se cumplen las condiciones del nuevo problema en x’, vemos en /'

Mfﬁ)_iiw@f—1nm&mﬂﬁn<gnglﬁivsmh(gzgiﬁb)_

n=1

e}

i p 2n — Smhim) sin (<2" 3 1>7Tx’) sinh (20 — 1)7) = ; W<2n6_ i ((2n - 1)7rx,)

n=1

(Esto dltimo pues en el intervalo [0; 3] la serie converge justamente a f(z) = 3). Dado que cumple
con todas las condiciones (y obviamente la de la ecuacién diferencial), esta es la solucién:

=3 syt (25 (256 0)

n=1

¢) No nos complicamos, aplicamos el principio de superposicién (7), sumamos a) y b) y esa
es la respuesta:

(2n—1)m

=3t ) Lo (250 (25 05|

— (2n — 1w sinh((2n — 1)7 3 3
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4) a) Defina transformada y antitransformada de Fourier de una funcién f(x).
Establezca las condiciones suficientes que debe cumplir f(x) para asegurar la ex-
istencia de ambas. Si la transformada de Fourier de f(x) es F(w) y se calcula la
antitransformada de la misma, ;a qué funcion converge la integral?

b) Establezca las hip6tesis necesarias para asegurar que si la transformada de Fouri-
er de f(z) es F(w) entonces F{f"(z)} = —w?F(w)
c) Resolver, utilizando la transformada de Fourier o separacién de variables:

Uy, + Uy, = 0; —00 < < 00;0 <y < 00
u(x,0) = f(x) = e

d) Enuncie un problema de la fisica que pueda estar representando por el problema
dado.

a) La Transformada:

fumnzjmﬂmfmm:Fw>

La Antitransformada:

FUF@Y =5 [ " F(w)eduw

2m J_o

Para que existan, es suficiente que se satisfaga que f(z) sea tal que:
1. una funcién continua a trozos
., . oo
2. una funcién absolutamente integrable ([~ |f(z)|dz < c0)
3. que los limites laterales existan (y sean finitos) para todo x del eje real.
La antitransformada de la funcién convergera a la semisuma de los limites laterales de la

funcién, a cada punto:
[H@) + [ ()

2

b) Con las hipétesis dadas en a) (por lo tanto existe la transformada de f(t)), demostramos
que F{f'(t)} = iwF(w):

FHF(w)}(z) =

Firwy = [ e

Aplicamos partes:
F{f'(t)} = f(t)e_i‘”ttooo + iw /OO ft)e “tdt = iwF(w)

El primer término vale 0 pues es, dado que al funcion es absolutamente integrable por hipétesis,
entonces debe cumplirse que:
lim f(t)=0

t—+o0
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Sea ¢g(t) = f'(t). Entonces:

Flg ()} = iwG(w) = iw(F{f(t)}) = —w*F(w)

Por lo que queda demostrado.

c¢) Siempre que te pidan resolverlo por uno o por otro, es clasico que se resuelva por trans-
formada. Més teniendo en cuenta que todo el ejercicio habla de transformada (?).

Vamos a aplicar la transformada de Fourier respecto de x:

Folup,} + Foluy,} =0
—W U (W, y) + Uy, (w,y) =0

2
u{/;(wv y) —w U(w7y) =0

Recordemos que la solucion de eso es:

U(w,y) = Alw)e ™ + B(w)e*?
Tomamos el modulo de w, pues haciendo esto seguiremos obteniendo todas las infinitas
soluciones, pero nos permite descartar una porque diverge:
Ulw,y) = Aw)e™ D + Blu)el

Ahora tenemos que ver que la solucién no se nos vaya a la mierda. En términos matematicos
(para tirar chamuyo del lindo en el examen), si i/ diverge, por la identidad de parseval u también
lo hara. Como justo tenemos que y > 0 como condicion de la ecuacién, podemos decir que
B(w) = 0 para que nuestra solucién sea acotada.

Uw,y) = Aw)e

Apliquemos la unica condicién de contorno que tenemos:

Flu(z,0)} = }"{e_?"x'} = F(w)

Uw,y) = Flw)e

Ahora tenemos que aplicar la antitrasnformada, recordando la propiedad de la convolucidn:

u(z,y) = [(f * 9)(x)](z,y)

Siendo f(z) la funcién del enunciado, y g(z) la antitransforamda de e~“/. Recordamos que
tenemos una funcién similar en la tabla magica de nuestras mentes, y aplicando un cambio de
escala:

Ly

a2+ Y2

g(r,y) =
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Bueno, y queda como la convolucién de esas cosas.

d) Un problema que podria estar representado por esto podria ser una chapa 2D MUY
grande (zarpadamente) donde circula calor por su superficie, de forma estacionaria, y que en
una superficie vale justamente esa funcién (7)

5) a) Hallar la funcién y(t), solucién de y"(t) + y(t) — 3 [, Tsen(r)dr = sen(t)H(t)
con y(01) =¢/(0") = 0 donde H(t) funcién de Heaviside.
b) Demuestre las propiedades de la Transformada de Laplace utilizadas en a).

a) Claramente nos piden para t > 0. Aplicamos la transformada de Laplace:

1 L{tsen(t)} 1

2 s 52412

s*V(s) = sy(0) = y/'(0) + V(s)
Aplicando las condiciones que nos dan:

_ 1L{tsen(t)} 1

2
SV () + V() = 5= T 211
Recordando la propiedad: L{t"f(t)} = (—1)"dnd§,$s)
1—4+ (55) 1
2 _—_ds \s*+1 _
sY(5) + V(s) 2 s s2+1
1 oray 1
241 [l G D
1 2s? 1

V()" +1) - 2 (s241)2 I

1 52 1

Vis) = (32 +1 * (s2+ 1)2) s2+1

1 52

+

(s2+1)2  (s2+1)3

La antitransformada de esto segun Wolfram Alpha es una combinacion de senos y cosenos,
pero para llegar a ella hay que descomponer las fracciones en cosas que nos queden como la
derivada segunda de la transformacion del seno, cosa que no creo que esten esperando que hag-
amos. De todas formas, por ejemplo el primer termino se puede expresar como la convolucion
de la funcién seno con si misma, ya que si se mira atentamente se que el primer termino es su
transformada al cuadrado.

V(s) =

b) Demostramos las tres propiedades utilizadas:

1. L{y"(t)} = s*Y(s) — sy'(0) — y(0). Demostracion:
£UPO) = [ e i = sy s [ e i = sP) - 50

Sea ¢g(t) = f'(t). Entonces:
L{g' ()} = sG(s) — g(0) = s°F(s) — s£(0) — f(0)
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2. L] fo fthdt'y = ) . Demostracién: Hacemos la transformada de la convolucién entre

ft)y g(t) L:

el [ flangte —ujdn) = £1 [ sty = 50}l =T
3. L{tf(t)} = —F'(s).Demostracién:
—F'(s / f(t)e stdt = / f(t)% (e") dt = +/OOO tf(t)e*tdt = L{tf(t)}
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11. Final 29/06/2011

1) a) Defina Convergencia puntual y uniforme de una Serie de Fourier.
b) Encuentre el desarrollo exponencial de f(z) = ¢” en un intervalo de 27 y a través
del mismo desarrollo, su serie trigonométrica.
c) Con los desarrollos encontrados en b) pruebe que:

s

i L mer m 1
1+n2 e —1 2 \sinh(z) =

n=1

d) Derive miembro a miembro el desarrollo anterior, ;Es la serie de Fourier de otra
funcién? ;A qué funcion converge la serie derivada?

e) Integre miembro a miembro el desarrollo anterior, ;Es la serie de Fourier de
otra funcion? ;A qué funcién converge la serie integrada?

1) a)

b) El enunciado no especificaba si el intervalo a agarrar era [0; 27] o [—m; 7], por eso en c¢) te
da dos posibilidades dependiendo del intervalo elegido. Yo me voy por el intervalo [0; 27], total
es lo mismo. Calculamos los C,,:

T 2 - .
Co = = / eFeidy = L / iy~ L1 aempr _ €T —114in
T Jo 27 Jo 21 —in 0 2r 14 n?

Recordar que para la exponencial no es % como en la trigonométrica, sino %

Podriamos demostrar nuevamente de dénde sale la relacién con a,, y b,, pero ya se hizo en otro
final, so:

e —1 1
an + an = 20—71 = On = T 1+ n?
a, — ib, = 20, e"—1 —n
by = ————
m 1+n?

Vemos ademas que ag = choclo * 1, entonces: Por lo tanto:

-1 = 1+in .,
f(z) = > ¢

2w~ 1+n?
11 &1 noo.
f(z) = - (5 + ; T cos(nzx) — T sm(nm))

En este caso no convenia partir del calculo de la trigonométrica, porque ibamos a tener que
integrar la exponencial con senos y cosenos... eso generaria un problema.

¢) Se vé que estamos cerca de llegar a algo parecido, pero tendriamos que poner x = 0 para
que desaparezca el seno y el coseno de 1, pero se caga del otro lado de la igualdad (ademés de
que el coeficiente ag rompe las pelotas), y si ponemos x = 7 tenemos el problema que aparece
un (—1)" del coseno. Por lo leido del foro dénde saque el enunciado, lo més probable es que el
enunciado (mismo al del final) debe estar equivocado (que raro...). Y debe faltar alguna cosa
més (ademds parecia pifiada independientemente del intervalo elegido).
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d) Derivamos la serie exponencial:

A1 X in—n? |
/ _ nx

n=—oo

Parece raro que no vuelva a ser el mismo desarrollo, pero bueno.. en teoria deberia seguir siendo
el desarrollo de e* pues, por teorema de derivacion de la serie de fourier, la serie derivada con-
verge puntualmente a la derivada de f(z) en los puntos donde ésta es continua, y a la semisuma
de los limites laterales en los lugares en los que no (en nuestro caso, en x = 2km).

e) Dado que e” es cuadrado integrable en el intervalo [0; 2], la integral de la serie f(z)
convergera a la integral de la funcion:

[e.e]

e —1 1+in
d — max
/f(x) T 5 nzz_oo T min®

Devuelta, como convergerd a la integral, nuevamente esta serie convergerd a e”.

2) a) Demuestre que si f(z) es holomorfa en z, = z + iy, entonces e/(*) es holo-

morfa en z = z.
b) Demuestre que si f(z) es conforme en z, entonces e’ (2) es conforme en z = z,.

a) Podriamos decir que la composicién de funciones analiticas da como resultado otra
analitica, pero no creo que estén esperando esta respuesta. Planteamos un poco:

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

Tales v y v cumplen con las ecuaciones de Cauchy-Riemann y ademas son diferenciables, en z
(condiciones suficientes para que la funcién sea analitica).

el ) = euleytiv(@y) — ul@y) (cos(v(z,y)) + isin(v(z,y)))
ue(,y) = ") cos(v(z, y))
ve(w,y) = e sin(v(z, y))

Vemos como son las derivadas:

( Ou ou ov
¢ — U(Z‘,y) _ J— U($,y) B — 1
5)5” (z,y) =e gx(x’ y) cos(v(x,y)) —e gx(ar, y) sin(v(z,y))
u u v
e — oulzy) _ pulzy) ;
aay (z,y) =e gy(% y) cos(v(x,y)) —e gy(x, y) sin(v(z,y))
v U v
_e — ou(zy) ; w(z,y) —
317 (z,y)=e gx(oc, y) sin(v(x,y)) +e gx(x’ y) cos(v(z,y))
v U v
_ € — oulzy) ; w(z,y)
Er (z,y) =e ay(ﬂc,y) sin(v(z,y)) + e ay(:f:,y) cos(v(,y))
Oue 0ve o (20.0) .
Vemos que %(xo,yo) = By (20,Y0). Ya simplifico los e"#0%) " que sino no me entra la
ecuacion :P:
ou ov ou ov
a—x(xo, yo) COS(“(%; yo))—%(l‘o, yo) Sin(“(xo, Yo)) = a—y(xo, yo) Sin(“(ﬂﬁo, yo))+3—y($oa yo) COS(U(%; yo))
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o ov ~ Ou v ~ Ou .
omo a—y(%,yo) = %(xo,yo) y %(Io,yo) = _a_y(%’y())'

ou ou ou ou
%(9007 Yo) cos(v(zo, yo))+a—y(foa Yo) sin(v(xo, yo)) = a—y(xo, Yo) sin(v(zo, ?/0))+a—y($07 Yo) cos(v(xo, Yo))

Y queda claro que son iguales. Quedaria demostrar la segunda ecuacién, pero son mas cuentas
que no valen la pena, y es claro que van a dar.

b) Para que e/(*) sea conforme en z; debe ser analitica, y su derivada en z, debe ser distinta de
0. La primera condicién se cumple, pues f(z) es conforme en zy, por lo tanto analitica en zg, y
como demostramos en a), ef(*) es analitica en z,. Para ver que su derivada no se anule:

(ef(z))/ (20) = f'(20)e” ™)

Claramente el segundo término no se anula para ningin valor de z, y el primero no se anula,
pues f(z) es conforme en zj, por lo tanto su derivada no se anula en z,. Por lo tanto, e/(*) es
conforme en z.

3)a) ;Existe algun valor de « tal que:

I(a) = /OO L

—oo( $4+x2+1>

sea convergente?
b) Elija algtin valor de « y calcule el valor principal de I(«), ;Es igual que el valor
de I(a)? Explique.

a) Dado que z* + 22+ 1 > 0Vz € R, no nos preocupamos por discontinuidades en el eje real,
sino el tema hacia infinito. Para esto, el grado final del polinomio del divisor debe ser mayor a
1. Para esto, a > % . Por qué converge la integral con tal condicion? pues porque:

1 - 1
( $4+$2+1)a x?a

Sia > %, entonces la integral de —oo a oo convergera, por lo tanto también lo hard la de

nuestra funcion.

b) Claramente elegimos o = 2 para no complicarnos demasiado la cosa (que ya lo estd).

R 1
VPC(1(2)) = I%l_f)l;o S 1d:c
Dado que la integral converge, esta lo harda al VPC (habia un teorema sobre ello creo, pero no
sé si era de Cauchy).
Integramos sobre la curva de siempre, y agarraremos dos singularidades. El mismo verso de
siempre para decir que la integral sobre al curva C'r converge a 0, pero el tema y finalmente
nos quedara:

1 1
int> —————dx = 2miRes | ————, 2,2
Tt 42?41 : (z4+z2+1 0 1)
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El problema aca es justamente el calculo del residuo y mas claramente, el de las raices. Todas

las raices son complejas, y en el examen no tenés calculadora, asi que LTA a més no poder.
+14+4v3

En particular, las raices son: —————, o sea, una cosa hermosa. Dejo para que cada uno en

sus casas lo calcule, yo asumo que en el medio del final cambiaron el enunciado y yo no tengo
forma de saber a qué.

2 sil1<t<?2
4) Sea f(t) = - = .
) f®) {0 sit<1lUt>2

a) Describa a f(f) como combinacién lineal de la funcién de Heavside.
b) Resuelva ' + 3y + fgy(t’)dt’ = f(t). (No lo decia, pero seguramente y(0) = 0).

a) Este lo terminamos rapidito:
f)=2(H({t—-1) - H(t - 2))

Ver que si t < 1 todo vale 0, si 1 < ¢t < 2, la primera funciéon de Heavside vale 1 y la otra 0,
entonces todo vale 2, y si t > 2, las dos funciones valen 1, entonces se anulan entre si.

b) Aplicamos la Transformada de Laplace miembro a miembro:

Y(s)

sY(s) + 3V(s) + = L{2(H(t—1)— H(t—2))} =2(L{1- H(t — 1)} — £{1- H(t — 2)})

Aplicando el segundo teorema de traslacién, que dice:

L{FO)H(t —a)} = F(s)e™™ (26)

V(s) (s +3s+ 1) -9 (le—s _ 16—25>
S S S

Y(s) (5”3—3“) (o)

S
2 2 2
y _ —s _ =28\ _ —s _ ,—2s) _ -s __ _—2s
(S> 82+38+1(6 ) (S_{_%)Q_g( € ) (S+%)2—|—(l\/75> (6 € )
—s —2s
V(s) =2 - —2 ‘

Nd
—~
&
I
]
B
=
VR
L
~
)
N|w
[\
=~

|
=

|
=~

|
N

I

]

B

=
VN

i\
~

)

N|w
~
S
S~—
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5) a) Defina Transformada seno y su antitransformada. ;A qué funcién converge
la antitransformada?
b) Calcule:

(2,0) 2 si0<x<?2
u(x,0) =
0 En otro caso

a) Transformada seno:

EﬂﬁﬂzlwﬂﬂmmwﬁZRW)

Antitransformada seno: 5 foo
FUp@)) = 2 / Fi(w) sin(wt)dw
0

™

Converge a la extensién impar de la funcién f(t) (respecto de t > 0) excepto en los puntos de
discontinuidad de la funcion, a donde convergera a la semisuma de los limites laterales.

b) Tenemos la ecuacién:
" "o
Ugy + Uy =0
Trabajamos utilizando la Transformada SENO, porque no tenemos algo definido de —oo a oo,
y no podemos usar la Coseno porque no tenemos (0, y) sino u(0,y). Recordamos que:

Oy = [ st
Definimos entonces:

Us(w,y) = Fs{u(z,y)} = /OOO u(z,y) sin(wr)dx

Fs(w) = Fs{f(w)}
Recordamos que:
F{f"(@)} = wf(0) — w’Fy(w)

Entonces, aplicamos la transformada seno a esta ecuacién diferencial:
wu(0,y) — wU(w,y) + Uy, (w,y) = —wU(w,y) + Uy, (w,y) =0

Entonces:
Uw,y) = Alw)e Y + B(w)e*

Como asi no podemos descartar ningiin coeficiente, ponemos médulo porque seguimos pudiendo
formar las mismas funciones (o sea, cualquier funcién que es combinacién lineal de estas, lo

serd si ponemos médulo).
Ui, y) = A(w)e™ 1 Blu)ell
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Podemos decir B(w) = 0 porque esa funcién no esta acotada, y si U no es acotado, tampoco lo
serd u (por la igualdad de Parseval para la integral de fourier).

Uw,y) = Aw)e I
Vemos la condicion de frontera:
Uw,0) = Fy(w) = Aw) = U(w,y) = Fs(w)e’My

u(r,y) = F{U(w,y)}

Ahora bien, como todavia no sé si vale la propiedad de la convolucién para esta transformada,
por el momento lo dejo como:

u(z,y) = 2 /000 Fy(w)e™ ¥ sin(wz)dw

(e

Habria que calcular primero la transformada de f(x), que es sencillo, pero luego esa cosa de
ahi que no pinta mucho. Completo luego de consultar con Mario.
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