Apunte de Integrales

1. Integrales de Linea

1.1. Longitud de Arco

La férmula que permite calcular la longitud del camino recorrido por una particula que se mueve
sobre una curva C entre dos puntos 2 y b de la misma es:

b
1= [ g W] M

donde g (t) = [x(t),y(t),z(t)] es una parametrizacion regular de la curva.

1.2. Circulacién de F a través de C
C:g(t) = [x1(¢),...,xu(t)],cong:[a,b] CR — R"/a <t <b (describe un arco de curva regular).
E(X) = [F (X),...,F, (X)] un campo vectorial continuo sobre C.

- b,
LE®-dgvdr= [ F(gn)-g 0 @)

1.3. Independencia del camino de una Integral de Linea

Cuando /C F - dZ no depende de la trayectoria de C se la denomina independiente del camino, esto

sucede cuando el campo vectorial es un campo de gradiente.
SiU(x,y,z) = U (X) un campo escalar con vu (X) continuoy Ay B € D.
SiC:g(t) = [x(t),y(t),z(t)],a <x <b/ g(a) = Ay g(b) = B. Entonces:

VU (%) dg(t) = U (B’) —u (A) 3)

C=AB
2. Cambio de Coordenadas para integrales dobles

h(u,v) = [x(u,v),y(u,v)] una funcién vectorial biyectiva, con (#,v) € Dy (x,y) € B

Six(u,v),y(u,v),x),(u,0),x,(u,9),y,(u,0),y,(u,v) son continuas en D;
x/; xh
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si F:B C R*> — R, F[x(1,0),y(u,v)] es acotada e integrable en D tal que J (u,v) =

entonces

//Bf(x,y) dxdy = //Dﬁ [x(u,0),y(u,0)]|T(u,0)|dudo 4)

2.1. En coordenadas polares

X = pcosf

h(p,0) = (pcosb,psend) pues { y = psend

J(p.0)=p

//l_f(x,y) dxdy = //f[pcos@,psen@]pdpd@
JRyy Dy



3. Funcidn Potencial

Si F (X) es el gradiente de un campo escalar U (¥) = se dice que U (¥) es la funcion potencial de F o
el potencial de F.

Sea F (X) = F[x1,...,%4) = [P (¥X),..., Py (¥)] un campo vectorial derivable con continuidad en un
conjunto simplemente conexo D € R”.

La condicién necesaria para que:

1. j{jl_f (X) - d3(t) = 0 sobre toda curva cerrada C C D

2. VU () -dg(t) =U (E) —u (A’)

C=AB
g, . - SN U (X) -
3. U (X) diferenciable/ V U (¥) =F(X¥) VX¥ e D,osea T P (¥) VX¥eD
k
Conk=1,...,n
Es que:
ol (X) 9P (X)

J _ i co. . .o

ax,» = Tox, Vij=1,...,n,i#jyxXeD (6)
4. Rotor

Si F(X) =F (x,y,2) = [P (X), P, (¥), P3 (X)] es un campo vectorial derivable con continuidad en un
conjunto simplemente conexo D € R" que admite F (¥) = vu (X).

i j k
ox oy 0z
P (%) P (%) P3(%)

rotF (¥) = @)

Siel rotF = 0 = F (X) es irrotacional o F es un campo vectorial conservativo.

5. Coordenadas Cilindricas

Directas
x = pcosf
y = psenf , |J|=p
z = z

Inversas

b= VaTER

0 = arctan(%), 0 = arcsen <\/x2y+7y2)

z = Z

5.1. Coordenadas Cilindricas para integrales triples

_///Cf(X,y,z) dxdydz = ///C*f[pcose,psene,z} | T | dp do dz (8)

conp>0,0<0<2m,zeR
(campo de variacién de las
coordenadas cilindricas).



Donde C* es el sélido incluido en el espacio tridimensional pfz en el que se transforma el sélido C
incluido en el espacio cartesiano xyz.

6. Coordenadas Esféricas

x = pcosfseng
y = psenfsen¢
z = pcos¢
[Tl = pPseng

Observacién: Conviene utilizar coordenadas cilindricas cuando el cuerpo presenta un eje de simetrfa
(conos, cilindros, etcétera) y esféricas cuando el cuerpo presenta un centro de simetria (esfera,
porciones conicas de esferas, etcétera).

7. Integrales de Superficie

®(u,v) = [X(u,v),Y(u,v),Z(u,0)] de clase C!, inyectiva en D° y regular en D°, es decir:

9P 1, 0) A aa%’(u,v) £V (u,0) € D°

Area(S) = //S ds Dj //D (| @, (1,0) A Dy (u,0) | dudo ©)

8. Flujo

Si ®(u,v) es la parametrizacion de la superficie S en donde queremos calcular el flujo de F(x, vy, z)
(campo vectorial), siendo ®(u,v) = [X(u,v),Y(u,v), Z(u,0)], el flujo de F(x,y,z) a través de la superficie
S es:

J[E-nas = [[ o) (@, A ®}) dudo )

9. Teorema de Stokes

Dada una g() que parametriza a una curva C (cerrada), dada una superficie orientable S que admite

un plano tangente en cada punto, y dado un campo vectorial F: R> — R de clase C'. Si la funcién (cuya
grafica es S) es de clase C? con C como frontera de S entonces:

//S rotF - i1dS = %Cﬁdg'(t) donde dg()=g' () dt (11)

Si ®(u,v) parametriza a S = it = P, A P/, (el sentido de 71 depende de la orientacién de C y se
obtiene con la regla de la mano derecha o del tirabuzén).



10. Teorema de la Divergencia

Sea F:S C R® — R3/ﬁ(x,y,z) = [P1(x,y,2), Pa(x,y,2), P3(x,y,2)] de clase C!, con Py, P, y P; ad-
mitiendo derivadas parciales continuas en S. Sea V el sélido limitado por la superficie S y apunte la
normal 77 de S hacia el exterior de V. Entonces:

/// divf(x,y,z)dV://‘;iﬁdS (12)

donde divﬁ(x,y,z) - V.F F(x,y,z) = (aax' aay' aaz) -(Py, P, P3) = P, + Péy + P,

11. Teorema de Green

Sea un dominio D triangulable en R? y sea F(x,y) = [P(x,y), Q(x,y)] de clase C! en un abierto que
contiene a D U dD (siendo dD la frontera de D). Entonces:

7{1? dz() deerQdy // (E)Qgi>dxdy (13)

11.1. Relacidon con el Teorema de Stokes

H(x,y,2) = [P(x,y),Q(x,y),0],i = [0,0,1]
rotH - it = Q— Py

11.2. Relacién con el Teorema de la Divergencia
C(x,y) = [-Q(x,y), P(x,y)] = [A(x,y), B(x,y)]
]{ Q(x,y) + P(x,y)] // P’—i—Qy dx dy



