FIUBA 21-02-14 Analisis Matematico 11 Integrador - Tema 1

Indicar elaramente apellido v mimero de padrén en cada hoja que entregue. Todas las respuestas deben

estar debidamente justificadas. No se acepiardan cialenlos dispersos, poco claros o sin comentarios.

” EL EXAMEN 5E APRUEBA CON 3 EJERCICIOS BIEN RESUELTOS

Nombre v Apellido: (e e e e

Padram: .o

1. Sean el campo vectorial F (z.y) = (r.2y) ¥ C el trozo de la liea del campo F aque va desde el
punto (1,1} al punto (3, 9). Hallar la circulacion de F sobre la curva C' y graficar la curva y el

campo en un punto cualguiera de la carva.

2. Sea el cuerpo D definido por z > 2%, = > 2%, 0 < y < 3. Caleular el flujo del campo

Flr,y. z) = (sen(yz), 2y + z, ™) sobre la frontera de D) excepto la cara contenida en el plano

iy = [ con sentido de la normal saliente del cuerpo D,

3. Caleular la circulacién del campo F(x.y, z) = (cos(x), sen(y), —x* /3 + ¢*) sobre la curva inter-
seccidn de las superficies ° + 2° = 1, y = #* + 22%. Graficar la curva e indicar la orientacién
utilizada.

- = ¢ ; of & o TR s . i a . a i P

4. Sea F(zr,y) = (yf (z), =" + f(x)) stendo f una funcién C*{R). Calcular la circulacién de F
sobre la curva ' definida por (x — 1)? + »? = 1, indicando en un grafico la orientacion de

utilizada.

o = . 7 9 P . . i n .
5. Sea F un campo vectorial C?{RE*) con matriz jacobiana simétrica, siendo
glr,y. z) = axr® + y + 5z + 3 la circulacién de F' sobre el segmento que va desde los puntos
(0,0,0) al (x,y, z). Determinar el valor de @ € R sabiendo que la circulacién de F' sobre el

segmento que va desde los puntos (1,1,1) al (22, 2) es -4.
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1. Sean el campo vectorial F)(x,y)=(x,2y) y C el trozo de la linea de campo F que va

desde el punto (1,1) al punto (3,9). Hallar la circulacion de F sobre la curva C y
graficar la curva y el campo en un punto cualquiera de la curva.

Las lineas de campo cumplen:

Flxerym) = e ¥'®)
Por lo tanto, para resolverlo planteo:

dx _dy 2d 1d int d In(JlyD) =2.In(JxD+C; (CeR)
_—= - - = — - .am. - = 2. .
o zy o X y y integranaom.a.m n(|y n(|x 5 &

2
ey = g2in(xD+c — eln(x )_eC

Por lo tanto, las lineas de campo de F son:

(K e R)

Piden “graficar la curva y el campo en un punto cualguiera de la curvd para eso, voy a
evaluarla en el punto (1,1).

y=x2.K->1=12K - K=1 A
O sea, la linea de campo que pasa por (1,1) es y = x?

F(1,1)
Por otro lado, hay que dibujar

el campo, para eso obtengo F(1,1) = (1,2)

Para calcular la circulacién, parametrizo:

C:opy=(t>) ; te[1,3] - &' =(12t)
Verifico que la parametrizacién esté orientada como la necesito:

day=(1,1) = INICIO y &3 =(39) = FIN
Calculo la circulacion sobre C:

- - - > - 3
Jo Fdl= [, Fgu).d'w-dt = [, Fe)-(120).dt = [[(t,2t%).(1,2t).dt =

3
ft+4t3.dt:84= j F.dl
1 Cc
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2. Sea el cuerpo D definido por z < x°, x < z°, 0 < y ¢ 3. Calcular el flujo del campo

F(x,y,z) = ( sen(yz) , 2y+z , e*”) sobre la frontera de D excepto la cara contenida
en el plano y=0 con sentido de la normal saliente del cuerpo D.

Analizo la forma de D (la interseccion de las superficies que lo envuelven):

=
z = x> >z > 0 - cilindro parabélico (1) — para arriba —> },\ ,,,\Z

x = z2 >z = +/x - cilindro parabélico (2) — acostado B P —
y=0 - planoxz;y =3 e

Dibujo la interseccidn de esas superficies:

o

Por los datos del enunciado conocemos los limtes de zy de y:
0<y<3 y x2<z<+x

Para hallar los limites de x busco las intersecciones de los cilindros parabdlicos:

— .2
{Z_xz S>x=z2=x*)?=x* 5 x=x* 5x=0vix=1-> 0<x<1
X=z

Sean:  A; : la superficie de la frontera de D contenida en el planoy =0,
A; : la superficie de la frontera de D sin A;
S : toda la superficie fronterade D > S= AU A,

Para calcular el flujo sobre A; (que es la que piden en el enunciado) voy a analizar si se
cumplen las hipétesis del Teorema de Gauss. De esta manera, calculo el flujo sobre Sy le
resto el de A;.



v D es una regién compacta de R* cuya frontera S estd orientada hacia el exterior (ver
normal dibujada en el grafico)

3 0 3
F 9 —%con F,, ;) = (P(x,y,z)’Q(x,y,zwR(x,y,z)) donde P2+ Quy.z ¥ Rixy € C ()

pues son funciones elementales . FeC “(R°) —» FeCY(R°)

v

Se cumplen las hipétesis, por lo tanto:

[[Fds=[[[_div.Favol=([[ (0+2+0).dvol=2[[[ dvol=

31X
il

31 2
dz.dx.dy:ZH( X —X )dxdy__ZI dy_§3:2
00

XZ

Hslf.d§=2

Para calcular el flujo sobre la cara que tengo

Plane y = 0 = plane
h
que descontar, parametrizo esa superficie.

Gy =(x0,2) ;0<x<1, x¥*<z<4x
N =(0,-1,0)=n

Calculo el flujo sobre A;:

” ” Floay NS = ﬂ Frco-(0,-1,0).ds =
J-J' (sen(O.z),2.0+ z,ex'o)(O,_Lo)_dS :J'J‘Al _7ds5=

VX 1 2 5
.dx:—lj'x—x“.dx:—1 X _x
X2 20 2 2 5

1.2

1VX
I J'— zdz.dx = —IZ—
0 x? 2

0

0

-

[[Fds+[] Fas=[[ Fds =[] Fds=[[ Fas—[] Fds- 2_(_2%) -5

—~ 43
o Fos=55




3. Calcular la circulaciéon del campo F(x,y,z)=(cos(x) ., sen(y) , -x°/3+e* ) sobre la
curva interseccién de las superficies x> + z° = 1, y= x* + 2 z°. 6raficr la curva e
indicar la orientacion utilizada.

Primero analizo la forma de la curva de interseccidon mencionada, que voy a llamar C:

x*> +z% =1 —cilindro con eje coincidente
con el eje'y’,de radio 1
y = x* + 22> — paraboloide eliptico con (‘

vértice en (0,0,0), sobre eje 'y’

C:

v

Ll’\[) Paraboloide

eliptico

& Es la misma forma, pero con los ejes
rotados para ver mejor la forma de C

Para calcular la circulacién pedida voy a analizar si se cumplen las hipotesis necesarias para

utilizar el Teorema de Stokes:

v Sea S la superficie perteneciente al paraboloide eliptico encerrada por C, veo que es
una superficie suave y orientable.

v C (borde de S) es una curva suave y orientada positivamente.

= . 3 3 = _ o3
v FLB—S%con Ry, ., —(P(x,y,sz(x,y,z)’ R(x,y,z))’ donde Ry, Quy.e) ¥ Ry €C ()
pues son funciones elementales (trigonométricas, exponenciales y/o polinomios)

~FeC”(R®) > FeCY(R®)

Como se cumplen las hipétesis, puedo calcular la circulacion utilizando el Teorema
deStokes:

fy F.di = _Usrot.lf.d§ :ﬂsrot.lf.ﬁ.ds
donde:

rot.F = (0, x?,0);
n :Normal unitaria del paraboloide eliptico.Para hallarla parametrizo la superficie.



Ecuacién del paraboloide eliptico: y = x* + 22°, por lo tanto:

B(x,2) = (x,x* +22%,2); conx,z e R

ééﬁﬂ:ﬂlxm
g N = @140
%2(0,22,1)
§ iy _J.J. ( ) ) ZXH 1H4z . J'J' N ‘HNdedZ_ﬁ —x.dx.dz =

rot. F

D es la proyeccién de S sobr'e el plano xz, siendo un disco centrado en el origen de
coordenadas, con radio que varia desde O hasta 1, por lo que considero conveniente hacer
un cambio de variables, a coordenadas polares:

X = r.cos(t)

y=x*+2z% =r%.cos’(t) + 2.r’.sen(t) 0<r<1 - O<t<2xr

z =r.sen(t)
Por lo tanto: —x* =—r?.cos?(t)
Entonces:
camblgfje & . 1

variable X Jac. 27l 27 4 2z

ﬂ —r%.cos?(t). r dr.dt = ”re’.cosz(t).dr.dt = —J'r— .cos? (t)dt = 1 Icosz(t).dt __ i
00 0 4 0 4 0 4

f Fdl=-




4. Sea F(x,y)=( y.f . X* + f) siendo una f una funcién €? (R). Calcular la circulacién

de F sobre la curva C definida por (x-1) 2 + y? = 1, indicando, en un gréfico la
orientacion de C utilizada.

yA
Comienzo analizando la forma de C: D
4
7/
C: (x-1)?+y?*=1 >  circunferencia de radio 1 [
con centro en (1,0) f ;
1
Como piden calcular la circulacién de un campo R? > R? X
N

analizo si se cumplen las hipétesis necesarias para utilizar ¢

el Teorema de Green.

v" D es una region compacta cuyo borde es C, una curva cerrada y suave
v F:®?%%on B, =(P,,, Qu,.,) donde P, 5 eCYR?), pues f eC?(R?)— f'eCHR?)
YQpy.zy € C 2(R?), pueses sumaalg ebraica deun polinomio y f € C*(%?)
| S ——

c®

.. FeCY(R?)
Como se cumplen las hipétesis del T. Green puedo decir que:

£+ F.dl = IID(Q'X —P", Jix.dy

Poyy=y.f > P'y=f
} Q'x-P'y=2x+ f'(y- 'y =2x
Quy =Y +fo> Q'x=2x+ f'

Por la forma que tiene C conviene trabajar la integral con coordenadas polares:

x =1+ r.cos(t) con O«<r<¢l
y = r.sen(t) O<te2m Jacobiano= r
Entonces:
cambio
coord 5,1 271

ff Fdl = HZxdxdy ”2 1+rcos(t) rdrdt 2” r +r2 cos(t) )dr.dt =
00

2 r2 r3
=2 || —+—.cos(t
5+ 0]

r=1

11
dt=2 [— +—.cos(t)j.dt =2
-([ 2 3

r=0

{ Fdl =27
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5. Sean F un campo vectorial C*(R®) con matriz jacobiana simétrica siendo
g(x,y.z)=a.x> + y + 5z + 3 la circulacién de F sobre el segmento que va desde los
puntos (0,0,0) AL (X,Y,Z). Determinar el valor de a € R sabiendo que la circulacion

de F sobre el segmento que va desde los puntos (1,1,1) al (2,-2,2) es -4.

Como:
v F ¢ C}R%
v el dominio (R%) es abierto y simplemente conexo
v" la matriz jacobiana es simétrica

entonces F es un campo conservativo, por lo que la circulacién sobre cualquier curva
cerrada es 0.

b g

Sean: A=(0,00) : B=(1,1,1) ; D=(2.,-2,2) z 4
a=AB ; b=BD ; d =DA D B
C=aubud

Entonces: A

Lo Lo Lo Lo X
{ Fdl=[ Fdl+[ Fdi+[ Fudi
c AB BD DA

Por enunciado: I@ Fdl =4

La circulacion de (0,0,0) a (x,y,z) es g(x,y,z) = ax2 +y+5z+ 3 , por lo tanto:

la circ. de a= AB va de A=(0,0,0) a B =(1,1,1)> jﬁ F.di = Jaiy =

=al’+1+51+33a+9=|_ F.dl
la circ. de d = DA vade D=(2,-2,2)a A=(000)> [ Edi =—[ Edi = —g
DA ' 'AD ' (2,-2,2)

=—(a2?+(-2)+5.2+3)

~(4a+11)=[_Fdl

Entonces:
§ F.di :ji If.dl_+J; Fdi +[_Fdi
ct AB BD DA
H_J H ~ N
0 a+9 -4 —4a-11
0=-3a-6 > 3a=-6 > a= -2

il EXITOS PARA EL EXAMEN Il

"Nunca consideres el estudio como una obligacion, sino como una oportunidad
para penetrar en el bello y maravilloso mundo del saber.” (Albert Einstein)



