FIUBA 11-12-2014 Anailisis Matematico II (61.03 , 81.01) Integrador — Tema 2

Indicar claramente apellido y niimero de padrén en cada hoja que entregue. Todas las respuestas deben
estar debidamente justificadas. No se aceptaran calculos dispersos, poco claros o sin comentarios.

EL EXAMEN SE APRUEBA CON 3 EJERCICIOS BIEN RESUELTOS

=

Sea Q= {(X Y, z)e RP:x*+y?<4;0<2<9-x"— yz}. Calcular el momento de inercia de Q respecto
del eje z si su densidad es (X, Y,z) =k.y?

2. Hallar el flujo del campo I_f(x,y,z) =(Z\/X2 +2% Yy +3,9xx* +2° ) a través de la porcion del

plano Z=3X con z>x*+y?. Indicar en un grafico la orientacién elegida para la superficie.

3. a) Demostrar que el campo E(x,y,z)=(6xycos(z)+3x,3x2cos(z),—3x2ysen(z)) es
conservativo.

b) Hallar la derivada direccional de la funcién potencial del campo F definido en a) en el punto (2,-1,0)
en la direccidon del vector (1,1,0)

4. Hallar el flujo saliente del campo E(X, Y,2) :(ZXZ , 2y —Xe ™ ,y—Zz)a través de la frontera de W,
siendoW :{(x,y,z)eiR?’ A<XP+72<9; X +yP 428 316}

5. Sea el campo E(X, y)= (X vy, Q(x,Y) ) de clase Ct en el conjunto D — R* simplemente conexo cuya

frontera es la curva C. Hallar Q(X,Y) , con la condicién Q(0,y) =y* , de modo que la integral de linea

de F sobre la curva C, recorrida en sentido positivo, permita medir el volumen del sélido en R? limitado
inferiormente por D y superiormente por Z = x? + y2 .
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AMIT - INTEGRADOR del 11-12-14 (resuelto)

1. Sea Q:{(x, y,2)e R x*+y?<4;0<2<9-x? —y2} . Calcular el momento de inercia de Q
respecto del eje z si su densidad es 5(x,Y,z)=k.y’

Analizo la forma de Q (a través de la superficie frontera):

X +y*=4 = Cilindro centrado en el eje Z, radio 2 _—
z=0 => Plano xy
7=9-x"-y*= 9—(x2 + y2) = Paraboloide invertido, “vértice” (0,09) —»

Proyeccion de Q en el plano XY

Ya

D

Planteo el cdlculo de momento de inercia del eje Z:

I, = ﬂjQ (x2 + y2)5(x, y, z)dx.dy.dz

Por la forma de Q voy a calcular la integral con coordenadas cilindricas.

o 0<r<2
X=r.cos(t <7<9-
i e i L vl
jacobiano=r
Por lo tanto:
x2+y?) k.y? jac

| )
|, = mq(xz n yz)k_yzdx_dy_dz - joz” joz j: v krisen?(t).r dzdr.dt=
sen?(t).(9r°—r7)

_2;;29—r25 2 (27 (2 s 5 5 B
=k[ [ [ re.sen’(®)dzdrdt=k[" [ r*.sen’(t).(9 - r*).drdt =

27 oré r®
=k| sen?(t)] —-——
[ el % -0

2 2
dt=k jo sen?(t).64dt = 64.k.z

0
|, =64kz
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. Hallar el flyjo del campo F(x, Y, z):(z\/x2+z2 Y +3, 9xV X+ Z° ) a través de la porcion

del plano z = 3x con z > xX* + y’. Indicar en un grdfico la orientacién elegida para la
superficie

Analizo la forma de la porcién del plano del enunciado:

Llamo S a esa porcion

f Y
5 _{Z = 3X = plano -3x+z=0 X
lz> x4 y? = Puntos que quedan adentro del paraboloide —,
S estd formado por todos los puntos del plano z = 3x que quedan adentro del paraboloide.
AL

Proyeccion de S

Y sobre plano XY
F 8

——>
X

X

Calculo el flujo sobre la superficie S:

Parametrizo el plano donde estd contenida S:
7(u,v) = (u,v,3u)

y'u= (1,0,3)>

v=(0z0) "N " (80-1)—~|N|=+10

[l.Fds={] Fads=[[ F(wv). |||N||dudv—

NI
— .”‘D(Suw/uz +(3u)’ , v® +3, 9uy/u? + (3u) ).(3,0,—1).du.dv:

=ﬂD9u\/u2 +(3u) —9uyu? +(3u ) dudv=0
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3. a) Demostrar que el campo F(X,Y,z)= (6xy cos (z) +3x ,3x? cos(z),— 3x’y sen(z)) es
conservativo

Analizo si se cumplen las condiciones para ser campo conservativo:

v Dom(E)z R° > el dominio es un abierto simplemente conexo J

v Sea F(xv.2)=(P(Xx,y,2), Q% Y,2),R(X,Y,2));F e C*(R*), pues P(xyz), Q(xyz) Yy
R(x,y,z) son sumas algebraicas de funciones elementales (polinomios, exponenciales y
trigonométricas) > F ¢ C' (R®) /

v Matriz jacobiana simétrica: para esto hallo el rotor F pues si resulta que rot(E):(0,0,0)
entonces es irrotacional, que es lo mismo que decir que la matriz jacobiana es simétrica:

oz oy ox o1 oy  ox
rot(E): (— 3x%sen(z) — (—3x*sen(z));—6xy sen(z) — (-6xy sen(z));6.x.cos(z) —6.x.cos(z)): (0,0,0)

rot(E):( Q R R_oP P aQ]

rot(F )= (0,0,0)

Como se cumplen las tres condiciones mencionadas entonces
F es campo conservativo

b) Hallar la derivada direccional de la funcion potencial del campo F definido en a) en el
punto (2,-1,0) en la direccion del vector (1,1,0)

En el inciso a) se mostré que F es un campo conservativo 3¢ :R° >R / I_f(x, Y,2) =Vo(X,Y,2) y

F(xV,2) e COO(‘RS)—>V¢(X, y,2) e Cw(ms)—> o(X,y,2) € C°°(SR3)—> @ es diferenciale
Como ¢ es diferenciable, entonces puedo calcular %ﬁ(x, Y,2)=Vo(X,y,2)V

F(x,Y,2) =Vo(X,y,7) = (6x y cos (z) +3x ,3x” cos(z),— 3x%y sen(z))

v=(110)>M=v2 >v= %
[l _ o (6x y €0s (z) + 3x+ 3x? cos(z))
v (X,¥,2) =Vo(x,y,Z)V = -

Especializo en el punto (2,-1,0):

%3; (2’_170):(6.2.(—1) cos (0) +3/(2)+3(2f cos()) _ 6 _ 23

J2

oV

)
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. Hallar el flujo saliente del campo I_f(x, Y,2) =(2xz 2y —Xxe™* ,y—zz)a través de la frontera de
W, siendoW :{(x,y,z)eSR3 A<XP+72<9; X +yi 428 £16}

Analizo la forma de W (a través de su frontera, que voy a llamar S):

x2+z22=4 => Cilindro radio 2 centrado enel eje Y _/’
S:ix?+2z%2=9 = Cilindro radio 3 centrado en el eje ¥

x*+y*+12>=16 => Esferacentradaen elorigen, r=4 \

X

Para calcular el flujo analizo si se cumplen las hipdtesis del Teorema de Gauss (o de la
divergencia).

I) Sea F(xY,2)=(P(xy,2), Q(X Y.2),R(X,Y,2));F e C*(R*), pues P(xy.z), Q(xyz) y
R(x.y.z) son sumas algebraicas de funciones elementales (polinomios, exponenciales y
trigonométricas) > F ¢ C! (R®) /

IT) W es una regidén en R contenida por la superficie S.

ITT) S es una superficie orientada hacia el exterior.

Se verificaron las hipétesis, por lo tanto: ”;Edg :.”.[v div.F dVol

Calculo la divergencia:
. — OP oQ oR
divF =—(Xx,vy,2) +—(X,y,2)+—(X,V,2)=22+2-22=2
aX(y) 8y(y) az(y)
div.F =2

Por la forma que tiene W considero conveniente usar coordenadas cilindricas.
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Para ver cémo varian los pardmetros, observo su proyeccion sobre el plano xz:

i
h X*+y?+12°<16

2 2
X = r.cos(t) con 2<r<3 r+y” <16
z =r.sen(t) 0<t<2r y? <16-r?

° X ly|<+16-r°
Jacobiano=r _6—r? < y< he—r?

Jacob.

—
[[[F.ds = [[] divFdvol = 2]%[% r dydrdt=

2r A16-r2dr.dt

= ZJ.OZ” Ijr.(\/16— r’— (— J16-r2 ))jr.dt = 4[;”[23 rN16—r2drdt =

x tabla
N 158

o (Lo T ) o

2

JIFas =22 (-747+ 2003)

dt =%joz”(— 747 + 243 it = 8?”(— 747 +2443)
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. Sea el campo F(x, y):(x yz,Q(x,y)) de clase C ! en el conjunto DcR® simplemente
conexo cuya frontera es la curva C. Hallar Q(X,y) , con la condicién Q(0,y)=y* , de modo

que la integral de linea de F sobre la curva C, recorrida en sentido positivo, permita medir
el volumen del sélido en R® limitado inferiormente por D y superiormente por z=x"+y’.

Como D es una superficie de R?, se la puede observar como la proyeccién de z = x* + y° sobre el
plano xy. Entonces el volumen lo puedo calcular haciendo:

Vol = HD (x2 + yz)dx.dy
Ademds, por enunciado se tiene que:

v F(x,y) eC*(D), siendo: F(x,y) = (P(x, ),Q(x, Y))
v dom(l_f)z D — R?simplemente conexo
v C es una curva, frontera de D, por lo que es cerrada, y la supongo regular y suave a trozos

Como se cumplen las hipdtesis del Teorema de Green puedo decir que:

adif[[ 55 o

Para calcular el volumen pedido en el enunciado, tengo que hallar una funcién Q(x,y) tal que

@_G_P x2+y2
oX oy

oP
P(X, V) = X.y2 = (X, y) = 2
(X, y) =Xy 5(><y) Xy

Q P _Q

—2.X X2 + —>—x =x?+y2+2x
X oy ox y= y? (X, Y) y? y

Ahora integro Q respecto de x para hallar lo pedido en el enunciado:
0Q 2 2 '2558238” dex x® 2 2
o oY) =X Y 2y QX ) =k Xy XY +6(Y)

Especializo la funcién hallada en (0,y) para obtener é(y)

03
Q(O, y)=§+0y2 +0%y+5(y)=y* > 5(y)=Yy*

3
Q(x,y) =%+xy2 +X°y+y*

iii Exitos en los exdmenes !l

Por lo tanto:

"Los que dicen que es imposible no deberian molestar a los que lo estdn haciendo” (Albert Einstein)

(si encuentran algin error, algo no estd muy claro o estd mal explicado, por favor escribanme un mail a sylvina64@gmail.com asi lo corrijo)
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