FIUBA 10-7-14 Analisis Matematico II (61.03, 81.01) Integrador — Tema 2

Indicar claramente apellido y nimero de padrdn en cada hoja que entregue. Todas las respuestas
deben estar debidamente justificadas. No se aceptaran calculos dispersos, poco claros o sin
comentarios.

EL EXAMEN SE APRUEBA CON 3 EJERCICIOS BIEN RESUELTOS

Apellido: ...oovovviiir i NOMDBIES: . .viiiiicreres et e
Padron:....ccoeceeevevvenvennnnn,
2 m4-72 pd—x%+7?
1. Sealaintegral
& I—Z .[—\/4—22 4/ X2 +2° ddedZ

a) Describir la region de integracion e interpretar su significado.
b) Calcular la integral.

2. SeaXlasuperficie de ecuaciéon  YZ+ e*? +In(x+y-2)-2=0
Sea S la porcidn del plano tangente a X en el punto (2,1,1) perteneciente al primer octante.
Calcular el flujo del campo f(xy,2)= (—%y  X+Y,y+2-2) a través de S, indicando
en un grafico el sentido de la normal utilizada.

3. Sea el campo ?(X, y) = (y—; 2xy +g(y)) con g eC’ (SR) Calcular la circulacién de  f alo

largo de la curva frontera de laregion D = {(X, Y)eR? X2 +y* <9y > X;y>—X }
Indicar en un grafico el sentido de circulacion utilizado.

4. Sea el campo ?(X,y,z):(azx—ax,bzy—by,abz) con a,beR
Sea la regién D={(x,y,z)e%3:0£x£1;0§ y£1;0£z£1}

Hallar, si existen, los valores de a y b para que el flujo de f através de la superficie

frontera de D sea minimo.
Considerar la normal saliente al sélido D.

5. Sea C la curva definida por la interseccion de las superficies z =xz+In(yz-1) ; 2x + y? + zZ =7.
Sea rlarecta tangente a C en el punto (1,1,2) y sean A, B los puntos de interseccién de r con
los planos x = 0 e y = 0 respectivamente.
Calcular la circulaciéon del campo ?(X, y,2) = (eZ y,e’X, ezxy) alo largo del segmento AB

AMII - integrador del 10-7-14 pdg. 1




AMII - INTEGRADOR del 10-7-14 (resuelto)

Ja—z 4—/x2+22
1. Sea la integral J Im ddedZ

4+ x%+22

a) Describir la region de integracion e interpretar su significado.
Al resolver la integral se hallard el volumen que contenido por las superficies que
limitan la integracion.

Ja—z x2+2? —VX“+z
.[ -‘-\/442 -‘-44+\/x2+z ddedZ .[ dz.’.\/ﬁ J.44+m

—4+X*+2° <y <4-+Xx*+12* (A) € dos semiconos con eje sobre el eje 'y

-

{=V4-z2 <x<J4-z* (B) < cilindro sobre eje 'y ' de radio 2
~2<17<2 (C) < valores minimo y mdximo de z

\

(B) x=v4-2 5 x*=4-72" 5> x*+7° =4

b) Calcular la integral

Por la forma que tiene el sélido, conviene usar coordenadas cilindricas, proyectando
sobre el plano xz.

Parametrizacion de la superficie: 8¢y 1 = (r.cos (t),y, r.sen (t))

O<r<?2

r>0
-~
O<te2m — 4+ ~XP+ 2% =4 +Ar? = —4+r,
4+rcy<d-r € r>0
4—~X2+722 =4—-Ar*=4-r

jacobiano
-

Vol = f jt:z J'HXZH dydxdz_rﬁf LH r .dydrdt=

—4+\/ x%+22

8r—2r2

- Iozﬂ Ioz r(4—r—(-4+r))drdt :J'Oz” ar? —

2 g Py,
° 3 3

0
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2. Sea X la superficie de ecuacién YZ+€" +In(x+y-2)-2=0
Sea S la porcion del plano tangente a X~ en el punto (2,1,1) perteneciente al
primer octante.
Calcular el flujo del campo f(xy,2) =(-2y,x+y,y+2-2) a través de S,

indicando en un grdfico el sentido de la normal utilizada.

Xz—-2

Sea 9:DcR®P >R/ gxV,2)=yz+e*? +In(x+y—-2)-2

La superficie X es el conjunto de nivel O de g(x,y,z). La Normal a = es proporcional al
gradiente de g en el mismo punto. En este ejercicio la proporcion es irrelevante, pues
sélo interesa saber la direccién del gradiente para hallar la ecuacién del plano tangente.

Por lo tanto, busco el gradiente de g:

Vg(x.y,2) =(Z—§(x, y.2), %g(x, y.2), g—f(x, y, z)]

a9 xz-2 1 og 2.1-2 1 a9
—(X,y,2)=z""" + —(211) =1e + =2 —((211) =2
6x( v:2) X+y-2 > ax( ) 2+1-2 > ax( )
g o 1 % 211=2
—=(xy,2)=2+ = (L) =1+ =2 (211
<ay( ¥:2) X+y-—2 > ay( ) 2+1-2 >y
a9
a—g(x, y,2)=y+xe°? > a—9(2,1,1)=1+ 26277 =3 > 8_(2’1’1):3
\ oz oz z

vg(211) = (%g 2.11), %9 2.11), Z—g 2.11) j = (2,2,3) > NyenP = (2,2,3) ,siendo P = (2,1,1)

Sea m el plano tangente a X en el punto P:
m: Ns . (x,y,z)=d, donde d=N3z.P > d=(22,3).(211)=9, por lo tanto:
‘ m2x+2y+3z= 9 ‘

Como S es la porcién de m perteneciente al primer octante, para dibujarlo busco las
intersecciones de este plano con x=0, y=0, z=0

en plano yz: y=(9-32)/2 ; en plano xz: x=(9-3z)/2 ; en plano xy: y=(9-2X)/2
Zn
Ns=(2,2,3) r 3
’ La superficie S estd Z
/' dada por la ecuacién 27
5 9/2 de m, por lo que
YV 2:3-2/3x-2/3y
9/2 Analizo su proyeccion
X

"

sobre el plano xy: -

Para calcular el flujo conviene parametrizar la superficie S:
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a(u,v)=(u,v,3-2u—-2v) ; 0su<?,; Osv<A

' :1101_;
au=@0,=3) |\ _ i v g :(3,3,1j+\\'\'\\=£
a'v=(0,1,-2) 3'3 3

_U fds= _U f(a(uv))” ”ds—.[.[[ Zv UX:/V V+3-2u—2v— 2}(2—2’1)ds=

:”S(—v+§u+§v+v+3—§u—§v— |N|| ”S||N|| —_U |||\|”||N||dudv ﬂ dudv =

— 29-2 1, 1 > 181 81
—j I 2 dvdu—j > U :EI02(9—2u)udu:§.(9u—u21§:E.ZZE
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3. Sea el campo ?(x, y) :(y—; 2xy+g(y)) con g <C'(R). Calcular la circulacién de T
a lo largo de la curva frontera de la region D = {(X, y)eR?:x*+y? <9;y>x;y>—X }
Indicar en un grdfico el sentido de circulacion utilizado.

Analizo la forma de D:

[x?+y?<9 >  disco centrado de radio
maximo 3, centrado en el origen

y2 X > los puntos que estan por encima >
\ de la recta y=x X
y 2 X > los puntos que estan por encima

de la recta y=-x

Por la forma de D puede ser que utilice el Teorema de Green para calcular la
circulacion. Por lo tanto voy a verificar si se cumplen sus hipétesis:

I) Sea f(xy)=(P(xYy), Q(xy));f R >R% e Cl(iRz), pues P(x.y) es un polinomio >

Py € C° (R?) y Quy) s suma algebraica de un polinomio con una funcién g ¢
C'R) > Qup e C (RY)

IT) Sea C la curva frontera de D.
D es una region compacta cuyo borde C es cerrada y suave por trozos. J

Se verificaron las hipétesis, por lo tanto:
2

—: o [0Q oP
. fdl _ij[a—adedy
Pny) =2 > S (xy) =y

oy L QP _,

oQ ox oy

Q(x,y) =2xy+g(y) — a—(x, y) =2y
X

Para calcular la integral conviene pasar a coordenadas polares:

B(r,t) = (r.cos(t) , rsen(t)); 0<r<3; %s t< %72’
. aQ aP Cr-"‘\ﬂ/' §” . y jaco#t:iano §7[ .
:fy fdl = ﬂD [&—Ejdxdy = ”D y.dxdy = J';;‘ J'O rsent). r drdt= jf jo r2.sen(t)drdt =

2, r3|’
= [ sen(t)—
n 3

3 3.
drdt=9 j4 sen(t)dt = 9.~ cos(t) | =92
4 x

0 4
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4. Sea el campo ?(x, Y, z)=(a2x—ax,b2y—by,abz) con a,beR

Sea la region Dz{(x,y,z)eiR3:0£x£1;Os ygl;ogzsl}

Hallar, si existen, los valores de a y b para que el flujo de fa través de la
superficie frontera de D sea minimo.

Considerar la normal saliente al sélido D.

Analizo la forma de D:

O¢xz¢l
O<y<1
O¢ze¢l

- Es un cubo de lado 1, en el primer octante

1

Por la forma de D puede ser que para calcular el flujo de f sobre la superficie pueda
utilizar el Teorema de Gauss. Por lo tanto voy a verificar si se cumplen sus hipétesis:

I) Sea f(x Y, 2)=(P(x, ,2), Q(x, Y, 2),R(X, Y, z));?:i]%3 S>R3e C°°(iR3'), pues P(x,y,z),

Q(x.y,z) y R(x,y,z) son polinomios > fec R v

IT) Sea S la superficie frontera de D, una superficie orientada hacia el exterior.
IIT)D es una regién en R? contenida por la superficie. v

Se verificaron las hipétesis, por lo tanto: “; fds :IIIDdiV.? dvol

div.?:Z—P(x,y,z)+@(x,y,z)+g—R(x,y,z):a2—a+b2—b+ab > el flujo es
X Z

proporcional al volumen (pues div.f resulté ser un escalar con una funcion que depende

de las variables a y b). Entonces, para encontrar el minimo valor del flujo alcanza con

encontrar los ay b que hacen que el resultado de esa ecuacion sea minimo.

Sea g(a,b) = a® - a + b® -b + ab, calculo sus minimos (minimizando esa funcién). Para eso
observo en qué puntos (a,b) el gradiente de g se anula:

%(a,b):Za—Hb:O —>b=-2a+1

D(ab)=2b-1+a=0>a=-2+1

—>b:—2(—2b+1)+1=4b—2+1—>b=%—>a=%

Como es un sistema de dos ecuaciones con dos incdégnitas, el resultado es Unico. Ahora

analizo si

H(a,b) =

es un minimo local mediante el hessiano:

o’g o’g —F

—(@b) —@b) p 1 6g

gga Szzalb :‘1 2‘:3>0 /\a—(a,b) >0.. es un minimo relativo
@b @b i

ba abb
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5. Sea C la curva definida por la interseccion de las superficies z =xz+In(yz-1) :
2x + Yy + 2% =7,
Sea r la recta tangente a C en el punto (1,1,2) y sean A , B los puntos de
interseccion de r con los planos x = 0 e y = O respectivamente.
Calcular la circulacion del campo ?(x, Yy, 2) = (ezy,ezx,ezxy) a lo largo del
segmento AB

Buscar la ionterseccion de esas superficies parece algo horrible (y lo es). Entonces, hay
que apelar a la imaginacion y a los conocimientos globales de la materia: Si lo que quiero
encontrar es la tangente de una interseccion de dos superficies, puedo hallar el
producto vectorial de sus Normales... y asi hallo la direccion de esa recta.

Un ejemplito grdfico para que se entienda el concepto:

N N
z N, NG  New N
52 ' N1x 52
5, S1

X/ Y x/ Y x/ Y

Para hallar esas Normales (Ns y Nt) voy a armar dos funciones:
Sea: S:xz+In(yz-1)-z=0

T:2x+y*+2°-7=0

Gy, X2 + In(yz-1) - 2

hecy, 27 2x +y% + 2% - 7

Entonces podemos decir que S es el conjunto de nivel O de gy T es el conjunto de nivel
O de h. Como los gradientes de gy de h son proporcionales a Ns y Nt respectivamente,
entonces hallo vg y vh para obtener las direcciones de Ns y Nt para hacer el
producto vectorial entre ellas, tal como lo expliqué antes.

Vg(x.y,2) {Z—i(x, y.2), %g(x, y.2), 2—2(& y, z)j

og a9 8
"4 = 2> —(112)=2
ax (xy,2)=1 ax( )
{ a9 (X y,2) = —~ > a—9(1,1,2)=2 > Vg(LL12)=(2,2,1)= N,
oy 7 xy-1 2/
o9 y N 11,2) =1
—=(%Y,2) =x+——-1 > - %
82( Y,2) vi1 oz

vh(x,y,z) = (Z—:(x, Y,2), %h(x, y,2), Z—:(X, Y, Z)J

AMII - integrador del 10-7-14 pdg. 7



/

oh ~ @ N
aXyD=2 > Say-2
oh
< %h(x’ y.z) =2y > @(1’1’2):2 > Vh(12)=(2,2,4)= N,
oh oh o
\E(X’ y,z) =22 > P (L1,2)=4 )

Como para hacer el producto vectorial sélo necesito las direcciones de las normales,
entonces puedo tomar (arbitrariamente) A=p=1.

Ns x Nt =(2,2,1) x (2,2,4) = (6,-6,0) 2> la recta tangente a C tiene direccién (1,-1,0) y
pasa por el punto (1,1,2). Por lo tanto la recta tangente es:

ri(xyz)=98(1,-10)+(11,2)

ra
El punto A pert | pl =0>38:=-1> A=(0.22 r
punto A pertenece al plano x (0,2,2) B*é-___..i-e—""'""‘d‘
El punto B pertenece al planoy=0->3=1 > B=(2,0,2) /
Parametrizo la recta: p(t) = (++1,-t+12) ; t€[-11] Y

B (t)=(1,-1,0) %

e’y elx e’xy B(t)

jc?.di = jc f (A1) (t)dt = flez(—t +1),e%(t +1), 2 (t +1)—t +1)(1,-1,0)dt =

= [ (~et+e? —et—e? it = (-2e’thit =—2¢? [ tdt=0

i EXITOS PARA EL EXAMEN Il

"El genio se hace con 1% de talento y 99% de trabajo” (Albert Einstein)

(si encuentran un error en la resolucién, o algo que estd mal explicado o confuso, por favor escribanme a sylvina64@gmail.com )
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