COLOQUIO 9-12-10

1- Areadelasuperficie: x> + y> =2x , z<4—-(x>+y2) ,z20

Solucién: El Area de una superficie es: A = ” ds = _[ _[ ||| dx dz
S D

La superficie cilindrica x> +y> =2x no es proyectable en el plano xy, proyectamos sobre el
plano xz. La regién de integracién resulta, intersecando:

x+y*=2x
= z=4-2x

z=4—(x" +y2)

Para sacar el normal se define la funcién
F(x,y,2)=(x-1)>+y’ -1

La superficie de nivel O de F esla superficie:

¥ +y =2x

El normal es:

S _VF_(2(x-1),2y,0)_(x-1,y,0)
F,' 2y y

2

A= [ ds =2[[|] dx dz =2 Gy g dx=2H\/x2+y2_2x+1 dz dx
s D D y D y

Evaluando el integrando sobre la superficie, la expresién: x>+ y? =2x entonces:

/2x 2x+1 ““ 1 f(4-2x) 2x) t(2+2-2%)

0

2 t 2-2x
=2J dx+2j—dx=47t

2

0V2X—x 0V2x—x

La lera integral por tabla y la 2da por sustitucién.



De otra forma (Parametrizando la superficie):

La Figura, abajo, muestra la superficie cilindrica S de ecuacién x* + y* =2x limitada

superiormente por el paraboloide de ecuacién z<4—(x>+y®*) e inferiormente por z =0
(considerando al eje y como eje x para la visualizacién de la misma).
La superficie S puede parametrizarse por:

T:DcR>— R/ T(u,v)=(cos(u), 1+ sen(u),v) con 0<u <2z, 0<v<4-2(1+sen(u)) un

vector normal a la Superficie estd dado por: N = g—Tx 3—T = (cos(u), sen(u),0) vector cuyanormaes 1.
u ov

El calculo del area, es

Area(8) = [[|(cos(w), sen(),0)]| du dv = [[ \/cosz(u)+ sen® (u) du dv =

1

J~275 J~02—2sen(u)dv du = J.:”[Z_Zsen(u)] du = 47

0

Superficie ciindrica 5

2- Calcular la Masa del cuerpo limitado por: x*>+2y* <z<2-x’ si el gradiente de la
densidad de masa es: VJ&(x, y,2) = (2xy,x>,0) , 6(0,0,0)=1

Solucién: Obtenemos la densidad O integrando las componentes del gradiente de o :

S, =2xy = 0=x"y+C(y,2)
§,=x"+C'(r2)=x" = C»d=0 = C»9=C
= &xy,2)=x"y+C

Con la condicién §(0,0,0)=1 resulta: C=1

Por lo tanto:  §(x,y,z) = x*y+1




La regién de integracién resulta de intersecar ambas superficies:

2 2
z=x"+2
{ Y = x*4+2y*=2-x* = x+yr=1

7=2—x2

En coordenadas cilindricas:

/2

Masa = | j [ e "[p cos(6) sen()+1] p dz dp dé
0 0

p*+p’sen

=_[Om _[; [p3c052(9) sen(9)+l] 2—p*cos’@—p>—p’sen’6 | p dp db

2-p2-p?

nl21
= [ [-20*] [p* cos*6) sen@)+1] p dpd6=
”?2(1)
|
0

j (2p* cos?(8) sen(8)+2p—2p°cos’(0) sen(8)—2p°) dpdf =
0

zl2 4 1
= | [2’; cos () sen(6) + p —2”7 cos(6) sen(0)—p7} 46 =
0

0
zl2

= | {— cos’(8) sen(6’)+l—% cos’(8) Sen(e)—_:| 46 =
0
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3.Si F(F) = h(| 7|) 7 es un campo radial con 7 =(x, y), siendo h(|7[) #0 para todo 7 e R* y

h:R — R con derivada continua. Halle la familia de lineas de campo y la familia ortogonal a
ella.

Solucién: Siendo 7 =(x, y), el campo es:

F@ =h7 ) 7 =h( 7)o y) =l sJx2 +52) L y Bl +9D))

Para encontrar la familia de lineas de campo planteamos:

dy dx

dx dy
= = —<—=— = In(y)=In(x)+1n(C)
x h(\x*+y®)  y h(x* +y?) y X ’ ’




La familia de Lineas de campo son:
y=Cx

La familia de lineas ortogonales son:

y'=C = y'=l = —i'=l = —xdx=ydy
X y X
2 2 2 2
—x—=y—+C1 = LA A
2 2 2

4. Sea f(x, v,z2)=(xh(y)+4e”, h(y)—y, h(x)— yx), hallar 2:R — R con derivada continua
tal que el flujo del campo a través de cualquier sup. cerrada, orientable y regular sea nulo,
sabiendo que: F(0,0,0) =(4,0,0) . Con esa funcién & calcular el flujo a través de la superficie

abierta S de ecuacién: x=1+./y>+z>, x<4 indicando el normal utilizado.

Solucion:

Para que el flujo sea nulo debe ser nula la divergencia del campo:
Si F(x, v,z2)=(xh(y)+4e”, h(y)—y, h(x)— yx) entonces:

V- F=h(y»)+h'(y)-1=0 — k@) +h'()-1=0

Se resuelve la Ecuacion Diferencial por el método de variables separables:

) =1-h() =y

—In(-h(y)=y+C = In(-h(y)=-y-C

K

I-h(y)=e?* = h(y)=1-Ce”
Si F(0,0,0) =(4,0,0) .entonces h(0) =0 con esta condicion resulta:
h0)=1-Ce’=0 = C, =1
Reemplazando, la funcién &k es:  h(y)=1-—e’

El campo vectorial es: F(x,y,z) = (x(1—e”)+4e™, (1—e?)—y, (1—e”)—yx)



Como la superficie es abierta hay que cerrarla con el plano x =4 para aplicar el

Teorema de Gauss

El normal al plano x =4 es el vector (1,0,0).

Por Gauss

[[Fonds+[[F.nds=[[[ V- F dx

s s, 5
”fn&+“Fﬁw=O

S, S,

”F n ds =—“F n ds

S, S,

Calculamos el flujo a través de la superficie S, para obtener el flujo a través de la Sup. Cénica
S

¢=[ F.iids=-— ”(4 (—e)+4e” ,1-e” —y,1-e* —y 4).(1,0,0) dy dz
S, D

p=—[[(4-4e” +4e™)dy dz= -4 [[dy dz =4 Area(D)=—4 .97 = 36z
= L

D es la proyeccién de S, sobre el plano yz, este circulo tiene ecuacién y* +z° <9

5-Si F(x,y)=(yx> +sen(x)—3y, 6x+e’ —xy?) halle a>0 tal que la circulacién del campo

alo largo de x* + y* = a* sea maxima.
Solucién:

Usamos el teorema de Green : ﬁf.dl = _” (Q',—-P',)) dx dy
C D

ﬁ.dl:ﬂ(é—y2 —x?+3) dxdy=”(9—y2 —x¥)dx dy
C D D
27a 4

§Fai=[[©-p")pdpdo=97a’ -7°-
C 00 2

4
Llamando g(a)=97a’ —ﬂ'% = g'(a)=187a-27ma’=0



27a(9-a*)=0 & a=0v a=3va=-3
Como a>01la soluciénes a =3

Veamos que para ese valor hay un maximo:
g'(@)=187-6xa’ = g"QB)=187—-48x=-307x<0
Por lo tanto para @ =3 hay méximo.

Respuesta: La circulacién de F alo largo de la curva es mdxima cuando a = 3

<vy




